Satz 5.16

Bemerkung

Lemma 5.7

Bew:

Langzeitverhalten (1) — Ergodensatz

i) Sei (Xk)k irreduzible homog. MK auf E, dann gilt

limp_yoo 1 "k (X)) = T = ﬁ fast sicher.

i) Falls (Xi)x zudem pos. rekurrent und f : E — R beschrankt
iMnyoo 23071 F(X)) = ;cp mifk fast sicher.
o Aussage: “Zeitmittel” = “Raummittel” bzw.

o 77 := L3771 14y (X)) emp. AufenthaltsmaB == 7 fs.
e (Xk) mit der Eigenschaft wie in ii) heiBt ergodisch.

Sei (Xk) homog. MK auf E, k € E, dann sind die Exkursionen
S = 20D _ 2K i > 0 i mit E(SK) = Ex(7).

1

Einfache Konsequenz der Markov-Eigenschaft (s. Ubungen).



Beweis Satz 5.16

i): Falls k transient lim, o0 2 570 Ly (X)) = 0 = £2
Falls k rekurrent
lim, Z/ 0 ]l{k}(Xl) = lim, : V(k) V(k Z/ 1 ]l{k}(Xl)

Def. von T

(k)<nund7') >n+1
V V+

(k) (k) (k)
n+1 (\:S, < V,7 < \?L)
n r (k) n Tk

+1 v,

BO)
=4 To i Z’ . i n—>oo Ek(Tk) f.s.

Ferner V(()) % % f.s, da k rekurrent
k

(k) n—)oo vk n~>oo

v, 1

= — Ei(7x) f.s. bzw. 22 - —3 Ex(7x) fs.
( )1

ii): Folgt aus i) falls f = ZJ 1ol
Allgem. f: Wahle A C E endlich, s.d. u(A) >1—¢, f:=1af.
£, ) = (£, < F = F, A -+ (P, ) = B )| +1(F = o)
= Behauptung folgt aus |(f,7) — (f,7)| < €||f|loc und
[(F = F, )] < [[Flloo(L = Fa(A) =5 | Flloo(1 = 7(A)) < el|flloc-



Definition 5.21

Bemerkung

Satz 5.17

Bemerkung

Bsp. 5.7

Langzeitverhalten (1) - Mischen

e Fiir (Xy) homog. MK auf E mit Ubergangsmatrix P = (p;),
k € E heift
di :==ggT{n]| p,E")k > 0}
Periode vom Zustand k.
o Falls dy =1 fiir alle k € E heiBt (Xx) aperiodisch.

“Periode” ist eine Klasseneigenschaft, da dy = dy+, falls k + k'.

Sei P irreduzibel aperiodisch auf E und mit inv. Verteilung .
Dann gilt fiir jede (A, P)-MK und (X) eine auf E mit bel.
Startverteilung A

lim P(X,=k)=m, VkeE. (%)

n—oo

Eine MK (Xk) mit der Eigenschaft (x) heiBt mischend.

E ={1,2}, p1p = p21 = 1 = P irreduzibel, pos. rekurrent,
periodisch mit Periode 2. Falls z.B. \y == 1, :=0
= P(X, =1) =0, falls n ungerade bzw. = 1, falls n gerade.



Lemma 5.8

Bew:

Korollar 5.5

Bew:

Beweis von Satz 5.17 — Vorbereitungen

Sei M C N abgeschlossen unter Addition und mit ggT (M) =1,
dannex. meN, s.d N5, C M.

Ubungsaufgabe.

Falls P aperiodisch irreduzibel, so ex fiir i,j € N ein

m = m(i,j), s.d. p,g-") > 0 fiir alle n > m.

Sei pfj/) und n, s.d. p}jk) > 0 fiir k > n, dann gilt firm> n+ |

™ > plpi" " > 0.



Lemma 5.9

Bew:

1) Seien (Xk)k und (Yi)k zwei unabhangige (A, P)-MK auf E,
dann ist Wk = (Xk, Yx) eine (A @ N, Q)-MK auf E x E, mit
Q""/:J:I./ = P— P P/ i,

H JJ
2) Q ist irreduzibel und pos. rekurrent, falls P pos. rekurrent,
irreduzibel und aperiodisch.

o PWoi =G )Wa= (]
=" P(Xot1 =j|Xo =) P(Yor1 =j'|Xn =) = Pijpitj’ -
Analog P[W = (i,i")] = \iX\,,

o Fiir (i, ") und (4,j")

remmess Q(, G > 0 fir M= max[m(i, ), m(i’, j')].

e Falls 7 inv. Verteilung fiir P

= 7w ® m Invariante Verteilung auf E x E fiir @ .= P® P
= Q pos. rekurrent.



Beweis von Satz 5.17

e Sei Wy := (Xy, Yx) Paar von zwei unabh. P-MK auf E mit
Startverteilungen A bzw. «
= (W)« irreduzibel und (pos.) rekurrent auf E x E
Sei e € E bel. und T :=inf{k > 0| Wi = (e, €)}.
e Wiahle e € E bel. und T :=inf{k > 0| W) = (b, b)}.
= Beh.: T < oo fast sicher.
Denn andernfalls ex. wegen
P(T = 00) = > (i jyeexe AiAiPij(T = 00) > 0 ein
(i,j) € Ex E, sd. P (T = o0) >0 und dann
P(e,e)(T(e,e) = OO) > P(e,e)(T = OO)
O] _
> Qi j).(e.e) Pli) (T = 00) >0,
(!
falls Q(,.J)7(b7b) > 0. f
o, X falls k< T .
e Sei Z; = Y, fallsk>T = (Zk)x ist (A, P)-MK
o |P(Xn = k) — mi| = |P(Xn = k) = P(Yn = k)|
= |P(X,=k,n< T) = P(Yo=k,n< T)|
<P(n<T)™=3 s



