
Gesetz vom Iterierten Logarithmus

Satz 3.12 Sei (Xn)n∈N eine unabh. Folge von ident. verteilten
Zufallsvariablen mit E (X1) = 0 und V (X1) = 1, dann gilt für
Sn :=

∑n
i=1 Xi , dass

lim supn→∞
Sn√

n log(log n)
=
√

2

lim infn→∞
Sn√

n log(log n)
= −
√

2
fast sicher.

Bemerkung lim sup
n→∞

1√
n

Sn =∞ und lim
n→∞

1√
n log n

Sn = 0 (s. Übung 9).



Satz vom Iterierten Logarithmus –
Vorbereitungen

Lemma 3.12 Für a > 0 hinreichend groß gilt

1√
2π

e−
(1+a)2

2 ≤ ν0,1

(
[a,∞)

)
≤ 1√

2π
e−

a2

2 .

Bew: ν0,1

(
[a,∞)

)
= 1√

2π

∫∞
a

dt ≤ 1
2π

1
a

∫∞
a

te−t2/2dt = 1√
2π

1
a ea2/2.

Für a hinreichend groß ist e−t(t + 1) ≤ 1 für alle t ≥ a, somit

ν0,1

(
[a,∞)

)
≥ 1√

2π

∫∞
a

e−t2/2e−t(t + 1)dt = 1√
2π

e−(1+a)2/2. �

Lemma 3.13
(Ottaviani-Skorokhod)

Für X1, . . . ,Xn unabh. ZV’en, Sk :=
∑k

i=1 Xi und η, ε > 0 gilt

P( max
m≤j≤n

|Sj | ≥ η + ε) · min
m≤j≤n

P(|Sj − Sn| < ε) ≤ P(|Sn| ≥ η)

bzw.
P( max

m≤j≤n
Sj ≥ η + ε) · min

m≤j≤n
P(Sj − Sn < ε) ≤ P(Sn ≥ η)

Bew: Analog zum Beweis der Levý-Ungleichung (Lemma 2.9).



Iterierter Logarithmus – Beweis

1) Obere Schranke: lim sup Sn
φ(n)

!
≤
√

2

Bemerkung Zusatzbed. für Bew. hier: E (|X1|2+α) <∞ für ein α > 0.

Sei φ(n) :=
√

n log(log n)

• Zeige für alle λ >
√

2 ex. Folge nk ↗∞, s.d.∑
n P(maxkn−1≤j≤kn Sj ≥ λφ(kn−1)) <∞.

Falls richtig, Borel-Cantelli=⇒ lim supn

maxkn−1≤j≤kn Sj

φ(kn−1) ≤ λ fast sicher.
φ monoton
=⇒ lim supn

Sn

n ≤ λ fast sicher ∀λ >
√

2 für λ =
√

2.

• Lemma 3.13=⇒ P(maxkn−1≤j≤kn Sj ≥ λ) ≤ 2P[Skn ≥ (λ− σ)φ(kn−1)]

falls supkn−1≤i≤kn
P[Sj ≥ σφ(kn−1)] für ein 0 < σ < λ.

Letzteres gilt für hinreichend große n, denn
sup

kn−1≤i≤kn

P[Sj ≥ σφ(kn−1)] ≤ sup
kn−1≤i≤kn

P[|Sj | ≥ σφ(kn−1)]

≤ sup
1≤i≤kn

P[|Sj | ≥ σφ(kn−1)]
Tschebyshev

≤ kn

σ2φ2(kn)

= kn

kn−1

1
σ2 log(log(kn−1) → 0, falls lim supn kn/kn−1 <∞



• Bleibt zu zeigen: ∀λ′ >
√

2 ex. Folge kn ↗∞ mit
lim supn kn/kn−1 <∞, s.d.∑

n P(Skn ≥ λ′φ(kn−1)) <∞.
• Wähle kn := bρnc mit ρ > 1, dann kn/kn−1 −→ ρ und

φ(kn)
φ(kn−1) =

√
bρnc
bρn−1c

√
log logbρnc

log logbρn−1c −→
√
ρ.

Wegen λ′ >
√

2 ist λ′′ := λ′/
√
ρ >
√

2 falls ρ > 1 hinr. nahe 1.

⇒ genügt zu zeigen: Für λ > 1 und ρ > 1 ist∑
n P(Skn ≥ λφ(kn)) <∞. mit kn = bρnc.

• Berry-Esseen
=⇒ P(Skn ≥ λφ(kn)) ≤ ν0,1([an,∞)) + Ck−θn

mit an := λφ(kn)/
√

kn und θ > 0⇒
∑

n k−θn <∞.

• Lemma 3.12=⇒ ν0,1([an,∞)) ≤ Ce−
1
2

a2
n = Ce−λ

2/2 log logbρnc

≤ C ′e−λ
2/2 log log ρn

= Cn−λ
2/2

⇒
∑

n ν0,1([an,∞)) <∞  Beh.



Bew. Iterierter Logarithmus (Forts.)

2) Untere Schranke: lim sup Sn
φ(n)

!
≥
√

2

• Mit kn = bρnc sei Yn = Skn+1 − Skn .∑
n

P[Yn ≥ λφ(kn+1)]
Berry-Esseen

≥
∑

n

(kn+1 − kn)−θ +
∑

n

ν([bn,∞))

Lemma 3.12

≥
∑

n

(kn+1 − kn)−θ +
∑

n

exp[−1

2
(1 + bn)2]

wobei bn = λφ(kn+1)√
kn+1−kn

= λ

√
kn+1 log log kn1√

kn+1−kn

−→∞ für n→∞

• (1 + bn)2 = b2
n(1 + 1

bn
)2 ≤ (1 + ε)b2

n für ε > 0, für n groß.

Analog bn ≤ λ
√

log log ρn+1
√

ρ
ρ−1 (1 + ε) für n groß.

s.o.=⇒
∑

n e−
1
2 (1+bn)2 ≥ C

∑
n n−

λ2

2
ρ
ρ−1 =∞, falls λ2

2
ρ
ρ−1 < 1.

•
Borel-Cantelli & λ →

√
2(ρ−1)
ρ

=⇒ lim supn
Yn

φ(kn+1) ≥
√

2(ρ−1)
ρ

• ⇒ lim supn
Skn+1

φ(kn+1) = lim supn(Yn +
Skn

φ(kn+1) ) ≥

lim supn Yn − lim sup
Skn

φ(kn+1)

obere Schranke

≥
√

2(ρ−1)
ρ −

√
2
ρ

• ⇒ lim supn
Sn

φ(n) ≥
√

2(ρ−1)
ρ −

√
2
ρ f.s. für alle ρ > 1

ρ → ∞⇒ Beh.



Exkurs zu großen Abweichungen: Satz von
Erdös-Renyi

Satz 3.13 Sei (Xn) eine Folge von ident. vert. ZV’en, Sn =
∑n

i=1 Xi und
A ∈ B(R) s.d.

es existiert IA := − limn
1
n P( Sn

n ∈ A) ∈]0,∞[,
dann gilt für

Rm := max{l − k
∣∣0 ≤ k < l ≤ m; Sl−Sk

l−k ∈ A}
dass

lim Rm

log m = 1
IA

fast sicher.

Korollar 3.4 Für eine Folge (Xi ) von unabh. Bernoulli-p-Variablen gilt
lim Rm

log m = 1
log(1/p) fast sicher, wobei Rm : =̂ Maximale Anzahl

aufeinanderfolgender 1-en in den ersten m Versuchen.

Bew: Folgt aus Erdös-Renyi mit A = {1} und Cramér, I{1} = log(1/p).



Bew. Erdös-Renyi – Untere Schranke

Für Tr := min{l | Sl−Sk

l−k ∈ A für ein 0 ≤ k ≤ l − r} ist

{Rm ≥ r} = {Tr ≤ m}.
Für Ck,l := {Sl−Sk

l−k ∈ A} ist

{Tr ≤ m} ⊂
⋃m−r

k=0

⋃m
l=k+r Ck,l ⊂

⋃m−1
k=0

⋃∞
l=k+r Ck,l

⇒ P(Tr ≤ m) ≤ m
∑∞

n=r P( Sn

n ∈ A).

Mit m = ber(IA−ε)c, wobei 0 < ε < 2IA folgt
∞∑

r=1

P(Tr ≤ er(IA−ε)) ≤ C
∞∑

r=1

er(IA−ε)
∞∑

n=r

e−n(IA− ε2 ) ≤ C
∞∑

r=1

e−rε/2 <∞.

Borel-Cantelli=⇒ P(lim supr→∞{Tr ≤ er(IA−ε)}) = 0
= P(lim supr→∞{Rber(IA−ε)c ≥ r})

Mit r = rn = b log n
IA−εc folgt wegen beb

log n
IA−ε
c(IA−ε)c = n für n groß,

dass

P(lim supn→∞{Rn ≥ log n
IA−ε}) = 0

somit lim supn
Rn

log n ≥
1
IA

fast sicher.



Bew. Erdös-Renyi – Obere Schranke

Sei Bl := {Slr−S(l−1)r

r ∈ A}. ⇒
⋃bm/rc

l=1 Bl ⊂ {Tr ≤ m}.
(Bl )l sind unabh. mit P(Bl ) = P( Sr

r ∈ A)

⇒ P(Tr > m) ≤ 1− P(

bm/rc⋃
l=1

Bl ) = (1− P(B1))bm/rc

≤ e−bm/rcP(B1) = exp(−bm/rcP(
Sr

r
∈ A)).

Mit m = der(IA+ε)e

∞∑
r=1

P(Tr ≥ er(IA+ε)) ≤
∞∑

r=1

exp(−c1

r
er(IA+ε)e−r(IA+ ε

2
))

≤
∞∑

r=1

exp(−c2e
c
3 r) <∞.

Borel-Cantelli=⇒ Tr ≤ er(IA+ε) für schließlich alle r , fast sicher.
s.o.=⇒ lim infn

Rn

log n ≥
1
IA

fast sicher. �


