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Kapitel 1:
Lineare Algebra
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1.1 Der Euklidische Vektorraum
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Einfuhrendes Beispiel — Produktionsplanung







Definition 1.1

Bemerkung
|
|
|

Die Menge
R":={X=(x1,x2, - ,xn) | €R,i=1,---  n}

heiBt n-dimensionaler Euklidischer Raum.
X € R" heiBt n-dimensionaler Euklidischer Vektor.

Fiir X = (x1, -+ ,xp) € R" heiBen x; die Koordinaten bzw.
Komponenten.

Veranschaulichung im R? bzw. in R3 als *Vektorpfeile’.
Haufig ohne Pfeilsymbol geschrieben, d.h. x € R" statt X € R".
0=(0,---,0) € R" heiBt Null-Vektor.



Definition 1.2 Vektoren kénnen mit Skalaren t € R multipliziert werden.

Vektoren derselben Dimension kbnnen addiert werden

X1 +X2

X1
+

<i
I

Xn + Yn

Bemerkung Es gelten die iiblichen Assoziativ- und Distributivgesetze, z.B.

(1+ ) X=t - X+t X

t-(X+y)=t-X+t-y.
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Linearkombination — Beispiel

Drei Molkereien mit unterschiedlichem ProduktausstoB pro Tag:

Molkerei 1 : 1t Joghurt, 1t Quark, 2t Frischkase, 3t Milch
Molkerei 2 : 1t Joghurt, 1t Quark, 3t Frischkase, 2t Milch
Molkerei 3 : 1t Joghurt, 1t Quark, 1t Frischkase, 4t Milch

1 1 1
1 1 1
my = 2 , M2 = 3 , M3 = 1
3 2 4

Gesamtproduktion, wenn 2 Tage Molkerei 1, 3 Tag Molkerei 2
und 2 Tage Molkerei 3 arbeiten:

g=2-m+3-m+2-m3=2- +3. +2.

W N ==
N W =
e e
=
o1
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Definition 1.3 Gegeben {v1,--- , vk} C R", dann heiBt w € R"
Linearkombination von vy, ---v,, falls t;,--- tx € R existieren,
so dass

w=ty-vi+th- v+ tx- V.

Definition 1.4  Gegeben M := {vi,--- , v} C R", so heiBt die Menge
span(l\/l) = {W:tl'V1+t2'V2"'+tk'Vk|t,'ER,[I].---H}
die lineare Hiille oder der Spann von M.

Bsp. 1.1 Menge der mit den Molkereien m; und m, produzierbaren
(Forts.)  Giiter-Portfolios

span({my, my}) = {(x1, - xa) € RrR* | x1 = x2,2x1 + 3x2 = x3 + xa }.

10 /257



Definition 1.5

Bsp. 1.2

Eine Menge von Vektoren {vy,--- , vk} C R" heiBt linear
abhangig, wenn mindestens ein v; als Linearkombination der
anderen {vj,j # i} darstellbar ist.

Andernfalls heiBt die Menge linear unabhangig.
{my, my, ms} ist linear abhanigig, denn
ms3 = 2m1 — my

~» Das Produktionsportfolio von mz kann durch die beiden
Molkereien my und my reproduziert werden, ms ist in diesem
Sinne obsolet.
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Satz 1.1  Eine Menge von Vektoren {v1,--- ,vx} C R ist linear
unabhangig genau dann, wenn der Null-Vektor 0 € R" nur auf
triviale Weise als Linearkombination darstellbar ist, d.h. falls

6:t1'V1+t2'V2"'+tk'Vk
genau dann, wenn

t1:t2:"':tk:0.

Bsp. 1.3 {vl = (1) Vo = (_11>} linear unabhangig.



Definition 1.6  Eine Menge von Vektoren M = {vy,--- , v} C R" heiBt
Erzeugendensystem von R”, wenn

span(M) = R"

Bsp. 1.4  Erzeugendensystem von R2.

(= ()= () = ()3
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Definition 1.7  Ein linear unabhingiges Erzeugendensystem

M ={vi, -, v} CR" heiBt Basis (von R").

Bsp. 1.5 Basis von R2.

te= )= ()}
tn= )= (0))

bzw. auch
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Bemerkung  Ein Erzeugendensystem M von R" ist eine Basis genau dann,
wenn es minimal ist, d.h. wenn jede echte Teilmenge M’ C M
kein Erzeugendensystem von R" mehr ist.



Bemerkung Falls {v1,--- ,v,} Basis und t; # 0 in
W=trovit ot v,

so erhalt man eine neue Basis durch

{Vla oy VI—1L, WL Ve Vn}-

Satz 1.2 Jede Basis von R" hat genau n Elemente.

I' Austauschsatz von Steinitz’
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Definition 1.8 {e1, - ,e,} C R" mit

1 0
0 :
€ = . )" y €n = .
: 0
0 1

heiBt Standardbasis (des R").
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1.2 Unterraume
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Definition 1.9  Eine Menge M C R" heiBt (linearer) Unterraum, falls jede
Linearkombination von Elementen von M wieder in M liegt, d.h.

ti-wvi+- -tk vk €M
fir alle vi,vo,--- ;v € M, t; € R, k € N,

Bemerkung
W Fiir jede Menge M ist span(M) ein Unterraum.

B M ist Unterraum genau dann, wenn M = span(M).
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Bsp. 1.6
B M:={(x,y)€R?y=x?} CR? kein Unterraum
B M:={(xy)<€R?y=23x} CR? Unterraum
B Die Unterriume in R? sind alle Ursprungsgeraden und die Menge
{0}.
B Die Unterrdume in R® sind alle Uriprungsgeraden und alle
Ursprungsebenen und die Menge {0}.
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Definition 1.10

Bsp. 1.7

Eine linear unabhangige Teilmenge N eines Unterraums M C R"
mit span(N) = M heiBt Basis von M.

Unterraum in R3

X1
M = x| €eR3|x=x p» CR3
X3
Basis
1 0
N = 11,10



Satz 1.3 Alle Basen eines Unterraums M C R" haben stets dieselbe
Anzahl von Elementen.

Definition 1.11 Die Anzahl der Elemente einer Basis fiir einen Unterraum
M C R" heiBt Dimension von M.

Bsp. 1.8 M:{X€R4|X1:X2,X3:X4}CR4,
Basis z.B. {(1,-1,0,0),(0,0,1,-1)} ~ dim(M) = 2.
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Bemerkung Die Menge {v1,--- , vk} C R" ist eine Basis vom Unterraum
M C R" genau dann, wenn fiir jedes w € M eindeutige
Koeffizienten (ty,--- , tx) € R¥ existieren, so dass

w=1tvy+ -+ txVg.



Bsp. 1.9  Molkereien (Forts.)

1 1 1
S S .
21’ 31’ 1
3 2 4
Nachfrage
8
. 8
-
5

Kann die Nachfrage durch geeignete Laufzeiten t, t, und t3
exakt bedient werden, d.h existieren ty, t, t3, so dass

n=tymy + tomo + tzmz ?

Gibt es verschiedene Kombinationen von (t1, tp, t3), um n zu
produzieren?



Die Gleichung
n=tymy + tomo + tz3ms

schreibt sich zeilenweise

8= tl+ bHl+ tl
8= tl+ BHl+ t3l
7= t2+ B3+ tl
5= t3+ 3+ t34

~> System von vier Gleichungen fiir drei Variablen (t1, to, t3).
Es existiert mindestens eine Losung (t1, tp, t3) genau dann, wenn
n € span({my, my, m}) C R*.

Es existieren mehr als eine (d.h. unendlich vielen) Lsungen
genau dann, wenn n € span({my, m2, m3}) und

{my, my, ms} linear abhingig.



1.3 Sklarprodukt und Orthogonalitat
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Definition 1.12  Fiir x,y € R" ist das Skalarprodukt definiert als
Xey = ZX,’ Vi
i=1

1 4
Bsp. 1.10 (2] e 5] =4+10+18=32
3 6
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Definition 1.13  Die Lange eines Vektors x € R" wird definiert als

Ix]| := v/x ® x.

1
Bsp. 1.11 H 2 H_\/12+22+32_\/ﬁ
3

Bemerkung  Satz des Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke.
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Definition 1.14  Zwei Vektoren x,y € R" stehen senkrecht zueinander bzw.
sind orthogonal, falls

lx + y 12 = lIx]1* + Iy 1%

Bemerkung x und y orthogonal < x ey = 0.

Bsp. 1.12 G) und (_11> sind orthogonal.
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Definition 1.15 Sei A C RY, dann heiBt
Al = {x e R |x e a=0firalle ac A} ¢ RY
das orthogonale Komplement von A.

Lemma 1.1 AL ist ein Unterraum von R?
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Satz 1.4

Bemerkung
u

Sei H C RY ein Unterraum, dann lisst sich jedes x € RY
eindeutig zerlegen in
x = x" 4 x+

mit xH € H und x*+ € H+

x' heiBt orthogonale Projektion von x auf H.

Xy ist das Element von H mit minimalem Abstand zu x.



Bew:

Induktionsanfang

Induktionsschritt

Existenz der Zerlegung: Durch Induktion nach d = dim(H).
Falls d = 0 ist H = {0} und H* = RY, d.h.

x =0+ x.

Sei H = span({hi,--- , ha—1, ha}), dann setze
H' .= span({h1, - , ha—1}), so gilt wg. Induktionsvoraussetzung

H’ ~
X=X +X

hg = b + By
mit h € H und % bzw. hy orthogonal zu H'. Sei

ha . ()"(oﬂd)~

X P
Il al|

und

H hy

H’ h, L o
xi=x" +x7, x =X-—x
Dann gilt x" € H, x* orhogonal zu H' und zu hy sowie

H s
X=X +x.

o

N



Eindeutigkeit der Zerlegung: Sei

H L H 1
X=X +X =X +X

so gilt
= x = xi- — x5 € HNH™.

Also

It = X" = (" = x") o (" = x3)

=(d' —x) e (i —x)=0.
Folglich
H H
x1 — X =0

und damit auch



Korollar 1.1  Fiir einen Unterraum H C R" gilt
span(HU H+) = R".

Insbesondere gilt
(HH)*=H

und
dim(H*) = n — dim(H).
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1.4 Lineare Gleichungssysteme
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Definition 1.16  Es seien v1,--- , vk € R", dann heiBt das Problem

|
tivi+tbvo+ -ty =0

fiir unbekanntes
(tl,-~~ ,tk) GRk

ein lineares homogenes Gleichungssystem der GrofBe n x k.
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1
Vi

Yj

N

Bemerkung  Schreibt man v; = € R, j=1,--- k, stellt sich das

n
Yj

homogene Gleichungssystem zeilenweise dar als

|
V11t1+ V21t2+ e 4+ V,}tki 0

Vit Vit - 4+ vite= 0

!
vitidh v+ -+ vitk= 0



1.5 Matrizen
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Definition 1.17  Fiir n,k € N sei
R :=R" x R" x --- x R" = (R")*
die Menge der (n x k)-Matrizen.

Ein Element M € R™k heiBt (n x k)-Matrix.
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Bemerkung
|
|

Schreibweise

Eine (n x k)-Matrix hat n Zeilen und k Spalten bzw.

k Spaltenvektoren My, --- , M, € R" bzw.

n Zeilenvektoren M1 ... M" ¢ Rk,

M = (M/Y=1 K fiir die Eintrage M/ € R in der j-ten Zeile
und i-ten Spalte.

40
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Bemerkung

m  Ein homogenes (n x k)-Gleichungssystem wird durch die
entsprechende (n x k)-Matrix von Spaltenvektoren eindeutig
beschrieben.

m  Essei M € R"™k die beschreibende Matrix fiir ein homogenes
lineares Gleichungssystem der GréBe (n x k). Dann ist

t=(t1, - ,tx) € R¥ eine Lésung
genau dann, wenn

t = (t1, -, tk) ist senkrecht zu allen Zeilenvektoren von M.
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Definition 1.18

Sei M € R"™k_ Der Zeilenraum
Zn = span({M*,---  M"}) c Rk,

ist der von den Zeilenvektoren M, --.  M" aufgespannte
Unterraum in R¥.

Der Spaltenraum
Sm = span({My, -, Mi}) C R".

ist der von den Spaltenvektoren My, --- | My aufgespannte
Unterraum in R".



Satz 1.5 Fiir jede Matrix M gilt

dim(Zy) = dim(Sy).

Definition 1.19  Fiir M € R"*k
Rang(M) := dim(Zy).
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Korollar 1.2 Fiir vy, -+, vk € R" sei

M = (v, ,v) € R™K,

Dann gilt fiir t = (t1,--- , tx) € R¥

tivi+tovo+ - v =0

genau dann, wenn
t e Ziy.



Definition 1.20 Fiir M € R"*k
Kern(M) := Zjj C R-.

Bemerkung Die Menge Kern(M) ist die Menge aller Lésungen des durch
M € R"*k beschriebenen homogenen linearen
Gleichungssystems der GréBe (n x k).
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Korollar 1.3  Die Menge der Lésungen eines homogenen durch A € R™<k
beschriebenen Gleichungssystems bildet einen Unterraum von R¥
der Dimension

dim(Kern(A)) = k — Rang(A).
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Definition 1.21
|

Bsp. 1.13

Eine (n x k)-Matrix ist in Zeilenstufenform, falls

Die Anzahl der zusammenhangend fiihrenden Nullen von Zeile
zu Zeile anwachst und

der erste Eintrag ungleich Null in jeder Zeile zu einem
Einheitsvektor des R" in der entsprechenden Spalte gehort.

00 |1 = 0 = 0 = 0 =
00 0 0 1 == 0 = 0 =
00 00 000 |1 x 0 =
00 00 000 00 1 =
00 00 O0O0OO0O OO0 00O




Satz 1.6  Fiir eine Matrix A € R"*¥ in Zeilenstufenform gilt

Rang(A) = Anzahl der Stufen in A.

Bsp. 1.14
01 3 0 5
0 0 0 1 4
A= 00 0 0O
0 00 00O
Rang(A) = 2.

dim(Kern(A)) = 3.
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Definition 1.22

Fiir eine Matrix A € R"* heiBen die folgenden
Zeilenoperationen zulassig:

Multiplikation samtlicher Zeileneintrage mit einer Zahl
s e R\ {0}.

Komponentenweise Addition einer Zeile auf eine andere

und damit auch
die Vertauschung bzw.
die Komplementenweise Subtraktion von Zeilen.

49
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Satz 1.7 Die Menge der Lésungen eines durch eine Matrix A € R"<k
beschriebenen linearen Gleichungssystems bleiben bei zulassigen
Zeilenoperationen unverandert.

Insbesondere verandern sich Rang und Kerndimension von
Matrizen nicht bei zulassigen Zeilenoperationen.



Satz 1.8  Jede Matrix A € R"*k |isst sich durch zulissige
Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform bringen

(GauB-Algorithmus).
Bsp. 1.15
11111 1 1. 11
12111 010 00
— —
11101 000 =10
23 21 2 010 —-120
1 01 11 1 01 11
o 010 00 . 010 00 o
000 -1 0 000 10
000 -1 0 000 -1 0

Rang(A) = 3, dim(Kern(A)) = 2

o oo

S O D=

O =

= =N ]

(=Nl

S oo

o oo

oo o




Definition 1.23  Eine Matrix A € R¥*¥ st in diagonalisierter
Zeilenstufenform, falls

B jeder Diagonaleintrag ungleich Null zu einem euklidischen
Standard-Basisvektor in der entsprechenden Spalte gehért und

B nach Streichung aller Null-Zeilen in A eine Matrix A in
Zeilenstufenform entsteht.

Bsp. 1.16

O O O o
o O+~ O
O O Wwo
= O O O



Satz 1.9  Sei A € R¥*K in diagonalisierter Zeilenstufenform mit
Rang(A) = r < k.

Sei hy,--- , hx_, die Menge der Vektoren, die aus den
Nicht-Einheits-Spaltenvektoren von A bei Ersetzen des jeweiligen
Diagonaleintrags O durch —1 entstehen, dann gilt

Kern(A) = span({hy,- - , hk—,}).



Bsp. 1.17

0 0 00
0130
A= 0 00 0]}
0 0 01
Rang(A) = 2, dim(Kern(A)) = 2
-1 0
0 3
h]. - 0 7h2 - 71
0 0

Kern(A) = Span({h1, h2}).



Bemerkung  Jede Matrix A € R"*k in Zeilenstufenform kann durch

Bsp. 1.18

Zeilenvertauschung und Streichung bzw. Einfiugen von
Null-Zeilenvektoren in eine Matrix A € RK*k in diagonalisierter
Zeilenstufenform (iberfiihrt werden.

Zeilenraum und somit auch der Kern bleiben dabei unverandert.

O O O O
OO O+
O OO W
O O = O
1
O O O O
O O = O
O O WwWo
= O O o
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Korollar 1.4  Die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
zu einer Matrix A € Rk sind genau die Linearkombinationen
der zugehorigen modifizierten Nicht-Einheits-Spaltenvektoren
der diagonalisierten Zeilenstufenform A € R¥** von A.
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Bsp. 1.19 Molkereien (Forts.)

1 1 1

|1 |1 I

m=1oM=|3]:M=]4

3 2 4

Bestimmung der Zeilenstufenform

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 2
A'—111—>000a01_1~>01_1
12 3 1 0o 1 -1 0o -1 1 0 0 ©
3 2 4 0 -1 1 0 0 0 0 O

Diagonalisierte Zeilenstufenform (k = 3,r = 2) und Kern

10 2 2
A= (o 1 —1) ,Kern(A) = Span({h; = (—1) 1.
0 0 O -1

ty 2
=>|ttm+tm+tsm=0«< || =t|-1],teR.
t3 -1

Die Menge der Losungen des durch my, mo, m3 definierten
homogenen Gleichungssystems entspricht dem Ursprungsstrahl in
R3 zur Richtung hy.
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Definition 1.24
m  Gegeben vy,--- vk € R" und b € R", dann heiit das Problem

|
tivi +---tkvk = b

ein (inhomogenes) lineares Gleichungssystem der Gréfe n x k.
b € Rk heiBt rechte Seite.

m Fallst = (t,to,- -, tx) € R¥ die obige Gleichung erfiillt, so
heiBt es Losung des Gleichungssystems.



Bsp. 1.20  (Molkereien, Forts.)

1 1 1
m = L my = 1 m3 = 1
2]’ 3]’ 1
3 2 4
Nachfrage
8
n 8
7
5

Finde t = (t1, tp, t3) € R3, so dass
tymy + tomo + t3mz = n.

Inhomogenes lineares Gleichungssystem der GroBe 4 x 3.
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Bemerkung

Fiir ein (homogenes oder inhomogenes) Gleichungssystem sind
drei Falle moglich:

Das Gleichungssystem hat keine Losung.

Das Gleichungssystem hat genau eine Losung.

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen.

In den Fillen 2 bzw. 3 heiBt das Gleichungssystem (eindeutig)
losbar, in Fall 1 nicht losbar.



Lemma 1.2 Es seien t € R¥ und s € R zwei Lésungen eines linearen

Bew:

Gleichungssystems (homogen oder inhomogen). Dann ist
s—teRk

eine Losung des zugehorigen homogenen linearen
Gleichungssystems.

0= b—b:(51V1+"'Skvk)—(t1V1—|—-~-t/<Vk)
=(sp—t1)vi + -+ (Sk — k) k-
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Korollar 1.5

Bemerkung

Sei t eine Lésung des Gleichungssystems (A|b) € R™*(k+1),
Dann sind alle weiteren Losungen von der Form

t=t-+n,ne Kern(A).

In der obigen Darstellung der Lésungsmenge nennt man t € R¥
gelegentlich eine spezielle Losung.



Bemerkung

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem wird eindeutig durch
die

Koeffizientenmatrix A= (vi ---  v) € R™* und rechte
Seite b € R”

bzw. durch die erweiterte Koeffizientenmatrix

A:(v1 Voo oo W ‘b)ER"X(kH).

beschrieben.



Lemma 1.3  Unter zulassigen Zeilenoperationen auf einer erweiterten
Koeffizientenmatrix eines inhomogenen Gleichungssystems bleibt
die Lésungsmenge unverandert.
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Satz 1.10 Es sei (A|b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems. Dann ist das Gleichungssystem losbar, genau
dann wenn

Rang(A) = Rang(A|b).

Korollar 1.6  Ein lineares Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizienenmatrix
(A|b) in Zeilenstufenform ist l6sbar genau dann, wenn

Stufenanzahl (A) = Stufenanzahl (A|b).
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Bsp. 1.21  (Molkereien, Forts.)

;M2 = , M3

WN =
N W R R
U1~ 0

Zugehérige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) := (m1 ma m3 | n)

1 1 1 8
1 1 1 8
Ab)=12 3 1 7
3 2 4 5
Zeilenstufenform von (A|b)
o 10 2 0
(A)=(0 1 -1 o].
00 0 1

Rang(A|b) = 3 # 2 = Rang(A).

= Gleichungssystem (A|b) = (my my m3 n) nicht Iésbar.
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Bsp. 1.22  (Molkereien, Forts.)

y M2 = , M3 =

WN ==
N W =
E e N

Zugehdrige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b’) := (m1 mp m3 | n’)

1 1 1 8
1 1 1 8
(Alb) = 2 3 1 16
3 2 4 24
Zeilenstufenform von (A|b’)
10 2 8
o o1 -1 0
(AIbT) = 0 0 0 O
0 0 0 O

= Gleichungssystem (A|b") = (my my m3 n) l6sbar.
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Lemma 1.4

Bsp. 1.23

Es sei (A|b) € R"k+1) ejn [5sbares inhomogenes lineares
Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Dann ist eine spezielle
Lésung t € R¥ gegeben durch

| b;i falls A in der j-ten Spalte die i-te Stufe hat,
771 0 sonst.

Gegeben das inhomog. Gleichungssystem (Al|b) in

Zeilenstufenform
01 2 0 5
0 0 0 1 3

Dann ist eine spezielle Losung gegeben durch

0

5
=10
3



Bsp. 1.24  (Molkereien, Forts.). Gegeben (A|b') = (m1 my m3 n’).

10 2 8
sy 01 -1 0
A =10 0 0o o

00 0 0

Gleichungssystem (A|b') = (my my m3 n") I6sbar.

Spezielle Losung
8
t=|(0].
0
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~» 'Kochrezept'
[ |

Gegeben Gleichungssystem (A|b) € R (k+1),

Uberfiihre (A|b) durch zul3ssige Zeilenoperationen in
Zeilenstufenform (A|b)

Gleichungssystem I6sbar, falls o
Stufenanzahl (A) = Stufenanzahl (A|b).

Bestimme spezielle Losung t € R.
Bestimme eine Basis von Kern(A) = Kern(A) durch Uberfiihrung

von A in diagonalisierte Zeilenstufenform zA)

~

Bestimmung von Kern(A) = Kern(A).
Alle Losungen sind von der Form

s=t+n, necKern(A).



Bsp. 1.25

(Molkereien, Forts.). Gegeben (A|b*) = (m1 mp m3 n*).

1 2
o 12
4 5

WN =
N WH

Erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform

-1
0
0 O

Gleichungssystem lbsbar. Spezielle Losung
1
t=11
0

o O
o = O

(Alb*) =

o
[=NeN

Diagonalisierte Zeilenstufenform der Koeffizientenmatrix
1 0 2
0 1 -1
0 0 O

Alle Lésungen sind von der Form

1 2
s=[1]+x[-1], rxeRr
0 -1 -



Bemerkung
|

Will man eine Menge von Vektoren {v1,--- , v} C R" auf
lineare Unabhangigkeit priifen, kann man wie folgt vorgehen.

Bilde die zugehérige Matrix A = (v - - - vi) € R™* mit
Spaltenvektoren vy, -« , vi.

Transformiere A auf Zeilenstufenform A und bestimme
Rang(A) = Rang(A).

Falls Rang(A) = k, ist die Menge {v1,--- , vk} linear unabhanig,
falls Rang(A) < k linear abhangig.



Bemerkung

Der Zeilenraum einer Matrix andert sich nicht bei zulassigen
Zeilenoperationen.

Die Zeilenvektoren einer Matrix in Zeilenstufenform nach
Streichung aller Null-Zeilen bilden eine Basis des Zeilenraums.



Bemerkung

Gegeben der lineare Unterraum
V = Span{vq,--- , v} C R".

Man kann eine Basis von V C R” finden wie folgt.
Bilde die Matrix

Vi
A=| : | eRk"
Vi
mit Zeilenvektoren vy, --- ,vx € R",

Transformiere A in Zeilenstufenform A € Rk*n
Die Zeilenvektoren ungleich O in A bilden eine Basis von V.



Bsp. 1.26

Gegeben die Fabriken

3 3 4 6
8 4 4 12
h=|(2].h=[4].B=|1[,fa=]06
3 9 7 12
8 0 0 9

Geben Sie ein minimales System von Fabriken an mit gleicher Menge von
kombinierten Produktions-Portfolios.
Matrix von zugehdrigen Zeilenvektoren

3 8 2 3 8
3 4 4 9 0
4 4 1 7 O
6 12 6 12 8

Zugehérige Zeilenstufenform

33 0 0 111 -—-136
0 22 0 24 52
0 0 11 9 8
o 0 o0 0 0

Minimales System entspricht den ersten drei Zeilenvektoren (~ Basis).



1.6 Lineare Abbildungen
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Bsp. 1.27  Produktionsplanung — Rohstoffe und Zwischenprodukte (Forts.)

1 4
2 2
€ = 1 , €2 = 3
5 2

77 /257



Definition 1.25

Bsp. 1.28
Bsp. 1.29

Eine Abbildung ¢ : Rk — R" heiBt linear, falls fiir alle
X yeERK s;teR

P(sX + ty) = s¢(X) + td(y).

k=n=1, ¢(x) = c-x. (Proportionalititsgesetz)

n =k, ¢(x) = x (‘ldentitatsabbildung in R"’).
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Bsp. 1.30 n=3, k=4

X1
= X2
X =
X3
X4
1X1 +3X2
(725()_(') = 2X1 +4X2
3X1 +2X2

3 4 2
4 1 1| e
2 1 2

Hqﬁ()?) =X1-Z1+ X0 2o+ X323+ X4 * Zs.

+dx3  +2x4
+1x3 +1xg
—|—1X3 —|—2X4

X1
X2
X3
X4
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Definition 1.26  Fiir A € R"™k ynd v € R¥ definiert man

Alev

Alev
Aev =

Alev

mit den Zeilenvektoren Al,--- A" € R¥ von A.
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Satz 1.11  Jede lineare Abbildung ¢ : R¥ — R" ist von der Form
Pp(X)=AeX

mit einer Matrix A € Rk

Bsp. 1.31
f 13 4 2 j‘(l
X = X2 —o(X)i=[2 4 1 1]e X2
3 321 2 3

X4 X4
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Definition 1.27  Die Matrix A € R"™¥ zur linearen Abbildung ¢ : R¥ — R" heiBt
darstellende Matrix.

Bemerkung  Die Spalten der Matrix A sind gegeben durch A; = ¢(e;),
j=1,--- ,k mitey,---,ex den Standard-Basisvektoren vom R¥.
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Lemma 1.5 Die Komposition
Yo RF R

zweier linearer Abbildungen
¢:RFE SR ¢:R"— R

ist erneut eine lineare Abbildung.
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Bsp. 1.32  (Forts.)
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Bsp. 1.33  (Forts.)

7= (%)= wea) - Gé gz) «(%).



Definition 1.28  Fiir B € R™* und A € R'*" definiert man das Matrixprodukt
Ae B e R*k
als die Matrix bestehend aus den Spaltenvektoren
AeB=(AeB;,AeB,, ---AeB) e R'*k

mit By, --- By € R" den Spaltenvektoren von B.

86 /257



Bemerkung

Das Matrixprodukt A e B zweier Matrizen A und B ist die
Matrix mit Eintragen gleich den Skalarprodukten

(AeB), = A e B;.
aus allen Zeilenvektoren von A mit allen Spaltenvektoren von B

in entsprechender Anordnung.

Die Zeilenvektoren von A und die Spaltenvektoren von B miissen
dabei dieselbe Lange haben.

Die resultierende Matrix A @ B hat dieselbe Zeilenanzahl wie A
und dieselbe Spaltenanzahl wie B.



Bsp. 1.34 (Forts.)

<t — -

o < N

— AN ™M



Satz 1.12

Gegeben zwei lineare Abbildungen
¢:R¥—R", ¢:R"—R
mit darstellenden Matrizen
BeR™k  bzw. AecR™"
Dann ist die darstellende Matrix fiir die Komposition
Yop:RK— R
gegeben durch das Matrixprodukt

C=AeB.
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Bsp. 1.35 (Forts.)

()
()

21 26

y:<”)~>(¢o¢)(y)= 16 21
y2 18 23

4

1

1

Gl = N =
N wWwiN B
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Definition 1.29 Es sei ¢ : Rk — R" eine lineare Abbildung, dann heiBen

kern(¢) = {t € R*| ¢(t) = 0}

und
im(¢) = {(x)| x € R}
Kern bzw. Bild von ¢.
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Satz 1.13  kern(¢) und im(¢) sind Unterriume von R* bzw. R" und es gilt
die Dimensionsformel

dim(im(¢)) = k — dim(kern(¢)).

92 /257



Bemerkung Falls A € Rk die darstellende Matrix von ¢ ist, so gilt
kern(¢) = Kern(A) C R*

und
Im(¢) = span(Al, T 7A/<) C Rn7

mit den Spaltenvektoren Ay, --- , A von A.
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Definition 1.30 Die Abbildung Id : R" — R",
x = ld(x) ;== x
heiBt identische Abbildung auf R".

Bemerkung  Die darstellende Matrix fiir Id ist die Einheitsmatrix

00 - 0
1

1
0 0 --- 0
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Definition 1.31  Eine Matrix A € R™" heiBt invertierbar bzw. regulir, falls eine
Matrix B € R"™ " existiert, so dass

AeB =E,.
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Bsp. 1.36



Satz 1.14  Fiir A € R"*" sind 4quivalent,
m A ist regular,
m  Rang(A) =n,
m A ist die darstellende Matrix einer invertierbaren linearen
Abbildung ¢ : R" — R".

Insbesondere ist A regular genau dann, wenn die dargestellte
lineare Abbildung ¢ : R" — R" bijektiv ist.
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Bemerkung
|

Falls A € R™" regular, so ist B € R"™" mit
AeB=FE,

eindeutig bestimmt.
B ist die darstellende Matrix der Umkehrabbbildung von ¢

R R
Es gilt dann auch
BeA=AeB=FE,.

B wird die Inverse von A genannt, Schreibweise B = A~ 1.



Satz 1.15 Es sei A€ R" " eine regulire Matrix und b € R". Dann ist die
Losung des Gleichungssystems

Aex=bh
eindeutig und gegeben durch

x=Aleb.
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Bsp. 1.37



Satz 1.16  Zu A € R"™*" sei .
A= (A|En) c RHX2H.

die um E, erweiterte Matrix mit zugehériger Zeilenstufenform
(A|B) € R™?n,
Dann ist A regular genau dann, wenn A=E,. In dem Fall ist

A"l =B.
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Bsp. 1.38 ) 1
=5 1)

S (2110
A—<3101>'

Uberfﬂhrung in Zeilenstufenform durch zul. Zeilenoperationen:

A 2110 . -1 0 1 -1

3101 310 1
N -1 0 1 -1 N 10 -1 1
0 1 3 -2 01 3 =2

o1 (-1 1
= A regular , A _<3 _2>.



1.7 Determinante
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Definition 1.32  Eine Abbildung d : R" x R" x ---R" — R heiBt

m  multilinear, falls d linear in jedem ihrer Argumente ist, d.h.

d(vi, - ,vi—1,S v+ t-wy,Vipr, -, Vk)
=S5 d(V17"' s VI—1, VI, Vig1, - - - ;Vk)

+ t- d(V17 e, Vi1, Wy, V/+17 Ty Vk)7
m alternierend, falls

(Vi:Vj ﬁiri#j):>d(V1”"'7Vk):0'
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Bemerkung

Eine alternierende multilineare Abbildung
d:R"xR"x---R" R
ist zu interpretieren als Volumenfunktion
|[d(va,- -+, vik)| =Vol(Spat(vi,- -, vk)),

wobei
Spat(vy, -+, vk)

das von den Vektoren vy, -- - , vi aufgespannte Parallelogramm
bezeichnet.

105
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Satz 1.17
|

Fiir jedes n € N gibt es genau eine alternierende multilineare
Abbildung
D: RN =R
mit
D(el,GQ,"' 7en) =1

Fiir D gilt der Laplace’sche Entwicklungssatz: Fiir
ie{l,---n} gilt

n

D(vi, -+ ,va) = > (-1)™ -] D(V(i,))),

i=j
wobei die Matrix bzw. Spaltenvektoren
\,\/(17_1) c R(n—l)x(n—l)

aus der Matrix V.= (vy --- v,) durch Streichung der i-ten
Spalte und j-ten Zeile hervorgehen.

106
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Bemerkung

Beide Aussagen des vorausgehenden Satzes kann man parallel durch
Induktion nach n beweisen wie folgt.

Die Aussage ist trivialer Weise richtig. fiir n = 1.
Firn>2und m=1,--- ,n+ 1 seien A(m) und C(m) die Aussagen

. Falls C € RImtk)X(m+k) aine Matrix ist mit

Ce (X) :( x ) fiir alle (X) € RMk
y Aey y

D(C) = D(A).

dann gilt

. Fiir alle Matrizen A € RK*k mit k < m gilt die Aussage des Laplace’schen

Entwicklungssatzes.

Dann zeigt man als direkte Konsequenz aus den geforderten Eigenschaften
von D, dass
C(m—1) AN(m) = C(m)
C(m) = A(m+1)

Zusammengenommen ergibt sich hiermit der Induktionsschritt.



Bemerkung
u

Die Abbildung D : R"*" — R heift Determinante.

Analog spricht man von der Determinante einer
(n x n)-Matrix

det(A) = D(Aq, -+, An).



Bsp. 1.39
2 3
=03
det(A) = (-1)'*12.5+ (-1)'"24.3 = -2

Bemerkung  Allgemein gilt fiir eine 2 x 2-Matrix

a11 412
det = 311d92 — a»13di2.-
dp1 a2
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Bemerkung  Fiir 3 x 3-Matrizen ergibt sich als Konsequenz der
Laplace-Entwicklung die Regel von Sarrus:

ay by ‘ ay by
: 000 &
L 4

d3" b3 &| &3 b3

det A= * i

)-(a, k12 c,+ b;l c,a + c,a b
e <
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Bsp. 1.40

det(A) =2-3-44+(-3)-(-1)-(-2)+1-1-5
—(-2)-3-1-5-(-1)-2—4-1-(-3)
=51
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Bemerkung  Bei groBen Matrizen hofft man auf leer besetzte Spalten, auf die
man den besonderes effizient den Entwicklungssatz von Laplace
anwenden kann.

Bsp. 1.41
8 3 2 9
2 -3 0 1
A= 1 3 0 -1
-2 5 0 4
2 -3 1

det(A) = (—1)***.2.det[ 1 3 —1|=2.51=102.



Satz 1.18

Bemerkung

Die Determinante hat die folgenden Eigenschaften

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt
der Diagonalelemente.

Die Determinante andert sich nicht bei komponentenweiser
Addition einer Spalte auf eine andere.

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist ungleich Null
genau dann, wenn die Matrix regular ist.

Die Determinante bietet damit ein direktes Kriterium zur
Invertierbarkeit von Matrizen.



1.8 Eigenwerte und charakteristisches
Polynom
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Definition 1.33  Gegeben A € R"™". Dann heiBt A € R ein (reeller) Eigenwert
von A, falls
Aev =X\ v

fir v.e R"\ {0}. In dem Fall heiBt v Eigenvektor von A.
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Bsp. 1.42

A= (W), v=<\/§2_1).
Aev =)\ v.

2
A hat einen Eigenwert (/5 + 1) mit Eigenvektor <\[ _ 1).

5

116

257



Bemerkung X ist ein reeller Eigenwert von A € R™" genau dann wenn
kern(A — \E,,) # {0}
bzw. genau dann, wenn
A — A\E, ist nicht invertierbar

bzw. genau dann, wenn

det(A— \E,) = 0.
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Definition 1.34 Es sei A € R"™ ", dann heiBt die Funktion
R3> A= P(A) €R,

P(\) = det(A — AE,)

das charakteristische Polynom von A.
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Bsp. 1.43
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Bemerkung  Die reellen Eigenwerte einer Matrix sind genau die reellen
Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Diese Tatsache
benutzt man, um die Eigenwerte einer Matrix zu finden.

AnschlieBend bestimmt man die zugehorigen Eigenvektoren
durch Bestimmung von

Kern(A — AE,).



Definition 1.35 Es sei A € R ein reeller Eigenwert von A € R"™*", dann heiBt
Ey\ := kern(A — \E,) C R"

der zugehorige Eigenraum von A zum Eigenwert \.
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Bsp. 1.44  (Forts.)
11
()
P(A) =X —X—1.
Nullstellen von P(X) mit p-q-Formel

AL = %(1 +v5), X= %(1 —V5).

~> Die Matrix A hat die beiden Eigenwerte A\; und X,.



Bsp. 1.45

(Forts.)

A= G (1)>,)\1_;(1+\/§).

Eigenraum zu \; ist

11 =

caon( 2 ) = ().

~> Der Eigenraum zum Eigenwert \1 ist eindimensional und wird

vom Vektor vi = ()\11> aufgespannt.
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Bsp. 1.46

Bemerkung

(Forts.)

A= G é),)\g—;(l—\/g).

Eigenraum zu X, ist

kern(A — \oEs) = kern (5(1 +V5) 1 >

1 30 vB)
= span (_(\/§+ 1)> = span (/\12> .

~» Der Eigenraum zum Eigenwert X\, ist eindimensional und wird

vom Vektor v, = (/\12) aufgespannt.

Die beiden Eigenvektoren {vy,v»} von bilden in diesem Beispiel
sogar eine Basis des R?.



Bemerkung Man findet samtliche Eigenwerte einer Matrix, wenn man die
komplexwertigen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
hinzunimmt. (~ Komplexe Zahlen; nicht in diesem Kurs.)



Bsp. 1.47 (Forts./Anwendung) Die Fibonacci-Folge wird rekursiv defniert
als f, =0, i =1 und

fot1 = fo + fp—1.
(Wachstumsmodell fiir z.B. Wachstum der Fans auf Facebook.)
~ (fn) = (07 17 17 2a 37 57 87 137 217 347 e )

Behauptung: Es gilt die Formel von Binet

1
f,=—(N\N =X\,
\/g( 1 2)
wobei /B 5
1 1-—
A = 52+ - g 5

die beiden Eigenwerte sind der Matrix

(o)

A
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In der Tat, schreibt man

fa
o ()

so schreibt sich die Rekursionsvorschrift fiir f,11 als
Foy1 = Ae F,

und entsprechend nach Iteration

0

Fn+1:AOAQ~~~0AOF1, F1_<1>
—_———

=:A"
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Wegen Aev; = \;v;, i = 1,2 mit

(). - ()



Der Vektor F; = 1) lasst sich mit der Basis {vi, o} von R?

0
darstellen als

1
Fl:ﬁ(vl_VZ)-

Aus der Linearitat von A" folgt dann, dass
1 1
Fn+1 =A"e F1 =—A"e Vi — —A" e Vo.

V5 V5

1 1
= 7)\? Vi — 7)\5 Vo

V5 V5

Die Binet'sche Formel ist die erste Zeile dieser Gleichung, d.h.

()\iwrl - )\g+1).

Sl

ﬁ7+1 =



Kapitel 2:

Analysis in mehreren Veranderlichen
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2.1 Motivation
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Jxy)
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2.2 Konvergenz und Mengen in R”
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Definition 2.1 Der Abstand zweier Punkte

wird definiert als

d(x,y) = /(1 —y1)2+ -+ (0 — yn)2.

X1 341

Xn Yn

Bemerkung Satz des Pythagoras in R".

eEPSC Amplitude (pA)

2
A

/ ‘
d

b

9,
‘/ﬁ)’&/

a

)

APHW (ms)

134
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Definition 2.2  Gegeben z € R" und r > 0, dann heiBt
B.(z) :=={x e R"|d(x,z) < r} CR"

der abgeschlossene Ball um z mit Radius r.

135 /257



Definition 2.3  Eine Folge (xx)xen von Punkten in R" konvergiert gegen den

Grenzwert z € R”, falls
fiir jedes € > 0

xx € Be(z) fiir schlieBlich alle k .

136 / 257



Satz 2.1  Eine Folge (xk)ken von Punkten in R" konvergiert gegen den
Grenzwert z € R" genau dann, wenn jede der Koordinatenfolgen
konvergiert, d.h.

firallej=1---,n
2%
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Bemerkung  Eine Folge (xk)xen von Punkten in R" konvergiert genau dann
gegen einen gewissen Grenzwert, wenn sie eine
Fundamentalfolge ist, d.h. wenn

fir jedes € > 0 gilt

d(xk, x;) < e fiir schlieBlich alle k, 1.



Definition 2.4  Eine Menge U C R" heiBt offen, falls fiir jedes z € U gilt, dass

B(z)cU

fiir hinreichend kleines € > 0.
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Bemerkung
m  Der Durchschnitt U NV zweier offener Mengen ist offen.
m  Die Vereinigung | J U; von beliebig vielen offenen Mengen ist
i€l
offen.
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Definition 2.5 Gegeben M C R", dann heiBt z € D ein innerer Punkt von M,
falls
ein € > 0 existiert, so dass

B.(z) C M.
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Definition 2.6

Satz 2.2

Fiir M C R" heiBt
M :={z € M|z ist innerer Punkt von M} ¢ M

das Innere von M .

M ist offen.

M ist offen genau dann, wenn M= M.
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Definition 2.7  Eine Menge A C R" heiBt abgeschlossen, falls die
Komplementarmenge

R™\ A offen.
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Bsp. 2.1

m  B,(z) abgeschlossen.

m [ay, bi] X [az, bo] X -+ [an, by] C R" abgeschlossen.

m ag, bi[x]az, bo[X - - - ]an, ba[C R" offen.

m  ]ay, bi[x[az, b2] C R" weder offen noch abgeschlossen.
m R"” C R" offen und abgeschlossen.
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Definition 2.8  Ein Punkt z € R" ist ein Randpunkt einer Menge M wenn

fiir alle hinreichend kleinen € > 0
B.(z)NM # 0 und B.(z) N M€ £ 0,

wobei M€ = R"\ M.

Definition 2.9 Der Rand einer Menge M C R" ist

OM = {x € R"| x ist Randpunkt von M}.
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Satz 2.3  Eine Menge A ist abgeschlossen genau dann, wenn

0A C A.
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Definition 2.10  Fiir eine Menge M C R" heiBt
M:=MuUoIM

der Abschluss von M.
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Satz 2.4

Eine Menge A C R" ist abgeschlossen genau dann wenn
fiir jede Folge

X € A fiir alle k und x,, — z

gilt, dass
zeA.
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Definition 2.11
Eine Menge M C R" heiBt beschrankt, wenn

fir ein hinreichend groBes R > 0

M C BR(O).

S-S
A

A
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Definition 2.12  Eine Menge M C R" heiBt kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.
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Satz 2.5 Eine Menge M C R" ist kompakt genau dann, wenn
(Heine-Borel) jede Folge von Punkten in M hat eine in M konvergente Teilfolge?.

2Eine Teilfolge entsteht als Folge aus einer Ausgangsfolge durch

Auslassung von Elementen derselben.
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2.3 Stetige Funktionen
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Definition 2.13  Fiir D C R" heiBt eine Abbildung
f:Dw—R.

eine Funktion. D heift Definitionsbereich von f.
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Definition 2.14  Fiir eine Funktion
f:D—R

heiBt z € D Maximalstelle von f auf D, falls

f(x) < f(z) fiir alle x € D.

Der Zahlwert
M = f(z)

heiBBt dann Maximum von f auf D.
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Bemerkung Analog fiir Minimalstelle bzw. Minumum von f auf D.

Bemerkung Falls f : D — R eine Maximalstelle (bzw. Minimalstelle) hat, so
sagt man,

f nimmt auf D das Maximum (bzw. Minimum) an.
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Definition 2.15

Seif : D~ R und z € D, dann heift f stetig im Punkt z, falls
fiir alle Folgen (xx)ken mit

xi € D fiir alle k und x, "=%° z

gilt, dass
i) "= £(2).
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Bsp. 2.2
Die Funktion f : R? — R,

y2 f..
fxy) = 4 Vs rlen) #0
0 fir (x,y) =0

ist stetig im Punkt 0 = (0,0), denn

2
[ (xk, yx) — 0] < K lyk| — 0 falls (x, yx) — 0.

Vi
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Bsp. 2.3
Die Funktion f : R? — R,

Flx,y) = \/x;/Tyz fiir(x,y)#(i
0 fiir (x,y) =0

ist nicht stetig im Punkt 0 = (0,0), denn fiir

f(O,%) —1/50.
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Definition 2.16  Die Funktion f : D — R heiBt stetig auf E C D, falls

f stetig in allen z € E.

Bemerkung Falls E = D so sagt man f ist stetig auf D.
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Satz 2.6 Fallsfi,--- ,f;: D — R stetigin z € D und h: R' — R stetig,
so ist auch die Komposition

F:D—R
F(x) == F(f(x), a(x),- - fi(x))
stetiginz € D.

Bsp. 2.4 F:R?— R, F(x,y) = sin(x - y) ist stetig.
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Satz 2.7 Falls D c R" kompakt und f : D — R stetig, so nimmt f auf D
(Min/Max) sein Maximum und Minimum an.

00 T»;: i
05 i

% : >
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2.4 Differenzierbarkeit in mehreren Variablen
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Definition 2.17

Bemerkung

Eine Funktion g : R" — R,
g(x)=c+mex
mit m e R", ¢ € R heiBt affin lineare Funktion.
Der Graph einer affin-linearen Funktion ist eine verschobene

Ursprungsebene in R"*1. (Verallgemeinerung einer linearen
Funktion in einer Variablen.)

2+20%x+ Sty

300
200
100

-100
-200
-300

163 /2

N



Definition 2.18

Esseif : R" D D+ R und z € D ein innerer Punkt von D.

Dann heiBt f (total) differenzierbar im Punkt z, falls

eine affin-lineare ('Tangential’-)Funktion
 RT—R
und eine stetige Funktion
r:Rsg— R>o mit r(0) =0
existieren, so dass fiir alle x € D

[f(x) — 2(x)|] < d(x,z) - r(d(x, z)).

164
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Bsp. 2.5
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Bsp. 2.6  (Forts.) Mit der Schreibweise X = (}X,) F4

|
—~
[N
~—

wobei hier
r: RZO — Rzo,r(t) =t.
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Bemerkung

m  Die (totale) Differenzierbarkeit einer Funktion f : D — R in
einem Punkt z € D bedeutet, dass man in der Umgebung von z
die Funktion f durch eine affin-lineare Funktion g approximieren
kann, wobei der Fehler in den Funktionswerten

|f(x) — &(x)|
schneller als linear mit dem Abstand zum Beriihrpunkt
d(x, z)

abnimmt.

m Insbesondere ist eine in z € D differenzierbare Funktion
f : D — R automatisch an dieser Stelle auch stetig.
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Definition 2.19 Seif: R" > D +— R und z € D ein innerer Punkt. Sei
k € {1,---,n}, dann heiit

f im Punkt z in Richung k partiell differenzierbar
falls die Funktion
Rot—f(z+t-e)€R

differenzierbar in t = 0 ist. Die Zahl

fz+t e)= aika(z)

E\tzo

heiBt partielle Ableitung in Richtung e, von f im Punkt z.

Bemerkung ex= k-ter Euklidischer Einheitsvektor.
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Bemerkung

m Alternative Schreibweise

0 of
f = =0, f
5Xk an ,

m  Die partielle Ableitung g—)i entsteht aus f durch Festhalten aller
Koordinaten x1, -+ , Xk—1, Xk+1, ' - » Xn und Ableiten der
Funktion

Rt h(t) :=F(x1, s Xigs by Xkt 1s "+ » Xn),s
nach dem Parameter t an der Stelle t = x, d.h.

of
aTq((Xl’ T 7Xn) = hl(t)\t:xk-
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Bsp. 2.7

f(x,y) = x?e¥

f
a—(x, y) = 2xe¥.
1

of

—(x,y) = x?3e¥.

6X2
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Bsp. 2.8
f(x,y,z) = sin(xye™®)
Oxf(x,y,z) = cos(xye®) - [ye** + xyze™],
Oy f(x,y,z) = cos(xye™) - xe**,
D,f(x,y,z) = cos(xye®) - x*e*.
Bemerkung
m  Die partiellen Ableitungen sind erneut Funktionen in n Variablen.

m In der Okonomie heiBen die partiellen Abeitungen einer Funktion
auch Elastizitaten.
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Definition 2.20 Es sei f : R” D D +— R eine Funktion und z € D ein innerer
Punkt von D. Falls alle partiellen Ableitungen von f im Punkt z
existieren so heift f partiell differenzierbar.

Bsp. 2.9
f(va) = X2 ' |y|

nicht partiell differenzierbar im Punkt (1,0),
partiell differenzierbar im Punkt (0, 0).
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Definition 2.21 Falls f : R" D D +— R im Punkt z partiell differenzierbar, so
heiBt der Vektor

Vi(z):= i eR”

der Gradient von f an der Stelle z.
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Bsp. 2.10 (Forts.)
f(x,y) = x°e¥

of a3y Of 223y
8X]_(X,y)_ Xe, 8X2(Xay)_X3e .

2xe3Y
Vf(X,y) = <X23e3y>
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Bemerkung  Man kénnte Vf(z) auch als den Elastizitatsvektor von f an
der Stellle z bezeichnen.
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Satz 2.8

Falls f : D — R (total) differenzierbar in z € D,
dann ist f auch partiell differenzierbar in z
und die Tangentialfunktion zu f in z ist gegeben durch
T(x)=c+mex
mit
m = Vf(z)

sowie

c=1f(z)—Vf(z)ez.
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Satz 2.9

Bemerkung

Essei f : R" D D — R eine Funktion und z € D ein innerer
Punkt von D.

Falls f in einer Umgebung® von z partiell differenzierbar und alle
partiellen Ableitungen an der Stelle z stetig sind,

so ist f im Punkt z (total) differenzierbar.

"Hinreichendes Kriterium fiir (totale) Differenzierbarkeit’.

3d.h. in allen Punkten x € Be(z) mit einem geeignet gewahlten € > 0
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Bemerkung  Falls f differenzierbar im Punkt x ist, so heiBt die Matrix

df (x) := (g)fl(x) g—:z(x) g)f,,(x)) € Rx”

heiBt Differential oder totale Ableitung von f im Punkt x.




Bsp. 2.11 (Forts.)

flx,y) = x?e
f differenzierbar in allen Punkten (x,y) € R? mit

of

g(x,y) = a—Xl(x,y) =2xe¥, h(x,y) = g—xfz(x,y) = x%3e%.

g und h sind stetig in allen Punkten (x,y) € R?.
~ f differenzierbar in allen Punkten (x,y) € R2.

Also z .B. in z =(1,2)

VF(z) = @ZZ) L f(z) = €.

Tangentialfunktion zu f im Punkt z
2eb
7,(x) = 4€® + <3eﬁ> o (x—z).
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Bsp. 2.12  (Forts.)

., 6

OCOOoO0O0OCo0
OCOOoOOoo00 OO
OOROSITNOOOWO<TN (NS

Ol

mM
-
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Bsp. 2.13 f:R?—R

o) = \/)%yz falls (x,y) # (0,0),
Y=Y o falls (x,y) = (0,0).

Partielle Ableitungen in (x,y) # (0,0)

2 2 _ Y
g(xy)iy X<ty Xy oty
ox

x2 + y?
und in (x,y) = (0,0)

of . f(h0)—f(0,0) _ 0-0
(0,0) = m, h h—0 h

Ox

Analog fiir g—; ~ f in allen (x,y) € R? partiell differenzierbar.
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Bsp. 2.14

(Forts.) Partielle Ableitungen nicht stetig in (x,y) = (0,0), denn
2.B. fiir (x, yx) = (%, +) — (0,0)

. V2057 = ()
k"_[‘;o a(xkd/k) = |'£“ 2(1)2
2 2v2
of
#0= &(0,0).

~» Hinreichendes Kriterium fiir (totale) Differenzierbarkeit nicht
anwendbar.



Bsp. 2.15  (Forts.) In der Tat ist f in (0,0) nicht (total) differenzierbar,
denn andernfalls ware

To(x) = (f(0) — V(0) e 0) — V£(0) ® x
=0+0ex=0

die eindeutig bestimmte Tangentialfunktion.

Fiir x = (%, %) gilt aber

1F(x) = mo(x)] = |+

£~ 0l=d(0.x)-

1
\/57
d.h.

F() () _ 1

d(x,0) V2

Insbesondere existiert keine Tangentialebene zum Graphen von f
an der Stelle (x,y) = (0, 0).

#— 0 fiir x — 0.



Bsp. 2.16

(Forts.)

0.0 -

=05 /

'Knick’ des Funktionsgraphen an der Stelle (0,0) ~ keine
Tangentialebene an dieser Stelle.
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2.5 Gradient
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Definition 2.22 Seif:R" > D+ R, x € D ein innerer Punkt und v € R", dann

heiBt f differenzierbar in Richtung v im Punkt x, falls
Rot—f(x+t-v)eR

differenzierbar in t = 0 ist. In dem Fall hei3t

ovf(x) f(x+t-v).

N Eu:o

Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung v € R".

Bemerkung  Verallgemeinerung der partiellen Ableitung, wenn v = ey.

186
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Bsp. 2.17
flx,y) =x"+y°

(va) = (273)
V= (475)
0,F(2,3) = %uzo (24t 42+ (3+1-5°)

=2.2.4+4+3.3%.5=151.
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Satz 2.10 Falls f : D + R (total) differenzierbar im inneren Punkt x € D
und v € R", so gilt

O f(x) = Vi(x)ev.
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Bsp. 2.18
F(x,y) = X2 + 5

(x,¥) =(2,3)
= (475)
Vi(x,y) = <32yxz)



Bemerkung

m  Der Gradient Vf(x) gibt die Richtung des starksten Anstiegs
von f an, d.h.

duf(x)
ist maximal unter allen v mit ||v|| = 1 genau dann, wenn
vi= #Vf(x).
IVE
m Die Lange des Gradienten
IVE)

ist ein MaB fiir die Starke des Anstiegs von f im Punktes x.
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Bsp. 2.19

f(x,y) =sin(x)sin(y), Vf(x,y)= (;:ﬁ]s((xx))s;ng .

‘N’:Tifa,
SN
“\\*I”'”\iii.{/ﬁ
o o e e e BTG (g
PR 2 T
T N
ey g e fLERYS
Ty 1 i ' T*A
‘\lkl¢’_\\ff;,,_
R BAPENL S
e 4 p e Y 4
By R R
,//Iﬁ\ N
A A

\*//Ji\\‘
|
t

pes
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Bemerkung  Fiir die Anderungen einer Funktion gilt naherungsweise

f(x 4+ v) =~ f(x)+ Vf(x)ev.

Bsp. 2.20 Absatz eines Produktes als Funktion von Preis und pro Kopf-BIP

1 11 1 2 21
f1112)~e st 2 b2 2l
= AL~ =0 0t 3 10~ 20
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Definition 2.23  Fiir eine Funktion f : R™ ++ R und c € R ist die Niveaumenge
von f zum Niveau ¢ gegeben durch

Ne = {x € R"| f(x) = c}.

Bsp. 2.21

f(x,y) = sin(x)sin(y)
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Satz 2.11  Fiir eine differenzierbare Funktion f : R" — R steht der Gradient

stets senkrecht auf den Niveaumengen von f.

Bsp. 2.22

sin(x) sin(y)

f(x,y)

-\

TGN

A

e

N

fhy
P,
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2.6 Vektorwertige Funktionen in mehreren
Variablen
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Definition 2.24  Eine Abbildung f : R" D D > R™

Fm(x)

heift stetig bzw. partiell/total differenzierbar im Punkt x € D,
falls jede der Komponentenfunktionen

floo. f":D— R

stetig bzw. partiell/total differenzierbar in x € D ist.
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Bsp. 2.23
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Definition 2.25 Falls f : R" > D — R™ differenzierbar in x € D, dann heifit
dfl(x)
df?(x)
df(X) — ) c Rm)(n
df™(x)

die totale Ableitung bzw. Differential bzw. Jacobi-Matrix
von f im Punkt x € D.
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Bsp. 2.24  (Forts.)

sin(x - y)
f:R2—= R f(x,y)= x2e¥ .

X2+y3

y cos(xy) xcos(xy)
df(x,y) = 2xe’ x2e¥ .
2x 3y?
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Bsp. 2.25
f:R"— R™

f(x)=Aex, AcR™"

df(x) = A.
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Satz 2.12

Eine Abbildung f : R" O D — R™ ist differenzierbar im inneren

Punkt x € D mit Differntial df (x) genau dann,

wenn eine stetige Funktion
r: RZO = RZO mit r(O) =0
existiert, so dass fiir alle hinreichend kleinen v € R"

[f(x+v) = f(x) — df(x) e v|

vl

< r(lIvID-
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Satz 2.13  Falls f : R" — R™ differenzierbar in x € R" und g : R™ — Rk
(Kettenregel) differenzierbar in y = f(x) ist,

so ist
gof:R"— Rk

differenzierbar in x und es gilt

d(g o f)(x) = dg(y) e df(x) € Rk*".
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Bsp. 2.26

f(Xay):: (

ycos(xy)  xcos(xy)
df(x,y)=| -y siln(xy) —xsin(xy)

,y)Z(

dg(x

sin(xy)
cos(xy)
In(x —y

2ue”™  2ve”

)) ;o glu,v,w) = <(

1

X—y X—y

u? + v?)e"
(u+v)w

(v + v2)e"”>

w w u-+v

)



Bsp. 2.27  (Forts.)

_ (2sn(a)(x—y) 2cs0)(x—y)  (x—)
dg(f(x,y)) = ( In(x — y) In(x — y) sin(xy) + cos(xy))
2sin(xy)(x — 2 cos(xy)(x — (x—y)
de(rlxy)) e dfxy) = (FINC ) 2o G ) )
ycos(xy)  xcos(xy)
. (—y sin(xy) —Xsin(xy))
_1 __1
x—y xX—y

1 -1
- (y In(x — y)(cos(xy) — sin(xy)) + w xIn(x — y)(cos(xy) — sin(xy)) — W)
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Bsp. 2.28 (Forts.)

B X—y _
(gof)(x,y)= ((Sin(xy) + cos(xy)) In(x — Y)> -
d(gof)(x,y) =
1 . -1 i
<y In(x — y)(cos(xy) — sin(xy)) + SIELIEOEN) 0 N Gy sy ost)

xX—y i

= dg(f(X,}/)) . df(X,Y)' \/
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2.7 Lokale Extremstellen und Taylorpolynom
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Definition 2.26

Bemerkung

Sei f : R" D D+ R. Dann heiBft x € D eine lokale
Maximalstelle von f,

falls ein € > 0 existiert, so dass

f(y) < f(x) firalley e B.(x)ND.

Analog fiir lokale Minimalstelle.
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Bemerkung

Man kann noch zwischen strikten/starken und schwachen
lokalen Minima bzw. Maxima unterscheiden, je nachdem ob
sogar < statt nur < fiir alle y # x in der Nahe von x gilt.



Satz 2.14

Bemerkung

Essei f : R" D D+ R partiell differenzierbar im inneren Punkt
x € D. Falls x eine lokale Maximal- bzw. lokale Minimalstelle
von f ist, so gilt

Vi(x)=0.

Notwendiges Kriterium fiir lokale Extremstellen.
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Bsp. 2.29

Bemerkung  Der Punkt (0,0) ist hier keine lokale Extremstelle!
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Definition 2.27 Essei f : D — R partiell differenzierbar in D.
m  x € D heiBt kritischer Punkt von f, falls

Vif(x)=0.

m  Ein kritischer Punkt, in welchem f kein lokales Extremum hat,
heiBt Sattelpunkt.
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Unendlich viele lokale strikte Minima und Maxima, unendlich
viele Sattelstellen.
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Unendlich viele globale Maximalstellen, eine strikte lokale
Minimalstelle, unendlich viele globale Minimalstellen
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Bsp. 2.30
f(x,y) = sin(x)sin(y)

sin(x) cos(y)

o) = (50

X:(2k+1)% X:k’ﬂ'}k/
- k1 € Z.
Vf(X“V) 0@{ y:(2/+1)% oder y=In
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Definition 2.28 f: D+ R heiBt zweimal partiell differenzierbar, falls fiir alle
ke{l, . n}

Okf partiell differenzierbar.

?r 0 (a,
Ox;0xx o Ox; \Oxk )~

0°f
anan

Bemerkung  Notation

bzw.

8j8kf = = jkf.
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Bsp. 2.31

flx,y) = e¥y?
o f = 3y2e3x
Oy = Bye™.
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Definition 2.29  Falls f zweimal differenzierbar in x € D C D, dann heift
Hess f(X) = (a,'jf(X)),',j:L... n € R"*"

die Hesse-Matrix zu f in x.
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Bemerkung  Notation gelegentlich auch
Hess f(x) =: V?f(x).

bzw.
Hess f(x) =: dVf(x).
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Bsp. 2.32
flx,y) = e™y?
Oy f = 6ye>* = Oxy
8xxf —_ 9y2 3x
Oy, f = 2e3%
2 3x

> 9y 6ye>
Vef(x) = (6ye 23 |-
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Definition 2.30 f heiBt zweimal stetig partiell differenzierbar, falls f zweimal
partiell differenzierbar und fiir alle i,j € {1,--- , n}

0jif stetig.

Satz 2.15 (Satz  Falls f zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt fiir alle
v. Schwarz) i,j € {1,---,n}
0;f = Ojf.
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Bemerkung  Falls f zweimal stetig partiell differenzierbar ist die Hesse-Matrix
damit insbesondere symmetrisch*, d.h.

firalle i,j € {1,--- ,n}

(Hess f(x)); = (Hess f(x)); -

4Quadratische Matrizen, die beziiglich der Spiegelung an der
Hauptdiagonalen symmetrisch sind, nennt man symmetrisch.

222 /257



Definition 2.31  Sei f zweimal partiell differenzierbar in x € R", dann heiBt die
Abbildung
R"— R

v He(x)(v,v) := v e (Hessf(x)ev)

die Hesseform von f in x.
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Bsp. 2.33  (Forts)
f(x,y) = >y’

9 2e3x 6 e3X
Hess f(X> y) = ( 6yy63X 2ye3x .

Hess f(0,1) = <2 g) .

Hr(0,1) ((2) , (2)) =0vZ 4 12vy - vo + 2v3.
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Satz 2.16 Essei f : R" O D+ R zweimal stetig partiell differenzierbar in
(Taylor 1) einem inneren Punkt von x € D und v € R", so dass
x+t-veD firalle t €[0,1].

Dann existiert ein t € [0, 1], so dass

f(x+v)=Ff(x)+Vf(x)ev+ %Hf(x + tv)(v, v).
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Satz 2.17 Essei f : R" D D+ R zweimal stetig partiell differenzierbar in
(Taylor II)  einem inneren Punkt von x € D. Dann gilt fiir alle v € R" mit

x+veD
[f(x+v)— |f(x)+VFf(x)ev+ %Hf(X)(V, V)| < r(lIvl)

mit einer Fehlerfunktion r : R>q — R>q, so dass
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Bemerku Ng Falls f zweimal stetig partiell differenzierbar, erhalten wir somit
die Naherungsformel

f(x+v)=~f(x)+Vf(x)ev+ %Hf(x)(v, v),

wobei der Approximationsfehler schneller als quadratisch in der
Lange der Verschiebung ||v|| gegen Null strebt.



Bemerkung  Schreibt man xg statt x und x — xg statt v, liest sich die vorige
Aussage als

f(x) = f(x0) + Vf(xp) ® (x — x0) + %Hf(XQ)(X — X0, X — Xp)-

mit einem Approximationsfehler, der schneller als ||x — xo||?
gegen Null strebt.



Definition 2.32  Falls f in xo zweimal partiell differenzierbar, heiBt die Funktion
1
X = Trg,XU(X) = f(X0)+Vf(X0)'(X—X0)+EHf(Xo)(X—Xo,X—Xo)

das Taylorpolynom zweiten Grades zu f mit
Entwicklungspunkt xg.



Bsp. 2.34
f(x,y) =sin(x)sin(y), x=1(0,0)
£(0,0) =0, Vf(0,0)=0, V?£(0,0)= <(1) é)

= T?o(x,y) = xy

f(x,y) ~ TEO(X,y) = xy in der Nihe von (0, 0).

sin(x)*sinly)

[PV —
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Definition 2.33  Eine Matrix A € R™*" heiBt positiv definit, falls fiir alle
x € R\ {0} gilt, dass

xe(Aex)>0

“

Bemerkung Analog negativ definit mit “<” statt “>".
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Bsp. 2.35
A= (A 0) € R?*?
0 nu

m  pos. definit, falls pu, A > 0.
m neg. definit, falls © < 0 und A < 0.
m indefinit, falls A - p < 0.
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Bsp. 2.36  (Forts.) Fiir jeden der drei Fille

B A=pu=1
B A=p=-1
B A=—pu=1

betrachte die Funktion

2 () )+ (o)) o ov

=) | [4=( )

(pos. def.) (neg. def.)

~+ Minimum ~+ Maximum ~- Sattel
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Bemerkung

Bemerkung

Notation fiir A € R"™<"

A > 0 falls A pos. definit

bzw.

A < 0 falls A neg. definit

Es sind noch die Fille méglich, dass A > 0 (pos. semidefinit),
d.h. fiir alle x € R"
xe(Aex)>0,

bzw. analog A < 0 (neg. semidefinit) sowie als letztes, dass A
weder neg. noch pos. semidefinit ist. — In letzterem Fall nennt
man A indefinit.



Satz 2.18

Sei f : R" O D+ R in einer Umgebung des inneren Punktes
x € D zweimal stetig partiell differenzierbar.

Falls
Vf(x) =0 und V?f(x) > 0,

so hat f in x ein lokales Minimum.

Falls
Vf(x) =0 und V?f(x) <0,

so hat f in x ein lokales Maximum.
Falls Vf(x) =0 und

He(x)(u, u) > 0 und He(x)(v,v) <0

fiir zwei u,v € R", so hat f in x eine Sattelstelle.



Bemerkung

Dieses hinreichende Kriterum fiir lokale Extrem- bzw.
Sattelstellen ist also in den drei Fillen anwendbar, wenn
V2f(x) positiv definit, negativ definit oder indefinit ist.

In den beiden anderen Fallen, wenn A bzw. —A nur positiv
semidefinit ist, kann man das Kriterium nicht anwenden und
muss stattdessen zu hoheren Ableitungen libergehen, analog zur
Situation in einer Variablen (siehe letzes Semester).



Lemma 2.1  Fiir eine symmetrische Matrix A € R?>*? gilt
m A > 0 genau dann, wenn det(A) > 0 und A1 > 0,
m A< 0 genau dann, wenn det(A) > 0 und A;; < 0.
m A indefinit genau dann, wenn det(A) < 0.
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Bsp. 2.37 (Forts.) f(x,y) = sin(x)sin(y)
Vi(x.y) = (cos(x) sin(y)) .

sin(x) cos(y)
Kritische Punkte von f

(xy) = (@k+1,21+1)- 5 (“Typ 1")

bzw.
(y)=(k1)-m (“Typ 2")

—sin(x) sin(y) (x) cos(y)
V) = (cofirents) anhont)
det(V2£)(x, y) = sin®(x) sin(y) — cos?(x) cos?(x)
= +1 falls (x, y) kritisch, Typ 1
= —1 falls (x, y) kritisch, Typ 2

~> Die kritischen Punkte vom Typ 1 sind lokale Extremstellen,
die kritschen Punkte vom Typ 2 sind Sattelstellen.
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Bsp. 2.38 (Forts.) Fiir die kritischen Punkte vom Typ 1
(x,y) = (2k + 1,2/ +1)- g
ist wegen
(V2F)11(x,y) = —sin(x)sin(y)

falls k — n ungerade

(V2Fu(x,y) =+1 ~+ lokales Minimum,

bzw. falls k — n gerade

(V2 Hu(x,y) = -1 ~ lokales Maximum.
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2.8 Extrema unter Nebenbedingungen
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Definition 2.34  Sei f,g : D — R gegeben, dann hat f in x € D ein Maximum
auf D unter der Nebenbedingung g = c,

falls
g(x)=c
und
f(y) < f(x) fiir alle y € D mit g(y) = c.

Jxy)

241 /257



Bemerkung  Notation
D e x — max f(x).

g(x)=c

bzw. einfach

max f.
g=c
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Bsp. 2.39  Nutzenfunktion fiir Konsumportfolios (x,y) € R%

Flay) =x% 27,

Kostenfunktion fiir Konsumportfolio (x,y) € R
g(x,y) =pxc-x+py -y
Verfiigbares Budget bei der Nutzenoptimierung ¢ > 0, d.h.
Px-X+py,-y=c
~> Finde

(x,y) — max f(x,y).
g(x.y)=c
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Definition 2.35

Bemerkung

Seien f, g : D — R differenzierbar, ¢ € R, dann heiBt x € D
kritischer Punkt fiir das Problem maxf in D, falls
g=¢C
g(x)=c
und ein A € R existiert, so dass

Vi(x) =X Vg(x).

Die Zahl A\ € R oben heiBft dann Lagrange-Multiplikator.



Definition 2.36  x € D mit g(x) = c heiBt lokale Lésung vom Problem max f,

g=cC
falls

g(x)=c

und ein € > 0 existiert, so dass

fy) < f(x) fiir alle y € B((x) N D mit g(y) = c.
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Satz 2.19 Falls f,g : D — R stetig differenzierbar in D. Dann ist jede

lokale Lésung x € D fiir das Problem max f ein kritischer Punkt,
g=c
d.h. es existiert ein A\ € R, so dass

Vi(x)=X-Vg(x).

Bemerkung Notwendiges Kriterum fiir lokale Extrema unter
Nebenbedingung.



Bemerkung  Veranschaulichung der ’'Lagrange-Bedingung’

MNER: VF(x)=A-Vg(x).

?\
) £l

4 8xy) =c
AN fey=d, "
/ -
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Bemerkung

Die Lagrange-Bedingung ist nur notwendig, aber nicht
hinreichend. D.h. es muss dann mit weiteren Argumenten
begriindet werden, ob die gefundenen kritschen Punkte
tatsachlich lokale oder sogar globale Minimal- oder
Maximalstellen sind.

Im Allgemeinen kann es mehrere oder gar unendlich viele
kritische Punkte gemal der Lagrange-Bedingung geben. In dem
Fall muss man etwa durch direkten Vergleich der zugehorigen
f-Funktionswerte auf den kritischen Punkten die globalen
Maximalstellen bzw. Minimalstellen identifizieren.

Aber auch im Fall, dass es nur eine kritische Stelle gemaB3 der
Lagrange-Bedingung gibt, muss durch gesonderte Argumente
gezeigt werden, ob es sich um eine Maximal-, Minimal oder
Sattelstelle handelt.



Bemerkung

Es muss auch stets der mogliche Fall A = 0 behandelt werden.
Insbesondere liefert das auch die moglichen kritischen Punkte im
Inneren der Menge {x|g(x) = ¢} N D sofern vorhanden.

SchlieBlich liefert das Lagrange-Kriterium im Fall, wenn
g = ¢ = const. das bereits bekannte Kriterium fiir lokale
Extremstellen ohne Nebenbedingungung, d.h. dass

Vif(x)=0.
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Bsp. 2.40 (Forts.)
f(X,y) — X0.3 .y0.77

g(x,y) = x + 2y = ¢ := 100.
Vi(x,y) = (8?%;22) =\ G) = Ve(x,y).

Entspricht den zwei Gleichungen fiir kritische Punkte

(YNoT _
03-(2)*7 =,
X
0.7-(2)%3 =2,
(y)

Der Fall X = 0 liefert keine Lésungen wegen x,y > 0. Fiir A # 0
erhalt man nach Division der ersten Gleichung durch die zweite

7 “x

3y 1
(7)1.0 5

~N | w

Y
X



Bsp. 2.41

(Forts.) Somit

T
Y= 6
Einsetzen in die Budget-Bedingung
x + 2y =100
ergibt
10
3 X= 100
also
x =30
und

251 /257



Bsp. 2.42

(Forts.) Somit gibt es nur eine kritische Stelle

(x,y) = (30,35)

auf der zulassigen Menge

{(x,y)&(x,y) = 100} = {g = 100}.

Fiir die beiden Randpunkte (0,50) bzw. (100,0) der zuldssigen
Portfolios gilt
f(0,50) = £(100,0) = 0.

Da ferner f > 0 liberall sonst auf der Menge {g = 100} muss die
einzige kritische Stelle das einzige lokale und damit automatisch
auch das globale Maximum von f auf R N {g = 100} sein.

~» Das optimale Konsumportfolio unter der Budgetbedingung
g = 100 ist
(x,y) = (30, 35).



Bemerkung  Haufig werden Minimierungs- bzw. Maximierungsprobleme fiir
eine Funktion f auf einer Menge aller Punkte

{xeR"g(x) <c}

mit einer differenzierbaren Funktion g betrachtet. Dies kann auf
den Bereits betrachten Fall einer Nebenbedingung der Form
{& = 0} zuriickgefiihrt werden mit

(x) == max(0,g(x) — ¢),

d.h. in diesem Fall sind die Menge der kritischen Punkte
gegeben durch die Bedingungen

g(x) < cundVf(x)=0
oder

g(x)=cundesex. A € Rs.d Vfi(x)=AVg(x).



Bsp. 2.43  Wir betrachten die Aufgabe

min f
g<1

mit
f(x,y) =3x*+5y3, g(x,y)=x>+y>

Die Menge {g < 1} ist der offene Einheitskreis in R2. Die
kritischen Punkte auf dieser Menge sind durch die Bedingung

2x !

d.h. (0,0) € {g < 1} ist ein kritischer Punkt.

Die Menge {g = 1} ist der Rand des Einheitskreises. Die
kritischen Punkte hier gentigen de Lagrange-Bedingung

2x | 2x
vr= (25) 2 ave-a (2).



Bsp. 2.44  (Forts.) Aus
2x \ \ 2x
15y2) ~ " \2y)-
und Vf # 0 auf {g = 1} folgt im Fall x # 0, dass \ = 1 sowie
15y% = 2y,

d.h. die vier Falle
y=0,x==1

2 _, =
= — X = —_— .
Y= 15 \ 225

Falls x = 0 ist y = 41, und die Lagrange-Bedingung ist erfiillt
mit A = $135, d.h. wir erhalten zwei weitere kritische Punkte

und

x =0,y ==1.
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Bsp. 2.45

(Forts.) ~ Sieben kritische Punkte fiir das Problem m<|T f,
g<

(0,0), (0,41), (+1,0), (i,/%,%)

Die Funktion f ist stetig auf der kompakten Menge {g < 1},
daher nimmt sie hierauf Minumum und Maximum an, die
zugehorigen Maximal- und Minimalstellen miissen unter den
oben genannten kritischen Punkten sein. Die Funktionswerte
von f auf diesen Punkten sind

1997 1997

0, 5, =5 3, 3
Y 7 7 6757 675

Somit ist

min f = —5,
g<1

und dieser Wert wird im Punkt (0, —1) angenommen.
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Bsp. 2.46 (Forts.) Grafik
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