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Vorwort

Dies ist eine redigierte Mitschrift der Vorlesung 'Mathematische Statistik’, die ich in
den Sommersemestern 2011 und 2012 im Bachelor-Studiengang Mathematik an der TU
Berlin bzw. im Diplomstudiengang Mathematik an der Universitat Leipzig gehalten habe.
Entsprechend folgt die Gliederung den fiir diesen Kurs typischen Modulvorgaben an
deutschen Universitaten.

Bei der Vorbereitung habe ich besonders vom zweiten Teil des wunderbaren Lehrbuchs
"Stochastik’ des Miinchner Kollegen H.-O. Georgii profitiert, das beim de Gruyter-Verlag
in dritter Auflage vorliegt. Daher stellt die Vorlesung im wesentlichen eine gewichtete
Auswahl der im Georgii’schen Buch behandelten Themen dar. Als Exkurs gegeniiber
dieser Hauptquelle ist ein langerer Abschnitt iiber eine quantitative Version des Satzes
von Glivenko-Cantelli eingefiigt, der einen Einblick in fortgeschrittenere Fragen der nicht-
parametrischen Statistik mit dem Thema Konzentrationsungleichungen verbindet!.

Herzlichster Dank gilt Herrn Tobias Weihrauch aus Leipzig, der die Vorlesung aufmerk-
sam verfolgt und dabei in Fchtzeit den Latex-Grundstock fiir dieses Skript gelegt hat.

M. v. Renesse

L Als Vorlage diente hier eine Vorlesung iiber maschinelles Lernen von Peter Bartlett (Berkeley)



1 Einfiihrung

1.1 Statistik als Teil der Stochastik

Die Stochastik (Griechisch 'Kunst des Ratens’) gliedert sich in zwei Teile: Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik. In der Wahrscheinlichkeitstheorie konstruiert und analysiert
man abstrakte mathematische Modelle des Zufalls. In der Statistik hingegen wendet man
diese Modelle auf konkrete Sachverhalte an.

Dabei besteht der erste und wichtigste Schritt der Statistik darin, zu den beobachteten
Realisierungen eines konkreten Zufallsmechanismus aus der Menge von theoretischen
Modellen ein moglichst passgenaues zu finden. Im zweiten Schritt kann das ausgewéhlte
Modell dann fiir Prognosen und weitere Analysen genutzt werden.

Umgekehrt sind theoretischen Fragen im Bereich Modellbildung haufig von empirischen
Beobachtungen und Experimenten motiviert. Eine strikte Trennung zwischen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und der Statistik ist daher unmoglich. Als Begriffe stehen sie jedoch
fiir die induktive bzw. empirische Seite der Lehre vom Zufall.

Beispiel. Wir wollen das anhand des Zufallsmechanismus “Miinzwurf” illustrieren.

Am Anfang steht die Beobachtung, dass der Ausgang eines Miinzwurfes zufallig ist
in dem Sinne, dass es keine logische Regel zur genauen Vorhersage des Einzelexper-
iments zu geben scheint.

1) Der erste Schritt zum Verstehen dieses Phénomens besteht in der Entwicklung
eines geeigneten mathematischen Rahmens, in welchem der Vorgang ”Zufalliger
Miinzwurf” beschrieben werden soll. Das fithrt dann z.B. auf das einfache Bernoulli-
Modell eines 0-1-Experimentes Q2 = {1,0}, P(1) = p, P(0) =1 — p.

2) Damit ist die Klasse der Modelle zur Beschreibung des Miinzwurfes festgelegt, es
fehlt die Festlegung des Parameters p. Hierzu wird die Miinze z.B. dreimal geworfen
und die Folge der Ausgange 1, 0 ,1 beobachtet. Hieraus leiten wir die Annahme ab
dass p ~ 2.

In diesem Beispiel wére der 1. Analyseschritt (Modellentwicklung) also der induktiven
Seite und der 2. Analyseschritt (Modellauswahl: p = %) der empirischen Seite zuzuordnen.
Letztere steht im Mittelpunkt dieser Vorlesung.

Literatur zur Vorlesung:

1. Hans-Otto Georgii, ”Stochastik”, de Gruyter (2. Auflage)

2. Vorlesungsskript ”Mathematische Statistik” von Prof. Matthias Lowe, Univ. Miinster
3. Vorlesungsskript ”Statistik” von Prof. Volker Schmidt, Univ. Ulm

4. Achim Klenke ”Wahrscheinlichkeitstheorie”, Springer, 2. Auflage (als Hintergun-
dreferenz)
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1.2 Standardfragen der Statistik in Beispielen

Beispiele.

2

1. Schdtzen. Ein Zufallsgenerator produziert Zufallszahlen gleichverteilt aus {1,2,--- , M }.

M ist dabei unbekannt. Der Apparat wird nun 10 mal betatigt mit dem Resultat
3,32,98,9,29,4,21,67,6,44

Gesucht ist nun ein Schétzwert fiir den Parameter M (Punktschétzen) bzw. ein
Intervall I = [a, (], welches mit sehr grofier Wahrscheinlichkeit den Parameter M
enthélt (Bereichsschétzen).

. Testen. Sind die in 1. protokollierten Beobachtungen vertréglich mit der Annahme,

dass der Apparat jede der Zahlen {1,--- M} gleich wahrscheinlich generiert?

. Entscheiden. 70 Patienten mit einer bestimmten Krankheit werden mit zwei ver-

schiedenen Medikamenten behandelt, mit dem folgenden Resultat

Verlauf \Medikament | A | B
schwer 20 | 18
leicht 22 | 10

Hat die Wahl des Medikamentes einen signifikanten Einfluss auf den Krankheitsver-
lauf?

. Regredieren. Die Patientendatei einer Krankenkasse enthalt 120 Patientendaten als

Paare der Form (Kundenalter, Kosten p.A). Welcher quantitative Zusammenhang
besteht zwischen Alter & Kosten?

Parameterschatzung

2.1 Punktschatzer

Beispiel (Qualitatskontrolle bei der Gliithbirnenfabrikation). Die Lebensdauer einer einzel-
nen Glithbirne X; : Q — Ry ist zuféllig. Die Annahme der Gedéchtnislosigkeit? erzwingt
die Modellierung der Lebensdauer X; als exponentiell verteilte Zufallsvariable P(X; >

t) = exp

~U wobei ¥ > 0 ein Parameter ist, der (z.B. vom Produzenten) festgelegt wer-

den kann. Als Empfanger einer Lieferung von Gliihbirnen dieser Fabrikation wollen wir
nun v experimentell bestimmen.

o Wir lassen nun 100 Glithbirnen dieser Sorte abbrennen und protokollieren die Bren-

ndauern

= (Xl, c ,Xloo) = (2h,3d 7h, c ,03h)

2Gedichtnislosigkeit heifit hier z.B. P(X >t + s|X > t) = P(X > s).
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o (Xi,...,Xi00) stellt das Protokoll einer 100-fachen Ziehung von exponentiell verteil-
ten Zufallsvariablen dar. Das starke Gesetz der groffen Zahlen besagt

I & oo .
z. ZXi X E(X) fast sicher,
n 4

wobei die (X;) unabhéngig identisch verteilt sind. Fiir den Parameter ¢ finden wir
somit asymptotisch fast sicher

mit dem Erwartungswert Ey(X) einer exponentiell verteilten Zufallsvariablen mit
Parameter 9, d.h.

Eﬂ(X):/xw?-eﬁ'xdx—[ e "] +/e ’“‘dm-
0 0

o Somit ist eine erste (nicht ganz naive) Antwort, dass

100
100

> X
=1

1/9\:

Die Vorschrift 9 = E(X 15+, X100) = R ist eine Abbildung von dem Raum der Beobach-
tungen in den Raum der Parameter. Man spricht von einem Schdtzer fiir 9 (siche unten).
Da die konkrete Realisierung (X7, ..., Xj00) der 100 Stichproben vom Zufall abhéngt,

ist auch 9 = 5(X ) eine Zufallsgrofle. Das Gesetz der grofien Zahlen néhrt jedoch die

Hoffnung, dass 5()( ) fiir grofle n mit hoher Wahrscheinlichkeit nahe beim fixen aber un-
bekannten Parameter 9 liegt.

Das hier gegebene Beispiel wird im Rahmen der Statistik wie folgt systematisiert.
Definition 2.1 (Statistisches Modell).
o Ein statistisches Modell ist ein Tripel M = (X, 5§, (Py; ¥ € O)) bestehend aus

— einer Menge X als Stichprobenraum
— einer Sigma-Algebra § auf X als Algebra der Beobachtungen und
— einer Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (Py; 9 € ©) auf (X, §).
o Falls M = (E, €, (Qy; ¥ € O)) ein statistisches Modell ist, heifit das Modell (X, §, (Py; 9 €
9))
— X = Fn
— § = €% (n-fache Produkt-o-Algebra)
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— Py = ®@}_,Qy (Produkt-Wahrscheinlichkeitsmaf)
das zugehorige n-fache Produktmodell (Notation M®™).
o Falls (X, &) ein weiterer messbarer Raum ist, so heifit eine messbare Abbildung
S (%,3) = (%,6)
eine Statistik.

o Eine Abbildung
T:0 =%

in eine Menge ¥ heifit Kenngrofle. Eine Statistik T : X — ¥ heifit ein Schatzer fiir
7. (Haufige Notation T' = 7)

o Falls ¥ ein Vektorraum ist, heilit ein Schatzer T': X — X fiir die Kenngrofle 7 :
O — X erwartungstreu fur T, falls

Ey(T) := / T(x) Pyldz) = 7(9) W € ©.

k4

Vereinbarungen zur Notation

Wir werden wir ferner von den folgenden Schreibweisen Gebrauch machen.
o x bezeichnet ein konkretes Element x € X.
o X steht fiir die identische Zufallsvariable auf X, d.h. X : X — X, X(z) = «.
o 1x_, ist die charakteristische Funktion der Menge {X = z}.

o Fiir T : X — R benutzen wir die folgenden aquivalenten Schreibweisen fiir den
Erwartungswert

Eo(T) = Ey(T(X)) = / T(x) Py(do).

o Fir eine Zufallsvariable Y mit Werten in X und einem Wahrscheinlichkeitsmafl v

auf X schreiben wir Y ~ v, falls v die Verteilung von Y ist. Analog schreiben wir
Y ~ Z, falls die Zufallsvariablen Y und Z dieselbe Verteilung haben.

Entsprechend schreiben sich etwa bedingte Wahrscheinlichkeiten wie folgt

Po(X =2 | 5(X) = 5) = TS 2l L) = 5
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2.1.1 Beispiele von (parametrischen) statistischen Modellen

Falls die Parametermenge O eine Teilmenge des R? ist, spricht man von einem parametrischen
Modell. Wir wollen nun einige Exemplare vorstellen.

Beispiel (Miinzwurf). Wie gesehen, wird der einmalige Wurf einer Miinze mit den Seiten
71" und ”0” durch das statistische Modell (X, §, (Py; ¥ € ©)) = ({0,1}, P({0,1}), (Pg)veo,1])
beschrieben, wobei P({0,1}) die Potenzmenge von {0,1} und Py das Bernoulli-Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf {0, 1} mit Py = By, d.h. By(1) = ¥ und By(0) = 1 — p bezeichnen.
Dieses Modell wird auch Bernoulli-Modell genannt.

Beispiel (Verlauf des n-fachen Miinzwurfs). Die Miinze aus dem vorigen Beispiel wird
nun n mal geworfen und wir halten die Folge der Ausginge X,---, X, mit X; € {0,1, }
fest. Das zugehorige statistische Modell wére in diesem Fall (X,F, (Py;0 € 0)) =
({0,1}", P({0,1}*" , (P§™)gcp0.1)), also einfach das n-fache Produkt des obigen Bernoulli-
Modells. Entsprechend nenne wir es das n-fache Bernoulli-Produktmodell.

Beispiel (Anzahl der Erfolge beim n-fachen Miinzwurf). Wenn beim n-fachen Wurf der
Miinze mit unbekanntem Erfolgsparameter ¢ lediglich die Gesamtanzahl der ”1”-en als
Beobachtung festhalten, kénnen wir mit dem statistischen Modell (X, 3§, (Py;9 € ©))
arbeiten, wobei

§=P()

und (Py)gepo,1) als Familie der Binomialverteilungen (bei festgehaltenem n fiir die Anzahl
der Versuche), d.h.

n

Py(k) = (k> IF(1 —9)"*,

Im folgenden wollen wir dieses Modell Binomialmodell nennen.

Wie in jedem statistischen Modell ist auch hier die identische Kenngrofie
7:0=[0,1] =R, 7(9) =9,

d.h. der Parameter 9 selbst, von besonderem Interesse. Im Binomalmodell ist die Statistik

T:X—-R, T(:L’):E

n

ein natiirlicher Schétzer fir 7(J) = 9. T ist erwartungstreu, denn

Ey(T) = zn:T(k) - Py(k) = % (ik (Z) S9F (1= 19)""“) — %(n S9) =9 = 7(0).

Zuletzt bemerken wir, dass das Binomialmodell (fiir n-Versuche) aus dem n-fachen Bernoulli-
Modell hervorgeht durch Anwendung der Statistik

S:{0,1}" —{0,1,--- ,n}, S(xy,...,x,) ::in.
i=1

In diesem Sinne ist das Binomialmodell das Bildmodell des n-fachen Bernoulli-Modells
unter der Statistik .S.
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Beispiel (Gliihbirnen, Forts.). Hier kénnen wir mit dem 100-fachen Produkt (X, §, (Py; 9 €
©)) = M®" des statistischen Modells M = (Rxq, B(Rx0), (¢ ""dx)y>0) fir die Familie
der Exponenentialverteilungen arbeiten, d.h.

o X = (Rx)'", § = B((Rxp)'") ist die Borel’sche Sigma-Algebra auf R%; und Py ist
die 100-fache Produktverteilung der Exponential-iJ-verteilung, d.h.

Py(Xy > ty,..., X100 > trgo) = €7V" eV,

o Wir interessieren uns z.B. fiir die Kenngrofe

T R>0 —> R>O

o fur welche die Statistik
S:X—>X= RZO

100

! t
100 <=

1=

S(tl, N 7t100) -

wie bereits gesehen ein erwartungstreuer Schatzer ist.

Beispiel (Apfelsinenlieferung). Jemand schenkt uns N Apfelsinen, ¢ davon sind faul.
Wir ziehen zufillig n < N Apfelsinen, k sei die Anzahl der gezogenen faulen.

o X={0,...,n}, §=P(X), (Py;¥ €{0,...,N}) mit

6D
m(k)—{ oy k=Y

0 sonst.

o Die Statistik 7" : X = R, T'(z) = £ ist ein erawrtungstreuer Schétzer fiir ¢ (Ubung).

Beispiel (Game-Show). In einer TV-Sendung mit zwei Kandidaten liefert ein Apparat
zehn Zufallszahlen 1, ..., 219 aus einem Intervall [0, L]. Der Parameter L ist nur dem
Moderator bekannt. Die Kandidaten sollen nun L moglichst gut raten.

Das statistische Modell fiir die einfache Ziehung einer auf [0, L] uniform verteilten
Zufallszahl ist
X = Rz()ag = %<R20)7]P)L - U[O,L]7 L 2 07

wobei Ujg 1) die Gleichverteilung auf [0, L] bezeichnet

t
U[O,L](X < t) = min (M, 1) .
Somit lautet das Modell fiir die 10-fache Wiederholung

(RIZ(]O’ B(Rlz()o)a (U[%jz] )Le[0,+oo))-
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Gefragt ist nach der Kenngrofie
T:REO%R, L— L.

Die beiden Kandidaten haben nun verschiedene Ratestrategien/Schéitzer. Kandidat A
verwendet den Schatzer

R 9 10

und Kandidat B benutzt

—~

M(Z) = max(zy, ..., x0).

Die Frage, welcher von beiden die bessere Strategie hat, beantworten wir in Abschnitt
2.1.4.

2.1.2 Konsistenz von Schatzern

Die Erwartungstreue von Schatzern ist eine wiinschenswerte Eigenschaft insofern als der
vorgeschlagene Schatzwert 7 im Mittel der gesuchten Kenngrofie entspricht. Das Gesetz
der groBen Zahlen sagt dann, dass der Mittelwert der Schitzwerte %Zle 7(X;) von k
unabhangigen Wiederholungen desselben Schatzvorganges mit k — oo fast sicher gegen
den gesuchten Wert 7(9) konvergiert. Wenn der einzelne Schétzvorgang dabei jedoch
sehr aufwendig ist, kann es aber ineffizient sein, davon viele unabhangig voneinander
durchzufiihren und allein den Mittelwert der Einzelschatzungen zu bilden.

Beispiel (Game-Show, Forts.). Der Schétzer L des Kandidaten A ist der Mittelwert der
Einzelschatzer L; = 2X; und ist offensichtlich erwartungstreu. M = M"™ konnte auch
rekursiv auf der Folge der Modelle defniert werden als

M'=T1' uwnd M™'= max(]/w\",Xn).

Die Struktur von M" ist also komplizierter als die von L als Mittelwert von unabhéngigen
Einzelschatzern. In Abschnitt 2.1.4 werden wir sehen, dass M in der Tat besser abschnei-
det als L. Zugleich ist M nicht erwartungstreu. Hierzu berechnen wir zunachst seine
Verteilung gemaf

P? (M < t) { 1TL:1PL(XZ <t)= (1) fallst <L

N sonst.

Entsprechend finden wir fiir den Erwartungswert (mit G(t) := IP)%(]\//.T > 1))

]EL(J/\/[\):/OOOG(x)dm:/O (1—(%)")dt:nilL7€L.

Die Menge M =M " n € N aufgefasst als Folge von Schétzern, konsistent fiir die Ken-
ngroffe L in dem Sinne, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schatzfehler mit n — oo
asymptotisch verschwindet.
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Definition 2.2. Sei M" := (X", §", (P4;9 € ©)) eine Folge von statistischen Modellen
und 7 : © — R eine KenngroBe, sowie 7" : X* — R. Dann heifit die Folge (7™) eine
konsistente Schatzfolge fir T, falls

Ves0Vdeo: PYTX) - 7(d)] > ) =0

Beispiel (Forts.). Die Folge der Schétzer Mn = max (X7, ..., X,) definiert auf der Folge
der Modelle M,, = (R%,, B(R%,), (P})i>0) ist konsistent, denn fiir € > 0 finden wir

L —e¢

Pr(M"—L|>e) =P2(M" < L—¢) = (

X0

Das folgende Lemma gibt ein einfaches Kriterium fiir die Konsistenz einer Folge von
Schétzern.
Satz 2.3. Falls in der Situation aus Definition 2.2 fir alle ¥ € ©

1) Exy(T7(X)) 25 7()

2) sg%Vpg(T”(X)) — 0,

so ist bildet (T™), eine konsistente Folge von Schdtzern.

Beweis. Setze 7() 1= Epn (T"(X)). Zu e > 0 gilt
Py(IT"(X) = 7(9)| > &) < By (|T"(X) = 7"(0)| > <) +P; (17" (9) = 7(9)| > 5)

2
n mn n 8
= P (I7(X) = 7(9] > 5 ) + Lno)-rioy5
1 n
< e BT )+ L) o) - .

~
—0, nach 2)

—0, nach 1)

2.1.3 Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition 2.4 (Standardmodell). Das Modell (X,5, (Py;9 € ©)) heifit ein Standard-
modell, falls ein dominierendes Maf$ o auf (X,§) existiert, so dass Py(dz) < po(dz) fiir
alle ¥ € ©. Die zugehérigen Radon-Nikodym-Dichten o(?,.) = %2 : ¥ — R, d.h. mit

dpo °
Py(dz) = o(¥, ) po(da)
heifien Likelihood-Funktionen.

Bemerkung. o(¥,x) ist also die Wahrscheinlichkeit(-sdichte relativ 1), die Stichprobe
x unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf3 Py zu beobachten.

Bemerkung (Invarianz gegeniiber der Wahl eines dominierenden Mafles). Jedes andere
zu o aquivalente Mafl g (d.h. mit 1 < pp und pg < ) ist ebenfalls ein dominierendes
MaB, und mit der relativen Dichte h = duo/dp gilt dann offensichtlich, dass Py(dx) =
p(V, x)(dx) mit p(d, ) = p(¥, x) - h(x). — Alle in dieser Vorlesung genannten Resultate
fiir Standardmodele sind unabhangig von der genauen Wahl eines dominierenden Mafles
Ho-
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Beispiele.
o Game-Show: .
Py(dz) = 5 Lo, (x) -A(dw)
| —
:9(197'7‘,)

o Binomialmodell:

Py(n, 9, k) = (Z) 9R(L— 9)"E = o(9, k),

d.h. Py(dx) = o(9, x) - po(dz), wobei ug(dzr) das ZahlmaB auf Ny ist.

Fiir die Konstruktion eines Schétzers von ¥ selbst (d.h. 7(¢J) = ¥) in einem reguléren
Modell besteht ein intuitiver Ansatz darin, bei gegebener Stichprobe z ein J = 5(1:)
als Schitzwert vorzuschlagen, fiir welches die Wahrscheinlichkeit(sdichte) p(¢, ) fiir die
Beobachtung x unter allen ¥ € © maximiert wird.

Definition 2.5. Es sei (X,§, (Py)) ein Standardmodell mit Likelihood-Funktion ¢ : © x
X — R. Ein Schéitzer T : X — (0, ®) fir den Parameter ¥ heiit Mazimum-Likelihood-
Schdatzer, falls
o(T(x),x) =supo(d,z) VxeX.
YeO

Beispiel (Binomialmodell). Hier ist die Likelihood-Funktion

o(0.0) = (7)1 - oy
T(z) = g

Aufgrund der Monotonie des natiirlichen Logarithmus log kénnen wir genauso nach Max-
imalstellen der log-likelihood Funktion logop suchen, die sich im aktuellen Fall schreibt
als

log(o(¥, x)) = log (Z) + zlogd + (n — x) log(1 — 99).

Ableiten nach 9 ergibt

0 T n—1x
%(1og-g)_5+1_19_0
:1/9\:£:T(x).

Somit ist der zuvor bereits gefundene Schatzer T' ein Maximum-Likelihood-Schétzer.

Beispiel (n-faches Gau-Produktmodell). Im statistischen Modell (R",B", (v3";m €
R,v > 0)) mit

1 z—m)?2
Vmw(dx) = e T de

v 2mv
O =R x RZO
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der n-fachen Wiederholung eines Gauf3’schen Experiments mit unbekannten Parametern
m und v fiir Erwartungswert und Varianz ist die likelihood-Funktion

1 (@=m)?
Q((m7v)7(x17"°) H 21)

iy 27w
Also ergibt sich die log-likelihood-Funktion
(= )’
- —1 (2 — = :
Z og(2mv) ZZI 50 n(m,v)

Der ML-Schétzer fiir ¥ = (m,v) entspricht der Maximalstelle (m,v) der obigen log-
likelihood-Funktion bei festem 2 = (1, ..., ,). Hierzu suchen wir die Nullstellen (77, D)
von Vi = (8" @) und erhalten

om’ Ov

A:%-ixi:m(x):f - Z 7 = o).
=1 ;

Man iiberzeugt sich leicht, dass dies in der Tat eine Maximalstelle ist, d.h. (m,?) ist ein
ML-Schétzer fiir den unbekannten Parameter (m,v).

Satz 2.6. Im n-fachen Gauf-Produktmodell

(R™, B(R"), (vE":m € R, v > 0))

151
1 o _
n -
i=1
ein ML-Schatzer fir m und

¥@) = ~ > (@, — 7’

i=1

ein ML-Schatzer fir v. Der Schdtzer m ist erwartungstreu, der Schdtzer v nicht, denn

n—1

E ) (V) = v (#v).

n

Beweis. Es wurde bereits gezeigt, dass (m,v) =: ¥ ein ML-Schitzer fiir o = (m,v) ist.
Bleibt die Erwartungstreue zu untersuchen. Fiir (m,v) beliebig ist

IE(m,v) (T?L) = IE(m,v) <% Z xz) Z E (m,v) xz = Z m=m.
=1

Ebenso rechnen wir den Erwartungswert von v

n

E(mm) (6) = E(mﬂ}) (% Z(l’ ) Z E(m v)\\Ti — :L‘) )

i=1
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Mit
B | (2 —m) = (@ =m))* | =Emay((21)" =222+ (2)°)
7 e
gilt
E(n,0)((21)%) = Egu ((wi —m)?) = v,
1
E mw)(2iZ) = —E m,v = E m,v) \ <% 7
(m) (2i%) n(»(Z_: %) Z( ) (2i2))
- =0 fiir i#j
und
y 1 I & 1 v
E(m)((2)*) = 5 Em) (Z ij]) =32 Bmw((z)) = 5 -n-v=—.
i i=1
Damit folgt
v w 1
Eona (=) =v =224 2 = (1- 1) v
I 1 1 -1
= Enw (V) = — n-(l——)v:n v O
n n n
Bemerkung. Durch Reskalieren
o(x) = - i lﬁ(x)

erhalten wir einen neuen, erwartungstreuen Schatzer v fiir v.

2.1.4 Mittlerer quadratischer Fehler
Zum Vergleich von Schatzern fithrt man Genauigkeits- bzw. Fehlermafle ein.

Definition 2.7. Seien (X,F, (Py;Y € O)) ein statistisches Modell, 7 : © — R eine
Kenngrofle und 7' : X — R ein Schatzer fiir 7.

1. Dann heif3it
By(T) := [Eg(T) — 7(9)]

systematischer Fehler des Schatzers T (engl. Bias).

2. Die Grofle
V(T) :=Ey((T — Ey(T))?)

ist die Varianz (bzw. Streuung) von T.

3. und
Fo(T) := Es((T — 7(0))?)

heifit (mittlerer quadratischer) Fehler von T.

Bemerkung.
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1. Gelegentlich werden auch andere Fehlermafle studiert, etwa von der Form
Fy(T) = By [U(7(9) — T(X))]
mit einer gewissen 'Fehlerfunktion” ¥ : R — R.

2. Der mittlere quadratische Fehler spielt (dhnlich wie die verwandten Fehlermafle
F3(T) mit U(t) = t?) eine wichtige Rolle bei der Anwendung der Tschebyschev-
Ungleichung in der Form

Po(IT(X) — 7(9)] = ¢) < ~Fy(T).

€2

D.h. je kleiner Fy(T") umso hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Schitzwert
T'(z) nahe bei 7(¢) liegt.

3. Offensichtlich gilt
T erwartungstreu < By(T) =0V J € O©.
Allgemein finden wir die Zerlegung
Fo(T) = (By(T))* + Vi (T)

Demnach entspricht der Fehler von T' der Summe aus dem quadrierten systematis-
chen Fehlers und der Streuung.

Beispiel. Im Binomialmodell
({0, n}, PUO, ... n}), (B(n, 9); 0 € [0,1)))
ist die Statistik T'(z) := £ ein erwartungstreuer (ML-)Schétzer fiir 7(J) = 9, denn
Ey(T) =9 VY e|0,1].

Fir den quadratischen Fehler erhalten wir somit

By(T) = (Ba(T))? + Vol(T) = Vary (1) = ~gVary(x)
:%.n.ﬁ.(l_ﬁ):w

folglich

1
Fy < — 1].
:>19_4n VﬁE[O,]

Wir wollen nun als alternativen Schatzer betrachten

z+1

S(z) = n+2’
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dessen systematischer Fehler

1 E 1 -9+ 1 1—20
Bﬂ(s):Eﬁ(i)_@l:M_ﬁ—u_ﬁ_

n -+ 2 n -+ 2  on+2 C on+2

betréigt (insbesondere ist S also nicht erwartungstreu). Seine Varianz lésst sich ebenfalls
leicht ausrechnen

Vy(S) = Varg (Zi;) _ (nj2)2.n.19.(1—19)

Fiir den mittleren quadratischen Fehler erhalten wir also

Fy(S) = (By(S))> + Vy = (1 - 219) nd(1 - )

n+2 (n+2)?
Fehlervergleich
T I
g —Fy(T)
=
= — Fy(9)
5 021 R
=
%
.g
E
T 01p 8
o
gz
g
= ol |
E | | |
0 0.5 1
v

Im Vergleich ergibt sich, dass fiir den Parameterbereich {‘19 -1 ?< (1+4)9(1+ 19)}

im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers S ein besserer Schétzer ist als 7. Grund
hierfiir ist die grofle Streuung des Schatzers T', die ihn ungeachtet seiner Erwartungstreue
ungenau macht.

Beispiel (Game-Show, Forts.). Wir wollen zeigen, dass der Schétzer M = max(Xy, ..., Xy)
fir den unbekannten Parameter L besser ist als L = 2 2%+, Xi. Der Schitzer L ist er-
wartungstreu. Also stimmen Varianz und mittlerer quadratlscher Fehler iiberein. Die
Varianz einer auf [0, L] geichverteilten ZufallsgroBe ist

L 2
V(X)) = E X7 — (E(X1))* = l/ v*dr — (£)2 _ L
L Jy 2 12

Somit ist
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Den Erwartungswert von M hatten wir bereits bestimmt als EL(]\/Z ) = ;25 L, somit
ist 12
B (M))? = ——.

Zur Berechnung der Varianz benutzen wir die Formel
E(X?) :p/ trIP(X > t)dt
0

fiir die Berechnung des p-ten Moments einer nichtnegativen Zufallsvariable. Wir hatten
bereits gesehen, dass G(t) := P} (M >t) =1— (1), folglich

t noo_,

EL(172) :2/oot-G(t)dt:2/Lt(1—(z)")dt: -

Fir den Fehler von ]\/4\ erhalten wir damit

Fr (M) = V(M) + B (M)]? = EL(M?) — [Er(M)]? + [BL(M)]

_ g2 no n? n 1 _ 2 72
n+2 (n+1)2 (n+1)2 (n+2)(n+1)
Der mittlere quadratische Fehler von M fillt im Gegensatz zu L sogar quadratisch in n.

2.1.5 Fisher-Information und Cramer-Rao Ungleichung

Definition 2.8. Seien (X, §, (Py; ¥ € O)) ein statistisches Modell und 7" ein erwartungstreuer
Schétzer fir eine Kenngrofle 7 : © — R. Dann heiit T varianzminimierend (bzw. gle-
ichmdjsig bester Schétzer (oder UMV fiir "uniformly minimizing variance’), wenn fiir alle
erwartungstreuen Schatzer S : X — R gilt:

Unter den erwartungstreuen Schatzern fiir eine Kenngrofe sind also die mit minimaler
Varianz vorzuziehen. Die nun folgende Cramer-Rao-Schranke gibt eine allgemeine (aber in
vielen Féllen noch immer zu optimistische) Abschétzung, wie klein die Varianz bestenfalls
sein kann.

Definition 2.9. Sei (X, 5, (Py; v € 0)) ein Standardmodell. Dann heifit (X, §, (Py; 0 €
©)) reguldr, falls folgende Bedingungen gelten:

i) © C R ist ein offenes Intervall.
ii) o(v,.) : X — R ist strikt positiv auf spt(p) fiir alle ¥ € ©.

iii) Falls S : X — R mit Ey,(S?*(X)) < oo fiir ein 9y € O, so gilt

d19|19 ﬁO/S o(¥, x) po(dx) /S 99 19—, o(V, x) po(dx).
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Satz 2.10 (Cramer-Rao Informationsungleichung). In einem reguldren statistischen Mod-
ell (X,F,(Py;0 € ©)) sei 7 : © — R eine C*-Kenngrife und T : X — R ein er-
wartungstreuer Schatzer fur T, dann gilt

o) > PP

) Ve o,

wobei
10) = [ (35 108000.2)) "0(0.) ().
X

Beweis. O.B.d.A.sei Vy(T') < oo, denn anderenfalls ist nichts zu beweisen. Wir definieren
die Statistik X 3— uy(z) = Zlog(o(¥,z)), dann liefert die Anwendung der Regu-
laritétseigenschaft iii) auf die konstante Statistik X > z — S(x) = 1, dass

Baus) = [ a108(0(0.2) - o0, 2}l de)
k4

9 00,2
= [ 22820 0. o) = 5 [ o0, 0ha(dr) = 0
X

(=

=1V 9€0

Somit erhalten wir

Covyg(T,ug) = Eg(T - uy) = /T(m) : %Q(ﬁ,x)uo(daﬁ)
x

= [ 1) o0, holde) = EA(T) = 2r(6), = 7(9)
X

wobei wir beim drittletzten Schritt wieder die Regularititseigenschaft iii) mit S = T
ausgenutzt haben. Andererseits gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

Cov(T,ug) < \/Vy(T) - \/Vy(ug) = /Vy(T) - /I(9).

Die Behauptung ergibt sich nun durch Quadrieren und Umstellen nach V(7). U
Bemerkung. Die Funktion
u:OxX =R
0 Zo(¥,x)
_ 9, _ woWr)
u(v, @) = 55 logle(d, z)) = = =5

wird auch ’Score-Funktion’ genannt, die Funktion © > ¢ — I(J) > 0 heifit "Fischer-
Information’. I(.) hiangt nur vom statistischen Model (X, §, (Py; ¥ € ©)) ab (und nicht
von 7 oder T).

Definition 2.11. Sei (X, 3, (Py;Y € O)) ein reguléres statistisches Modell, 7: © — R
eine Kenngréfle und 7" : X — R ein erwartungstreuer Schatzer fiir 7. Dann heifit T'
Cramer-Rao optimal, falls

| (9)I”

Y
70) Vi € 0

Vy(T) =
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Bemerkung. Ein Cramer-Rao optimaler Schétzer ist somit insbesondere UMV.

Lemma 2.12 (Rechenregel).

92
10) = B (555 Yon(0(0.) )
Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Lemma 2.13 (Additivitdt der Fischer-Information). Es sei M = (X,§, (Py; 9 € O)) ein
requldres statistisches Modell mit Fischer-Information Iy : © — Rso. Dann gilt fir das
Produktmodell M®™:

[M®n(19) =n- IM(19)

Beweis. Ubungsaufgabe. U
Beispiel. Im n-fachen Gauf3-Produkmodell
M = (R",B", (15 v € (0, +00)))

mit unbekanntem Parameter v ist

T 1 n
T:=4/= —- ;
D

ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Kenngrée 7(v) = /v = o (also die Standardabwe-
ichung). In der Tat gilt (Ubung)

E(O,v)(T) = \/EI T(U) Yo>0

und ferner . v
Vo = (5-1) ©
oo(T) = (3 -

Wir bestimmen nun die Cramer-Rao Schranke fur 7. Im einfachen Gauf3-Modell ist

1 o2

o(v,x) = Vol

1 T
log(o(v, 7)) = — log(270) — &

mit den Ableitungen

) 1 x?
9 _ -
ov og(e(v, 7)) 2v + 202’
0? 1 2
0 log(o(v, 7)) = o0 o8

Daher 52 .
E, (—wlog(g(v,x))) = 92

woraus wir I() = 55 fiir das n-fache Produktmodell erhalten. Fiir den Zahler der
Cramer-Rao Schranke finden wir
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woraus wir wir fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schétzer T' von /v die Schranke
erhalten

YV (T) > w _ v
v T s 2n
Fir den aktuellen Schatzer T finden wir
V(T)—(W 1>v>1v
Y S \2 n_ 2n’

d.h. T ist nicht Cramer-Rao optimal.

Satz 2.14 (Cramer-Rao, scharfe Version). Sei (X, 5§, (Py; 9 € ©)) ein reguldres statistis-
ches Modell mit 7 : © = R und T : X — R ein erwartungstreuer Schdtzer fir . Dann
ist die Figenschaft

Ol
1(9)

aquivalent dazu, dass sich die Likelihood-Funktion des Modells in der Form

Vieo

Vy(T) =

o(0,x) = /T pg) ()
darstellen ldasst mit gewissen Funktionen a,b: © — R und messbarem h : X — R.

Beweis. Im Beweis der Cramer-Rao Schranke tauchte nur bei der Verwendung von
Cauchy-Schwarz ein Ungleichheitszeichen auf. Es gilt also genau dann Gleichheit, wenn
in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung Gleichheit gilt. Das ist aber gleichbedeutend mit
(T(x) —71(09)) = c(V) - uy(V, x) fiir Py-fast alle x € X und eine gewisse Konstante ¢ = (1),
d.h.

T~ =) = g oele2.)

9 9
1 T(s) ,
= T(x) / i / dds = log(o(d. ) ~ log(e(00.2))
—a(9) —b(9)
o T@D) _ o 3)/ oo, 7). 0
——

=:h(x)

Bemerkung. Wollen wir etwa davon ausgehen, dass h = 1, wahlen wir als dominierendes
MaB fig(dx) = h(x)po(dx) und schreiben

Py(dx) = p(0, ) - poldx) = o(0,x)/h(x) - h(x) - po(d)

(.

~~

(9,2) —ifio (de)

s}

Die Fisher-Information bleibt von diesem Wechsel der Darstellung des Modells unberiihrt.
(Ubung).
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Definition 2.15 (Exponentielle Familie). Ein reguléres statistisches Modell heifit eine ez-
ponentielle Familie, wenn die Likelihood-Funktion von der Gestalt (x) ist, bzw. dquivalent
hierzu nach Wahl eines geeigneten dominierenden Mafles jiy gilt

1 P
Py(dx) = me“w) T@ g (de),

mit gewissen Funktionen a, z : © — R und einer Statistik 7": X — R.

Bemerkung. In der obigen Darstellung von Py ist z(¢#) als Normierungskonstante durch
a(¥),T(.), fio und die Bedingung [, Py(dz) = 1 eindeutig bestimmt, d.h.

2(V) = / et T@ 5 (dx).
x
Korollar 2.16. In einem exponentiellen Modell mit
o(9,z) = T (z)=b(9) | h(x)

ist T : X — R ein (erwartungstreuer) Cramer-Rao optimaler Schétzer fir die Kenngrdfe

_ V')
T(ﬁ) - a’(ﬁ)’
und in diesem Fall gilt:
V (T) _ T/(/&)
T aw)
da I(9) =d'(9) - 7'(9).
Beweis. Ubung. O

Beispiele exponentieller Familien.
1. Normalverteilung mit bekanntem Erwartungswert m:

1 _(zf'm)2

Q(U,ZL‘) = \/%6 2v

2. Normalverteilung mit bekannter Varianz v:

1 (zfm)2 ]_ z2 m2 zm

m.x) = e 2v e 672"’ e 2v - eT,
Q( ’ ) \ 2T V21 e ma(m)-T(x)

3. Poisson-Verteilung mit dem Zahlmafl ;o auf Ny

Q(ﬁ, l’) — eiﬂﬁ — e(logﬂ):pfﬂ . i
x! x!
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4. Binomialverteilung mit n fest und Parameter 9 € [0, 1], uo(dz) Zéhlma$ auf {0, ..., n}.
9(19’ x) _ <7’L> ﬁw(l . ﬁ)nfx — (’I’L> ez(logﬁflog(lfﬁ))(l i 19)71
x x

Bemerkung. Alternativ ist eine exponentielle Familie dadurch gekennzeichnet, dass sich
nach geeigneter Wahl von p so dass h(.) = 1 die log-likelihood Funktionen darstellen
lassen als eine durch 9 € © parametrisierte Familie von affinen Transformationen einer
gewissen Statistik 7' : X — R. Im Fall des einfachen Gaufimodells mit unbekannten
Parametern m und v erhalten wir po(dz) = dx und

log p((m,v), z) = log(\/;%) + (z ;Um)

Somit ist das einfache Gaufimodell mit unbekanntem Parameter ¢ = (m,v) keine expo-
nentielle Familie, da es eine Darstellung der Form

%(x —m)? = a(@)T(x) + B(H) Vr,meR,v>0

gewissen Funktionen «, 5 und T nicht geben kann (Ubung).

Zusammenfassung

o Unter allen erwartungstreuen Schatzern sind diejenigen mit minimaler Varianz vorzuziehen
(bzw. andernfalls die mit minimalem quadratischen Fehler).

o Die Cramer-Rao Schranke ist eine untere Schranke fiir den minimal moglichen mit-
tleren quadratischen Fehler eines erwartungstreuen Schatzers.

o Ein statistisches Modell ist genau dann eine exponentielle Familie, wenn in der
Cramer-Rao Abschétzung fiir alle ¥ € © Gleichheit gilt.

o Im nicht-exponentiellen Fall ist die Cramer-Rao Schranke i.A. zu optimistisch. Den-
noch kann man nach varianzoptimalen erwartungstreuen Schitzern fragen. Eine
Antwort hierauf gibt der Satz von Rao-Blackwell, den wir als nichstes besprechen
werden.

2.1.6 Suffizienz und Satz von Rao-Blackwell

Definition 2.17. Sei (X, 3§, (Py; ¥ € O)) ein statistisches Modell und S : (%,§) — (3, 8)
eine Statistik. Dann heifit S suffizient, falls fiir alle messbaren, beschrankten Funktionen

f:X—=>R

die bedingte Erwartung

Eo(f()]o(5))
nicht mehr von ¥ € © abhéngt. Dabei bezeichnet o(S) die von S erzeugte o-Algebra
o({S7G) | G € 8)).
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Bemerkung (Diskreter Spezialfall). Im Falle, dass S eine diskrete Abbildung (also mit
diskretem Wertebereich) ist, ist die obige Bedingung dquivalent dazu, dass fiir alle beschrankt
messbaren f und s € ¥

Ey(f(X)[S(X) = s)

nicht von ¢ abhangt.

Beispiel. Im n-fachen Bernoulli-Modell ({0,1}",P({0,1}*"), BS™) mit der Bernoulli-
Verteilung By auf {0, 1} zum Erfolgsparameter 9 € [0, 1] ist die Statistik

S(x1,...,xn) = ixl
i=1

suffizient. Zum Nachweis hiervon reicht es, die Bedingung aus 2.1.6 fiir f von der Form
f(z) = 1g(x) zu uberpriifen. Die Bedingung bedeutet dann

Py(X € B|S(X) = s) hdngt nicht von 9 ab.

Sei also 0.B.d.A. B = {b=(b1,...,b,)} = {(0,0,1,...,1,0,...,0,1,...)} eine einele-
mentige Menge, dann

Py(X € B, S(X) =m)

Py(X € B|S(X) =m) =

Py(S(X) = m)
0 , falls S(b) #m
= Py(X€EB
0 , falls S(b) #m
- gr-(1—9)n sonst
() -om-(=oyn=m

(m

Diese Zahl hiangt nun in der Tat nicht mehr von 1 ab, somit ist S eine suffiziente Statistik.

0 ,falls S(b) #m
- L sonst

Bemerkung (Anschauliche Bedeutung einer suffizienten Statistik). Durch Bedingen /Festlegen
auf das Ergebnis der Hilfsbeobachtung S = S(X) verbleibt zwar noch ein gewisser 'Rest-
zufall’ in der Beobachtung X, allerdings hingt dessen Verteilung nicht mehr von 1 ab.

Die Bezeichnung suffizient wird durch das folgende Resultat gerechtfertigt, das wir hier

nur zur [llustration anfiigen.

Satz 2.18. In einem parametrischen Modell mit suffizienter Statistik S ist das Maf§ Py
durch seine Bildverteilung Py o S™! unter S festgelegt.

Beweis. Die Verteilung Py ist durch die Integrale Ey(f (X)) von nichtnegativen messbaren
Funktionen f : X — R festgelegt. Die bedingte Erwartung Ey(f(X)|o(S)) ist eine o(S)-
messbare Zufallsvariable, und daher darstellbar in der Form

Ey(f(X)|o(S)) = folS)
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mit einer gewissen messbaren Funktion fo: 3 >R Ey(f(X)). Aufgrund der Suffizienz
von S hangt die Funktion fy = f in der Tat nicht vom Parameter ¢ ab. D.h. fiir jede
messbare Funktion f : X — R existiert eine messbare Funktion f : ¥ — R, so dass

Eo(f(X)|o(S)) = f(S) Py — fast sicher.

Mit vy := Py o S~ gilt folglich
Ey(f(X)) = Eg[Es(f(X)|o(S)] = Es(f(5)) = /Ef(S)Vv(dS)- m

Satz 2.19 (Rao-Blackwell). Seien (X, §, (Py; 9 € ©)) ein statistisches Modell, T : © — R4
eine Kenngrife, S : X — ¥ eine suffiziente Statistik und T : X — RY ein erwartungstreuer
Schatzer fir . Weiter sei

T:X =R T =E(T|o(9)),
dann ist T ebenfalls ein erwartungstreuer Schdtzer fir T mit
Vo(T") < Vy(T).
Dabei gilt genau dann Gleichheit, wenn T = T' Py-fast tiberall gilt.
Bemerkung. Im Spezialfall dass X diskret ist, kann man 7" auch beschreiben durch
T'(x) = Eo(T(X)[S(X) = S(x)).

Beweis von 2.19. 1) Aufgrund der Suffizienz von T" héngt die Konstruktion von 7" nicht
von ¥ ab. T” ist somit insbesondere wohldefiniert.
2) T" ist erwartungstreu, denn die Projektivitdt der bedingten Erwartung liefert

Ey(T") = Eg(Es(T|0(5))) = Ep(T) = (1)
3) Mit der Jensen’schen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen in Schritt () gilt schlielich

Vo(T') = Eo([T" — 7(9)]?)
= Ey([Eg(T|0(S)) — 7(9)])
— Eo([Eo(T — 7(9)|0(9))]%)

< Eg(Ey([T — r(9)/0(S)))
— ([T — (0)) = Vo(T). 0

Bemerkung. Der Satz von Rao-Blackwell liefert ein konstruktives Verfahren zur Verbesserung
von erwartungstreuen Schatzern durch Integration entlang der Hilfsbeobachtung S.

Beispiel. Tm n-fachen Bernoulli-Modell ({0,1}*", P ({0, 1}*"), BS™) ist

S(x1,...,Tp) = zn:ml
i=1
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eine suffiziente Statistik. Weiter sei 7(¢) := 9 und
T(xy,...,2,) = 21,
dann ist T" erwartungstreu, denn
Ey(T) = Ey(zq) = 9.
WIr konstruieren einen neuen Schétzer 77 aus T' vermoge S nach Rao-Blackwell wie folgt.

T'(x1,...,2) =Ey(T|S = S(x1,...,2,))
—_—

=8

_ Ey(T - 1g—s)
]P’ﬁ(S = S)
]P)ﬁ(a:l:l, i:lmizs)
- Py(S = s)
oo
Rg(S == S)

_(C)ra-omr s
(2)195(1 — P n

Also haben wir den neuen Schétzer

Vy(T) = 9(1 — )

9(1 —0)

Vo(T') = -

Ist der Schétzer 7" im Sinne des quadratischen Fehlers echt besser als T'.

Das folgende praktische Lemma liefert eine Charakterisierung all der statischen Mod-
elle, die eine suffiziente Statistik aufweisen.

Satz 2.20 (Neyman-Fischer Faktorisierungslemma). Sei (X,§, (Py; 9 € ©)) ein requldres
statistisches Modell. FEs existiert genau dann eine suffiziente Statistik S : X — X, wenn

dh:0xE = R:p(,z)=h,S(x)) - k(x) po-fast iberall

und eine fir eine gewisse messbare Funktion k: X — R.
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Beweis. =" (Fir den Fall, dass X diskret ist.) O.B.d.A. ist po(dz) das Zahlmaf.

Py(S(X) = 5)
—
9(1971:) MO(J:)

= Ls(@)=s -
@ > oW y) - po(y)
yeX,S(y)=s \:T/

9(197 l’) Suffizienz
— ]l e — e
S(z)=s Z Q(ﬂ,y) f($75>

yeS—1(s)

= Ls@=s - 00, 2) = f(z,5)- > o(d,y)

yeS—1(s)

Py(X = z|S(X) = 5) = Ls(a)=s

h(9,s)
Wabhl von s = S(x) fithrt somit zu

= o(z,0) = f(z,5(x)) - h(0, S(x)) = k(x) - h(D, 5(x))
?«<”: Ubung. U

2.1.7 Vollstandigkeit und der Satz von Lehmann-Scheffé

Es stellt sich nun die Frage, ob man das Rao-Blackwell Verfahren unbegrenzt iterieren
oder ob es irgendwann abbricht? Eine Antwort gibt der Satz von Lehmann-Scheffé. Dafiir
brauchen wir allerdings noch einen weiteren Begriff.

Definition 2.21. Sei M = (X, F, (Py; ¥ € O)) ein statistisches Modell. S : X — (3, 8)
heit wvollstindig, falls fiir alle messbaren h : ¥ — R mit Ey(h*(X)) < coVi € © die
Implikation gilt

(Eo(h(5) =07 9 € ©) = (h(S) = 0 Py-fast iiberall ¥ 9 € ©).

Beispiel. Sei M wieder das n-fache Bernoulli-Modell. Die Statistik

S(xy, ..., o) = ixl
i=1

ist vollstandig, denn sei h : Z — R beschrankt, dann gilt

m

a(h($) = 3 ()01 = oyt

m=0

e () () e

m=0

no <7Z> (%)mh(m) =0 W9€lo 1]

Somit folgt aus
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durch Variablentransformation y = % dass
“/n
> ( )h(m)ym=OVyeR>o
m=0 m

das Nullpolynom in der Variablen y ist, d.h. h(m) =0V m, also h = 0.

Satz 2.22 (Lehmann-Scheffé). Falls (X, 5, (Py; ¥ € O)) ein statistisches Modell, 7 : © —
R eine Kenngrofie, T : X — R ein erwartungstreuer Schatzer mit endlichem zweiten
Moment bzgl. aller Py,0 € © und S : X — (X,®) eine suffiziente und vollstindige
Statistik ist, so ist

T =Ey(T | 0(9))

der eindeutige varianzminimierende erwartungstreue Schdatzer.

Bemerkung. Es konnte jedoch einen im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers besseren
nicht-erwartungstreuen Schatzer geben.

Beweis von 2.22. Nach Rao-Blackwell ist 7" erwartungstreu und
Vo(T") < Vy(T).
Sei H ein weiterer erwartungstreuer Schétzer mit H' = E(H|S). Sowohl 7" als auch H’

sind dann o (S)-messbare Zufallsvariablen. Somit existieren messbare Funktion ¢, h : ¥ —
R so, dass

und
0=Ey(H = T") = Ey(h(S(X)) = t(S(X))) = Ey((h = £)(5(X))) V0 € ©.
Aus der Vollstandigkeit von S folgt nun
(h —t)(S) = 0 Py-fast tiberall V 0 € ©,

d.h. H'(z) = h(S(z)) = t(S(z)) = T"(x) Py-fast tiberall. O

Die einmalige Ausfithrung der Rao-Blackwell-Konstruktion entlang einer suffizienten
und vollstandigen Statistik S fithrt somit fiir verschiedene erwartungstreue Schétzer der-
selben Kenngrofe 7 stets auf den gleichen (optimalen) erwartungstreuen Schétzer. Ins-

besondere konnen wir noch das folgende Ergebnis festhalten.

Korollar 2.23. Ein erwartungstreuer Schatzer der Form T(x) = t(S(x)) mit einer
vollstandigen und suffizienten Statistik S st UMYV.
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2.1.8 Der optimale Varianzschatzer im n-fachen Gauf3modell bei unbekan-
ntem Erwartungswert.

Im folgenden geben wir ein Beispiel fiir einen UMV-Schatzer, der nicht Cramer-Rao op-
timal ist. Wir arbeiten dazu im n-fachen GauB-Produktmodell Py = (v",;m € R;v > 0)
auf (X,F) = (R",B(R")) mit unbekannten Parametern m und v. Gesucht sei ein Schétzer
fiir den Parameter v. Wie am Ende von Abschnitt 2.1.5 gesehen, ist die scharfe Version
des Satzes von Cramer-Rao hier nicht anwendbar. Dennoch gilt das folgende Resultat.

Satz 2.24. Im n-fachen Gauf-Produktmodell Py = (v2":m € R;v > 0) auf (X,§) =

mus
(R™,B(R™)) mit unbekannten Parametern m und v ist

der gleichmdfig beste Schdtzer fir v.
Zum Beweis benétigen wir einige Vorbereitungen.

Definition 2.25 (Mehrdimensionale exponentielle Familien). Ein statistisches Modell
(X,5,(Py;0 € ©)) mit © C R? heifit mehrdimensionale exponentielle Familie, falls die
Likelihood-Funktionen darstellbar sind in der Form

1
9. 1) — . AW)T(@)

mit 2(J¥) € Rug, A(Y) € R und T : X — R? messbar.

Bemerkung. Nach Umparametrisierung des Modells gemafl samtlichen auftretenden
Vektoren in 2 := {A(J) | ¥ € ©}, d.h.

(¥, z) = o(A, x)
mit ]
(A - A-T(z)
0(A, ) A ©
ist dann die Menge der auftretenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch beschrieben

als X
{o(¥,2) | ) € ©} = {o(A,x) | AeA}.

Diese Darstellung wird auch naturliche Parametrisierung genannt. Von ihr wollen wir im
Folgenden ausgehen.

Satz 2.26. Im mehrdimensionalen Fall einer exponentiellen Familie

Py(dz) = P T@ y(dx)

1
z(9)
mit ¥ € © C R? ist die Statistik

T:X—R?

suffizient und vollstandig, sofern © mindestens einen inneren Punkt hat.
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Beweis. Die Suffizienz von T folgt aus (einer mehrdimensionalen Fassung von) dem Neyman-
Fisher Faktorisierungslemma (Satz 2.20). Zur Vollstandigkeit sei Q@ = {n € R* | |ln — o[, < e} C
O fiir ein Yy € O. Sei also f : RY — R beschrinkt messbar mit

Ey[f(T(X))] =0V 9 € 0O.
Sei f(z) = fi(x) — f_(x) die Zerlegung von f in Positiv- und Negativteil. Folglich ist

Eo(f, (T(X))) = / %mew%(m)) ().
X

Sei vo(dt) = (T) po(dz) das Bildma$ auf RY von g unter der Abbildung 7. Dann gilt

Ey(f,(T(X))) = / %ﬂ)e%(a ()
und .
Ey(f_(T(X))) = / e 0 ).

Insbesondere gilt fiir alle ¥ € Q:
[ e stany wiat) = [ s 0) .
R4 R4
Nach der Eindeutigkeit der Laplace-Transformation von Maflen gilt damit
f(t) woldt) = f-(t) vo(dt)
im Sinne von Mafien auf R?. Nach Definition von vy = (T 1)y ist dies dquivalent zu
S+ (T (@))po(dw) = f-(T(x))po(di)
im Sinne von Maflen auf X also (T'(x)) = f.(T(z)) — f-(T(x)) = 0 po-fast iiberall. O
Korollar 2.27. Jeder Schatzer der Form ®(T'(x)) fir
(V) = Ey(®(T(X)))
ist ein varianzminimierender erwartungstreuer Schatzer fir 7.

Beweis von Satz 2.24. Es handelt sich hierbei um eine mehrdimensionale exponentielle
Familie mit

T=T(x)=|> (), Zx € R?

i=1
——
=T =T
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und wir hatten bereits gesehen, dass

n n

da(w) = ni 1 Z(xz —7) = n i 1 Z($1)2 N % (Z%)

i=1 i=1

ein erwarungstreuer Schatzer fiir v ist. Zudem ist T eine suffiziente und vollstandige
Statistik fiir (Py). Da wir dy darstellen kénnen als

1 1 ~
o) = 25 (1) - L)) = BT (o)
folgt aus Korollar 2.27, dass ist dy(x) ein UMV-Schétzer fiir v ist. O

Vergleich mit der Cramer-Rao-Schranke

Wir wollen jetzt noch die Varianz des Schétzers d, mit der Cramer-Rao-Schanke fir
mehrdimensionale parametrische Modelle vergleichen. Diese lautet wie folgt.

Satz 2.28 (Cramer-Rao in R?). Seien (X,5, (Py;9 € O)) ein regulires® statistisches
Modell mit © C R? offen, 7: © — R und T : X — R ein erwartungstreuer Schditzer fiir
7. Dann gilt

Vy(T) > (V7,17'V7).

Dabei ist 1(9) die Informationsmatrix

(100)) = (B (5 080, X)) - 5 os(al0.X) ) )

Beweis. Zunachst gilt wie zuvor in 1d hier fiir die partiellen Ableitungen

9 0
7 () =~ Ey(T
50, = g, =)

~ & (7(X) 55 lou(e(0. )

Ferner gilt
0
Ey <%1Og(9(ﬁaX)>> =0

3Die Regularititsbedingung 3) aus dem eindimensionalen Fall © C R fiir % muss hier hier durch

die entsprechende Regularititsbedingung fiir sdmtliche partielle Ableitungen %,i =1,...,d, ersetzt
werden. /
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und
VVarg(T) = /Vy(T) = sup Covy(T, Z)

Vo (Z2)=1
= sup Ey(T-2)

Vo (Z)=1

Ey(Z)=0

Ey(T-2)

= up B —

Ey(Z2)= Vy(Z)

R(n)
log(o(¥, X

§ an Fur gl )))
> sup

neRrd Vﬂ(R( )
_ (Vmm)

(n, In)
Somit
Vo) > sup 0L — gy (Trgp= sup (I7Vr, In)
nerd \/(n, In) )<t (n,Im)<1

= ([T, 117'V7) = \/(V7,[-VT) O

Beispiel. Fiir die Anwendung von Satz 2.28 im n-fachen n-fachen Gauf3-Produktmodell
Py = (vl m € Ryv > 0) auf (X,§) = (R",B(R")) mit unbekannten Parametern m und
v fiir die Kenngroﬁe

T(m,v) =v :>V’7':((1))

berechnen wir

v 2v — 202 — 20?2 —
und . .
x;—m
T 2 v
Folglich -
I5(9) = Ey(uy(X)?) = 302
1n(9) = Ey(un(X)?) = =
Lio(¥) = I (¥) = Ey(um(X) - u, (X)) = 0.
Also -
w=(§ )
und damit
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so dass

-1 1
V(T) >(Vr,I°Vr) =15 = —.
Ferner rechnet man direkt nach (Ubung), dass
202 202

Vimaoy (da) = .
(mao)(dz) = ——— > —
Da dy UMV-optimal ist, gibt es also keinen Cramer-Rao optimalen Schatzer fiir v im
n-fachen Gaufimodell, sofern m ebenfalls unbekannt ist.

2.1.9 Bayes’sche Schatzer

Der sogenannte Bayes’sche Ansatz liefert ein weiteres Konstruktionsverfahren fiir Schétzer.
Allerdings hangt diese Methode von einer weiteren Grofle ab, die in einem statistischen
Modell zunéchst nicht enthalten ist, ndmlich einer zuvor gewahlten (a-priori-) Wahrschein-
lichkeitsverteilung v auf der Parametermenge O.

Beispiel (Miinzsack). Wir finden groflen Sack mit Miinzen unterschiedlicher Art, d.h.
insbesondere mit unterschiedlichen Erfolgsparametern p. Wir nehmen an, dass jeder Er-
folgsparameter p € [0, 1] gleich haufig vorkommt. Wir ziehen nun eine Miinze und werfen
sie n mal.

o Die Wahrscheinlichkeit, mit der gezogenen Miinze k& mal Erfolg zu haben, betragt
(mit X= Anzahl der Erfolge)

P(X = k) = / B(n, 9)[k] v(d9),

(0,1]

mit B(n,9)[k] = (})9*(1 — ¥)"* (Binomialverteilung zum Erfolgsparameter ¢ €
[0,1]) und v(d?¥) = df (Gleichverteilung auf [0, 1]).

o Angenommen, wir hatten beim n-maligen Werfen mit der gezogenen Miinze k mal
Erfolg, so kénnen wir uns nun ("a-posteriori’) fragen, welche Wahrscheinlichkeitsver-
teilung sich hieraus fiir den unbekannten Erfolgsparameter p der gezogenen Miinze
ergibt. Dies ware zum Beispiel bedeutsam, wenn wir ein neues Spiel mit dieser
gezogenen Miinze spielen wollten. Hierzu stellen wir fest, dass

P(X =k,0e€dd) PX =k[Yedd)- P edi)
P € di| X =k) = PX = ) = FIX = )
B(n,9)[k]v(d9)

= T B, o) v(ag) - xd)
[0,1]

Wenn wir also wie zuvor von der Gleichverteilung v(dd) = dv auf [0, 1] fiir die im
Miinzsack enthaltenen Miinzen bzw. Erfolgsparameter ausgehen, ergibt sich

(MrL -0 r a9 1

[ ()okQ =)+ a9 B(k,n—k)
0.1

Ux—p(dd) = SR (1 =) dw.
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Dies ist nicht mehr die Gleichverteilung sondern die sogenannte Beta-Verteilung?
auf [0, 1] mit den Parametern (k+1,n — k + 1).

Die in diesem Beispiel auftretenden Verteilungen v und vy heiflen a-priori bzw. a-posteriori-
Verteilungen fiir den unbekannten Parameter ¥ € ©. Allgemein verwenden wir die fol-
gende Sprechweise.

Definition 2.29. Sei (X,3, (Py;¥ € 0)) ein Standardmodell mit Likelihood-Funktion
o(¥, ). Dann heiit ein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf (0, 1) a-priori- Verteilung fiir den
Parameter ¥ € ©. Zu o € X heifit
v
v(dd) = — 202 )

J 0@, 9)v(dv)
(C]

die a-posteriori- Verteilung fir den Parameter 9 € © gegeben die Beobachtung z.

Im Beispiel des Miinzsackes war also (X, 3, (Py;9 € ©)) das Binomalmodell fiir n
Versuche und unbekanntem Erfolgsparameter p, sowie 9 € [0, 1], v(d¥) = das uniforme
MafB auf [0,1]. (Letzteres entsprang unserer Annahme, dass im Miinzsack jeder Erfol-
gsparameter gleich wahrscheinlich auftritt. Wir hatten also auch ein anderes a-priori Maf3
wihlen kénnen.) Mit dieser Wahl vom a-priori Maf v erhalten wir die durch & € X
parametrisierte Familie von a-posteriori Verteilungen auf [0, 1]

9 (1 — 9yt

v (V) = 9

—

[k — )=k di
0

Bemerkung (Mathematische Bedeutung des a-posteriori-Mafles). Durch zuféllige Wahl
aus der Menge (Py)y geméB der Verteilung v ergib sich ein Wahrscheinlichkeitsmaf3

P(dzd?) = Py(dx)v(dv)

fiir das Auftreten von (z,9)-Paaren. Mit anderen Worten, fiir f = f(¢,z)

Eo(f(X,0)) = / / £, 0Py (dr)(d9)
e X

Die Verteilungen des statischen Modells
Py(dx) = P(dx|9)

sind somit die bedingte Verteilung von X unter P(¢,dz) gegeben 9. Die a-posteriori
Verteilungen ergeben sich jetzt aus P(dv, dz) durch Vertauschung der Bedingung, d.h.

v.(d9) = P(dd]a),

4Die Familie der Beta-Verteilungen

1

p—1(1 _ ,\a—1 _
Boa” (1-2) f(x), p,g>0

1
mit B(p,q) = [2P71(1 — 2)?"! dz sind Wahrscheinlichkeitsdichten auf [0, 1] (siche Kapitel 3).
0
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bzw. dquivalent hierzu durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge, d.h. fiir f =

f(0,x)
F(X,0)) = / / (@, 9 (d9)P, (d).

Die Randverteilung P, (dz) := [ Py(dz)v(dz) fir die Zuvallsvariable X unter P wird auch
als Mischung der Famlhe (IP’ ) mit der Verteilung v bezeichnet.

Definition 2.30. In der Situation wie in Definition 2.29 sei ferner 7 : © — R eine
Kenngrofle und sei 7' : X — R ein Schatzer. Weiter sei

E,((7(9))?%) < .
Dann heifit der Schatzer T' ein Bayes-Schatzer zur Kenngrofle 7, falls

F.(T) = B,(Fo(T)) = [ Fo(T) / / () — T(ax) PBy(d ) (d9)

S}

minimal ist unter allen Schatzern T : X — R.
Satz 2.31. Unter den Voraussetzungen von Definition 2.30 ist

() = E,, (r(6)) = / r(0)va(d9)

S}

ist der (bis auf Nullmengen) eindeutig bestimmte Bayes-Schitzer zur Kenngrdfie 7.

Beweis. Sei T ein Schatzer. Dann wird der Ausdruck

/ / (0 )20, (d9) B, (dz)

/ () — TJ2w, (d9)

minimal, wenn fir jedes z € X die Funktion 7" — H,(T) fiir bzgl. der Variablen T

minimiert wird. Nun wissen wir aus der Wahrscheinlichkeitstheorie dass allgemein ein

Ausdruck der Form E(|X — ¢|?) fir ¢ = E(X) minimal wird, d.h. der Ausdruck H,(T) ist

minimal fir 7' = T(z) := [ 7(9)v,(d9) = E,, (7). O
)

Der Bayes-Schétzer T'(z) zur Kenngrofle 7 bei gegebener Realisierung x € X ist also
einfach der Erwartungswert von 7 unter dem a-posteriori Maf v, (dv) gegeben z.

Beispiel (Miinzsack, Forts.). Die a-priori-Verteilung auf [0, 1] war

=U([0, 1]).
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Hieraus ergeben sich die a-posteriori-Verteilungen auf [0, 1] gegeben = € {0,...,n}
9k (1 —9)nk
v(di) = - ( ) d.
/ (1—9)" " dd
\() 7
—B(k+1m—k+1)

Sei nun 7(9) = 9. Dann ist der Bayes-Schétzer fiir 9

B(z +1, n—x+1 /T
0

1
1
= ] / L — 0) Tl =

Bx+1l,z—k+1
0

Bx+2,2z—-k+1) x+1
Blz+1l,z—k+1) n+1

wobei man im letzten Schritt ausnutzt, dass B(p, ¢) ein Quotient von Gamma-Funktionen
ist (siehe Kapitel 3).

Im Miinzsack-Beispiel schétzt man also mit der Gleichverteilung auf [0, 1] als a-priori
Verteilung nach der Bayes-Methode den Erfolgsparameter der gezogenen Miinze auf (x +
1)/(n + 1), sofern man beim n-maligen Ausprobieren x Erfolge beobachtet hat. Mit
T(x) = “L =: T"(x) ist die Folge der Schitzer T™ zwar nicht erwartungstreu, aber nach

n+1 .
Satz 2.3 konsistent, denn

nd +1

E(T") = o — 9
und 9 (1—9)
V(T") = BCESI 0.

2.2 Bereichsschitzer (Konfidenzmengen)

In vielen Féllen wird ein Schatzer T fiir eine Kenngrofle 7 diesen fast sicher nicht treffen,
selbst wenn T' erwartungstreu ist.

Beispiel. Im einfachen GauB-Modell (R,B(R), (;,1;m € R)) mit unbekannten Er-
wartungswert m € R ist T(x) := x ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Kenngréfie
7(m) = m aber T(X) # m fast sicher, da X eine stetige Zufallsvariable ist und somit
einen fest vorgegebenen Punkt fast sicher nie trifft, d.h.

Po(X =¢)=0VceR

Als Losung fiir dieses Problem fiihrt man mengenwertige Schétzer ein, sogenannte
Konfidenzbereiche.

Definition 2.32. Sei (X, 5, (Py;¥ € ©)) ein statistisches Modell und 7 : © — ¥ eine
KenngroBe und « € (0,1). Dann heifit eine Abbildung

C:X—->PX)
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Konfidenzbereich fiir 7 zum Niveau «, falls
VIO : Py(C(X)a7(W)>1—a
Vereinbarungen.

1. Solang nicht anders definiert, beschranken wir uns in diesem Abschnitt stets auf den
Fall 7(9) = 9.

2. Fiir eine Menge C' C X x O fiihren wir die folgenden Schreibweisen ein:
C:={(z,9) eXx0|0eC(x)}
und
Cy:={reX|(z,9)eC}
C,=Cx)={d €0 | (z,9) € C}
3. Der Vollstandigkeit halber miisste die Definition 2.32 noch um die Messbarkeitsvo-

raussetzung

Cyed YIeo

erweitert werden, aber wir werden diesen technischen Punkt im folgenden ignorieren.
Bemerkung.

1. In Worten lautet die Bedingung an einen Konfidenzbereich wie folgt. Die Wahrschein-
lichkeit, dass C(X) die gesuchte Kenngrifse T(¥) enthdlt, betrigt mindestens 1 — a.

2. Die Notation
Py(t(¥) € C(X)) > 1 —«

ist formell aquivalent, konnte aber leicht zu logischen Fehlern fiihren.

3. Trivialer Weise ist die konstante Abbildung X 5 © — C(z) = © ein Konfidenzbere-
ich fiir jedes Niveau a > 0, aber leider vollkommen wertlos, weil aus der Realisierung
r keine Information iiber die Lage des Parameters 1) gewonnen wird. Man ist also
an moglichst kleinen Konfidenzmengen interessiert. Falls etwa C'(z) C C(x) fiir alle
z € X fiir zwei Konfidenzbereiche €' und C zum Niveau «, so ware C' vorzuziehen.

2.2.1 Konfidenzbereiche im Binomialmodell

Wir diskutieren drei Ansétze zur Bestimmung von Konfidenzbereichen im Binomialmodell
({07 s 7n} 773(%)7 (]P)ﬁa v e [07 1])) mit Py = Bn,ﬂ-

1. Methode. (Verméoge Tschebyschev-Abschitzung)
Wir benutzen den Schatzer T'(z) = % und wihlen den Ansatz C(z) = (£ —¢, % +

n

). Hierbei ist € > 0 so zu wihlen dass B,y (!% - 19| > 5) < «. Nun gilt mit der
Tschebyschev-Ungleichung

X 1 X (1 -0 1 !
B,y (‘——19‘ 25) < - Vary (—) = ( ) < < a,
n € n

n2e?2 T npde? T
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wobei wir ¥(1 — ¢) < 7 benutzt haben, und die letzte Ungleichung zutrifft, falls

1
4

— 2v/na’
Wir halten das Ergebnis in einem Satz fest.

Satz 2.33. Im Binomialmodell ({0,...,n},P(X), (Py; ¥ € [0,1])) definiert die Vorschrift

X

T
{0,...,n} 32— C(x): (E—s,ﬁ—F&)CR

mit € = 1/2/na einen Konfidenzbereich zum Niveau o« > 0 fiir den Pararmeter 1.

Falls wir also eine unbekannte Miinze n = 1000 mal werfen, so iiberdeckt das zufallige

Intervall
C(z) = (/1000 — 0.1,2/1000 + 0.1)

einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 0.9975 = 1 — a (fiir @ = 2.5%) den unbekannten
Erfolgsparameter 9.

2. Methode. (Clopper-Pearson oder Quantil-Methode)
Hier konstruieren wir die Menge C' C X x © in ¥-Schnitten wie folgt.

1. Bestimme zu ¥ € © ein Cy, sodass

Py(X € Cy) > 1—a

2. Setze C':= |J Cy x {0}

veCy
3. Definiere C'(z) := {9 € © | (z,9) € €}

Bevor wir diesen Ansatz weiterverfolgen, erinnern wir noch an die niitzliche Quantil-
Sprechweise fiir reelle Verteilungen.

Definition 2.34. @) sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, o € (0,1). Dann heifit ¢ € R
a-Quantil zur Verteilung @, falls

Q((—00,q]) = @ und Q([g,00)) > 1 - a.
Bemerkung. o %—Quantile heiflen Mediane.
o Die -Quantile und 2-Quantile heifien auch 1. bzw. 3. Quartil.
o Ein (1 — a)-Quantil heiBt a- Fraktil.

In diesem Sinne handelt es sich bei der Clopper-Pearson-Methode um einen Quanti-
lansatz, d.h.

Cy=A{z_(9),...,2,(9)} mit

r (V) = max{x €X | Bnp({0,....,2—1}) < %}
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24 (V) :min{xE% | Bpy({z+1,...,n}) < %}

r_(1) ist also das gréfite §-Quantil der B, y-Verteilung und x,(9) ist das kleinste §-
Fraktil der B, g-Verteilung. Geméaf unserem Ansatz definieren wir nun

C:= ] Cyx{v},

¥€(0,1)

so dass

Clz)={0e0|(2,9)eCt={9€0|2_(9) <z <, ()},

Um die Intervallgrenzen von C'(x) zu erhalten, miissen wir also die Funktionen 9 — x_ ()
und ¥ — x, (¢) invertieren. Das folgende Lemma gibt eine (mehr oder weniger) explizite
Darstellung der Inversen dieser beiden Funktionen in Form von Quantilen von geeigneten

Beta-Verteilungen an.
Lemma 2.35.
1. Firx € {1,...,n} ist die Funktion
U Bhy({z,...,n})
stetig und strikt wachsend auf [0,1]. Ferner gilt

Bn,ﬁ({x7 s ’n}) = Bw,n—m-&-l([oa 19])

2. Es qult
r<z,(0) & Bw,n—m-&-l([ovﬁ]) >

| e

bzw.
o
r 2 CC,(ﬁ) A ﬂx,nferl([Ovﬁ]) > 5
3. Die Bedingung
z-(¥) <z < ai(9)

15t aquivalent zu

p-(z) <9 < pi(2)
wobei p_(x) das §-Quantil der By n_ny1 -Verteilung und py(x) das § -Fraktil der
Br+1n—z - Verteilung bezeichnen.

Der Beweis ist elementar, aber durchaus aufwendig, so dass wir ihn hier nicht fithren
wollen (die Details findet man im Buch von Georgii auf S. 230.) sondern halten als
Konsequenz das folgende Ergebnis fest.

Satz 2.36. Im Binomialmodell ({0,...,n},P({0,...,n},(B,s; 0 €0,1])) seien zu a €
(0,1) die Funktionen

o p_(x) := §-Quantil der By n_p41-Verteilung
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o pi(x) := §-Fraktil der Byi1n—o-Verteilung
definiert. Dann ist die Vorschrift
x = C(x) = [p-(2),ps ()] C [0, 1]
ein Konfidenzbereich fir 7(9) = ¢ zum Niveau c.

Bemerkung. Die Zahlwerte von p_(z) bzw. p,(x) ermittelt man z.B. durch numerische
Integration.

Bestimmung von p_(x

Lo-4 g von p_(x)

25— w -

[Nl

Flacheninhalt

3. Methode. (Approximation durch Normalverteilung/Zentraler Grenzwertsatz)

Wir wihlen wieder den Ansatz C(z) = (T — &, 4 ¢) mit T = ~ > ;, sodass
=1

Py(|7 — V| <€) >1—a fir n hinreichend grof.

Der Zusatz hinter der Ungleichung ist wichtig, denn wir wollen nun Gebrauch vom Zen-
tralen Grenzwertsatz machen. Dieser ist eine asymptotische Aussage, so dass die Ungle-
ichung in der Tat nur fiir hinreichend grofie n gilt.

Zunachst erinnern wir an dieses fundamentale Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Satz 2.37 (ZGS). Es sei (X;) eine Folge von unabhdngigen Realisierungen eines reellw-
ertigen Zufallsexperimentes X; ~ Xo ¥V i mit E(XZ) < oo, so gilt

> (Xi — E(Xo))

i in Verteilung

n - Var(Xo)

vwa  falls m — oo.

Fiir die Anwendung des ZGS in unserem Fall sei

§<$i—ﬂ>
n-9-(1—-17)

gn =



2.2 Bereichsschitzer (Konfidenzmengen) 39

die normierte Summenvariable, so finden wir, dass fiir x > 0 und n — oo
Im Py (|&,] < k) =P (|N| < k)

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable bezeichnet. Folglich gilt fiir hinre-
ichend grofie n
Py (I&n] <A)>1—a,

falls A > 0 so gewédhlt ist, dass ®(A) — &(—A) > 1 — « fir die Verteilungsfunktion
d(t) = \/%7 ['_ e **/2ds der Normalverteilung.

Bestimmung von A

0.4 8
Flacheninhalt 1 — «

8

~—

Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung ist dies dquivalent zu der Bedingung
2(1 -9(A)) < o

Falls A > ®7'(1 — %), also gréBer als das «/2-Fraktil der Standardnormalverteilung
gewéhlt wurde, tritt somit fiir hinreichend grofie n das Ereignis {|€,| < A} mit Wahrschein-
lichkeit nicht grofler als o auf. Nach Definition von &,

Gl < Ao fmov| <ay/ 209

Da ¥(1—9) < 1 folgt hieraus auch, dass dann [T—9| < 3 37+ Somit finden wir abschlieffend,
dass unter Py mlt ¥ €]0, 1] das Ereignis

{lz =9 < \/_} mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — «

eintritt, sofern A > ®(1 — §) und hinreichend gro8, d.h. falls n > N = N(a, ).

Fiir die Zusammenfassung dieser Uberlegungen fithren wir nun noch die folgende
Sprechweise ein.
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Definition 2.38. Fiir eine Folge von statistischen Modellen (X,,, §y, (P})sco) mit gemein-
samer Parametermenge O heifit eine Folge von Abbildungen C), : X,, — B(O) ein asymp-
totischer Konfidenzbereich fiir 9 zum Niveau o € [0, 1], falls fiir alle ¢ € ©

lim inf P (C, 3 9) > 1— o

n—oo

Mit dieser Sprechweise liest sich das Ergebnis in dieses Abschnitts wie folgt.

Satz 2.39. In der Folge der Binomialmodelle ({0,...,n},P({0,...,n},(Byg:9 € 0,1]))
definiert die Vorschrift

x— Ch(x)=(T—ep,T+e,) CR

einen asymptotischen Konfidenzbereich zum Niveau o € [0, 1] fiir den Parameter ¥, sofern

Es gibt mehr als diese drei Methoden zur Konstruktion von Konfidenzbereichen im Bi-
nomialmodell. Zur Illustration zeigen wir noch einen gemeinsamen Plot der Randkurven
Y_(.) und 94(.) von x — C(x) = [J_(x),9,(x)] fir die verschiedene Konfidenzbere-
iche C' im Falle von n = 40 und n = 100 (Quelle: Wikipedia). (Die Randkurven zur
"T'schebyschev-Methode” wéren Geraden und sind nicht eingezeichnet.)

0.45 T T T T 0.08 T T T

- ]
1} 5 10 15 2

ClopperPearson Standard ‘Wilson Agresti-Coull
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2.2.2 Pivotstatistiken

Abschlielend wollen wir noch eine allgemeine Methode zur Konstruktion von Konfi-
denzbereichen darstellen, der wir spater im Zusammenhang mit Tests wiederbegegnen
werden.

Definition 2.40. Sei (X,3F, (Py; ¥ € O)) ein statistisches Modell und 7 : © x X — 3 eine
Abbildung. Dann heifit 7 eine Pivot-Statistik oder auch nur Pivot, falls fiir ¥ € © die
Verteilung von

7(d,): X =X
unter Py nicht von ¢ abhéangt, d.h. es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl n auf 3, s.d.
Py(n(¥,X) € 6) =n(6) VI € O.

Beispiel. Im statischen Modell einer auf einem reellen Einheitsintervall unbekannter Lage
gleichverteilten Zufallsvariable (X,§, (Py;0 € 0)) = (R, B, (dz [y_1 9,10 € R)) ist
7(¥, ) := (x — ¥) ein Pivor, denn fiir eine beliebige messbare Menge J C R gilt

Py(m(0,X) € J) =Py((X —9) € J)
:U[féé]((X-i-l?)—ﬁEJ)
= [7%7%](X€J>
=Uyy0J).

Beispiel. Im einfachen Gaufi-Modell mit unbekanntem Erwartungswert (X, 5§, (Py; 0 €
©)) = (R,B, (Vm1;m € R)) ist m(m,x) := & —m unter P, stets vy, verteilt. D.h. die
Verteilung von 7(X, m) hingt nicht mehr von m ab. Somit ist = Pivot.

Satz 2.41. Sei m = w(J,z) ein Pivot fir das statistische Modell (X,§, (Pg;¥ € O)) mit
Pivot-Verteilung n (gemdfS Definition 2.40). Zu o € (0,1) sei & C X eine messbare
Menge mit

n6G)>1—-a

Dann ist die Menge
C:={(W,z)e©@xX|7n(,x) €S}

ein Konfidenzbereich fir 9 zum Niveau .
Beweis. Sei x — C(z) :={9¥ € © | n(¥,z) € &}. Dann gilt:
Py(C(X)29) =Py({z € X | m(9,2) € G})
=Py(n7 (9, )(6))
=1(6)
>1—q. O

Beispiel (Gauf’sches Modell mit bekannter Varianz). (X, §, (Py; ¥ € 0)) = (R, B, (vpm1;m €
R)), m(m,x) = x — m ist Pivot. Sei a € (0, 1). Dann gilt z.B.:

e (15 (1)) 21
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wobei ®(t) = 1/v/2m fot e~*/2du die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

bezeichnet. D.h. mit (also dem «/2-Fraktil A := &~ (1 — ) von 1 gilt

& = [-A, 4], 7(S) = 15,(6) > 1 - a,

Entsprechend definiert C(z) = {m | t — m € &} = [x — A,z + A] einen Konfidenzbereich
fiir den unbekannten Parameter m.

Falls wir weder m noch v kennen, wird die Konstruktion eines Konfidenzbereichs z.b.
fiir v erheblich komplizierter. Hierbei tritt die sogenante Student’sche ¢-Verteilung auf,
die wir im nachsten Kapitel zusammen mit anderen Verwandten der Normalverteilung
systematisch kennenlernen werden.

Satz 2.42 (Gauf’sches Modell mit unbekannte (m,v)). Sei M das statistische Modell des
n-fachen Gaufversuches mit unbekannter Varianz v und unbekanntem Erwartungswert m.
Seien ferner o € (0,1) und to)o das §-Fraktil der t,_,-Verteilung (Student-Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden). Dann ist

_ fvu* [u*
C(a:) = (i[f — ta/Q g,x + ta/Z g)

(x; — T)? ein Konfidenzbereich fiir den Parameter m zum Niveau c.
1

3

mit v* = -
n—1 ¢
3

Beweis. Im néchsten Abschnitt der Vorlesung werden wir sehen, dass die GroBe 7(9, z) =
T(z) = EJHL:‘ n unter P, ,y verteilt ist nach der ¢,_;-Verteilung (siche Satz 3.9). Ins-

besondere 1st T}, also ein Pivot, und wir erhalten aufgrund der Symmetrie der Student-
Verteilung

Pﬁ<Tm S (_ta/27ta/2)) 2 11—«

v* v*
To(x) € (—taja,taje) & me (z—tam/?fﬂam/g) , 0
=C(a)

und

N

3 Verteilungen rund um die Normalverteilung

Die fundamentale Bedeutung der ein- oder mehrdimensionalen Normalverteilungen ergibt
sich aus dem zentralen Grenzwertsatz. Entsprechend spielen Normalverteilungen auch in
der Statistik eine herausragende Rolle. Bei der Analyse von Gaufy’schen Modellen treten
dann weitere Verteilungen natiirlich auf, die wir in diesem Abschnitt als Vorbereitung
systematisch studieren.

Vereinbarung zur Schreibweise. Verteilungen auf R (bzw. auf Teilmenge von R), die
absolut stetig gegentiber den Lebesgue-Maf sind, werden im Folgenden geschrieben in der

Form .
v(dr) = Eg(x) dx

mit Z = fR g(x) dx, d.h. Z ist nur eine Normierungskonstante. Der explizite Zahlwert
von Z hangt im Einzelnen von g ab. Diese Abhangigkeit wird in der Notation fortan nicht
berticksichtigt.
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Satz 3.1. Fualls X ~ 144, so gilt
X%~ F1/2,1/2

Dabei ist I p)(dx) = % . ]IRZO(x)e_bxxp_l dz die sogenannte Gamma-Verteilung zu den
Parametern p,q > 0.

Beweis. Sei X ~ 1. Dann gilt fiir eine beschrankt messbare Funktion f: R — R:
AR B R
E(f(X°) = [er=fl@a)de"= — [ e 2f(y)5— dy =E(f(Y))
0

sofern Y eine reelle Zufallsvariable mit Y ~ I' /51 /5 ist. ]

Bemerkung. Die Normierungskonstante der I'-Verteilung zu Parametern b, p ist

Z(b,p) = / e P! dy = F{E}{)).

R>g

(Die Funktion I'(p) = [;* e™"tP~* fiir p > 0 ist die Gamma-Funktion. Es gilt T'(p + 1) =
(p+1I(p).)

Satz 3.2. Seien X ~T',, undY ~ 1T, s unabhdangig. Dann sind die Zufallsgroffen X +Y
und XLH, stochastisch unabhdingig. T s bzw. B(r,s) verteilt.

Bemerkung. Die Familie der Beta-Verteilungen

a:p_l(l — x)q_ldx”()’l]

B(p,q)(dx) = B(%

~—

fiir Parameter p, ¢ > 0 und B(p, q) = fol P71 (1—2)971 dz, ist eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf [0,1]. Je nachdem ob p bzw. ¢ groBer oder kleiner als 1 ist, hat die
Dichte eine Null- oder eine integrierbare Polstelle bei x = 0 bzw. x = 1.

Beta-Verteilungen

T I
—p>1
—p<l1
0.4 8
=
S
0.2 :
0, -
0 0.5 1
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Beweis von Satz 3.2. Sei f : R? — R beschrankt messbar. Dann gilt:

—az, r—1 _—ay, s—1
E(f(X+YX+Y)) // (+y, +y)6 x e Yy dxdy

>O >O
r—1 s—1
_ 4 / / e v x+y) o~ ola+y) <xiy) <1 _ xf_y) (z +y)"*2 dudy
R>0 R>o
- 1 rrsa |4 Y)
I au r—1 s—1 r+4s 2 |\ 5
= / /f u,v) (1—v)""u ‘d(u,v) dudv
R>0 R>o
1
= / / fu,v)e = (1 —0)* ™ dudv = E(f(U,V)),
RZO RZO

falls U und V' zwei stochastisch unabhangige nach I'y ;s bzw. 3, ; verteilte Zufallsvari-
ablen sind. Dass U und V hierbei unabhangig zu wahlen sind, folgt aus der Struktur
der Integrationsdichte e~y s~ 1y"=1 (1 — 'U)S_l als Produkt zweier Funktionen in v und
v. [l

Bemerkung. Wiahlen wir f(x,y) = ¢(y), so gilt

oo’
E — —au, r+s—1 d r—1 1— s—1 d
(V) = st [ du [ oo =0 de
R>o [0,1]
ar+s F(r—i— S)

T T(0(s)  arts / p(o)o" (1= v)" dv

[(0,1]

Als Normierungskonstante der Beta-Verteilung finden wir somit in der Tat

L(r)C(s)

B(r,s) = T 19)

Korollar 3.3. Sind X, ..., Xy i.i.d. ("identically independent distributed’ bzw. “identisch

unabhdngig verteilt’) gemdf vy, so gilt

n

Z(Xi)z = F1/2,n/2

i=1
Beweis. Zunachst liefert Satz 3.2, dass

(X1)2 ~ 1212, (X2)2 ~Ty/21/2
Wenn nun U ~ I’y /35,2 und X, 1 >~ I';/21/2, so schlieBen wir induktiv mit Satz 3.2

n+1
Z(Xz‘)Q = U + (Xn11)? = Tijansariye = Dijonr) 2 O
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Definition 3.4. I'y/3,,/ heifit x*- Verteilung mit n Freiheitsgraden (kurz y2-Verteilung).

Satz 3.5. Seien Xi,..., X, Y1,...,Y, ti.d. vy -verteilt, dann ist die Zufallsgrofie

auf R>q verteilt gemdf fy, n(x)dz, wobei

1 r2 !
Jmn(2) = 5 ——mm 1
(z) Z ot m) S {220}
und o
m2nz
7 = .
B(%,%)

Definition 3.6. Die Verteilung zur Dichte f,, ,, heiit Fischer-Verteilung mit (m,n) Frei-

heitsgraden.

Beweis von Satz 3.5. Die Zufallsgrofen X := > X7 und Y
i=1

mit B
X ~ F1/2,m/2a
i; >~ Fl/gm/g.
Folglich
~ X
Z = =—= > Bm/an/-
Xty e
Da _ B
Fo,—t_n_ 2

m?_ml—Z

konnen wir schreiben

w
I tw

m

n-m

mit v = u(w) = T muw)?

undfil—“:
W

i=1

was eingesetzt die Behauptung ergibt.

= > Y? sind unabhéngig

O
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Satz 3.7. Seien X,Y:...,Y, w.i.d. vyi-verteilt. Dann ist

auf R wverteilt mit Dichte

und

Z = B(1/2,n/2)vn.

Definition 3.8. Die Verteilung ¢,(x)dx zur Dichte ¢,(x) auf R heiit Student- Verteilung
mit n-Freiheitsgraden.

Student-Verteilung

|
—4 -2 0 2 4

Beweis zu Satz 3.7. Wir stellen zunachst fest, dass 7" auf R symmetrisch verteilt ist.

Weiter gilt
X2
P=—~F,.

éw

3=

Damit folgt
P(T| < a)=P=(T? < a®) =P(F, <a?)

N _{ t(x) do = 0/ fon(@) do.

Da t, eine gerade Funktion ist, folgt hieraus durch Differentiation nach dem Parameter
a, dass

f(a) = %2@ Fin(0®) = afin(a). 0

Satz 3.9 (Student, 1908). Im n-fachen Gauf-Produktmodell vy, gilt
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1. X =

3=

S Xi und V* = -1 3 (X, — X)? sind stochastisch unabhingig,
i=1 i=1

'd n—17 % 2
2. X ~ Vm, 2 und "—=V* ~ x>,

3. T, = @ ist t,,_q-verteilt.

Fiir den Beweis erinnern wir zunachst an einige Eigenschaften von mehrdimensionalen
GauBverteilungen.

Definition 3.10 (Multivariate Normalverteilung). Eine Ré-wertige ZufallsgroBe X heifit
Normal-(bzw. Gaufl-) verteilt, falls jede Komponente X;,i = 1,...,d, von X normalverteilt
ist.

Satz 3.11 (Charakterisierung multivariater Normalverteilungen). 1) X € R? ist genau
dann normalverteilt, falls gilt
1

Voraet ©

mit C € R~ (Kovarianzmatriz) und m € RY (Erwartungswert).

P(X € dx) = e~ 2{@=m).C7 a—m) g0 dy

2) Wenn X normalverteilt ist, dann ist die Verteilung eindeutig bestimmt durch
E(X) =m und Kov(X;, X;) = E((z; —ms)(z; —my)) = Cy Vi, je{l,... d}.

Beweis. Siehe Standardliteratur, z.B. Bauer "Wahrscheinlichkeitstheorie’. O

Notation. Wir schreiben v, ¢ fiir eine multivariate GauBverteilung mit Erwartungswert

d : : dxd
m € R® und Kovarianzmatrix C'€ R{70 .

Korollar 3.12. Falls X ~ v, o und A € L(R? R?) = R4 gilt
Y = AX ~ VAm,ACAT

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.11 (Ubung). O

Beweis von Satz 3.9. Py = V%‘v ist als n-faches Produkt von Gauf3-Maflen ein multivari-
ates GauB-MafBl mit 71 = (m,...,m) und Kovarianz-Matrix C' = diag(v,...,v), denn die
Komponenten (X;);—1.., sind unabhéngig standardnormalverteilt. Sei B = {b!,...,b"}
eine Orthonormalbasis von R™ mit b; = \/Lﬁ(l, ...,1) und sei T := BT die Matrix mit den
Zeilenvektoren aus B. T ist die Matrix fir den Basiswechsel im R™ von der euklidischen
Standardbasis zu B.

1. Sei nun Y :=T'X. Da B orthogonal ist, gilt

Insbesondere sind die Komponenten (Yi,...,Y,) wieder unabhéngig. Zudem

n n

— 1 11 Loy L
X:ﬁZXi:%-%;Xi:%(b,X>_\/ﬁY1.

=1
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Ferner

n n n

-1V =3 (X, -X)? =Y (X)X = |XP-YE = [YP-(0) =Y (M)A

i=1 i=1 i=2
Somit folgt die Unabhingigkeit von X und V* aus der von Y;,...,Y,.

2. Summen von normalverteil_ten Zufallsvariablen sind_ wieder normalverteilt. Somit
folgt aus E(X) =m, Var(X) = ;5 -n-v =2, dass X ~ vy, ».
Zur Bestimmung der Verteilung von V* kénnen wir wobei 0.B.d.A. davon ausgehen,
dass m = 0, denn bei Ersetzung von X; durch X; = X; — m andert V* sich nicht.

Hiermit finden finden wir
v =Y wr =Y (nve)

(Y (% N——
1=2 =2

~Vm,1

Damit folgt

n—1_.,
" Vi~ Xifl
3. Es gilt
_ o 1
s VX =—m)  VEE-m)
¢ CE SO S UG
mit {u(k) li=1,... ,n} unabhangig vy ;-verteilt. Damit ist 7,,, ~ ¢,,_;. O

Mit diesen Aussagen folgt nun die Behauptung im Beweis von Satz 2.42.

Satz 2.42. Im statistischen Modell des n-fachen Gauf3-FExperiments mit bekannter Vari-
anz v und unbekanntem Erwartungswert m ist fir o € (0,1) ein Konfidenzbereich fir den
Parameter m gegeben durch

_ v 2
C(l‘) - (Z’ - 770(/2\/;737 + 77a/2\/;)

mit dem §-Fraktil nae der vo1-Verteilung.

Bemerkung. Man beachte die Unterschiede zwischen den Aussagen von Satz 2.42 und
Satz 2.42. Obwohl sich die Formeln fiir die Konfidenzbereiche auf den ersten Blick gle-
ichen, werden bei unbekannter Varianz v als Ersatz v* und das §-Fraktil der Student-
Verteilung benutzt, wohingegen bei bekannter Varianz v und das §-Fraktil der Standard-
normalverteilung benutzt wird.

Korollar 3.13 (aus Satz 3.9). Im statistischen Modell des n-fachen Gaufs-Ezperiments
mit unbekannter Varianz v und unbekanntem Erwartungswert m ist fir o € (0,1) und
ag,ag € (0,1) mit oy + g = a ein Konfidenzbereich fiir den Parameter v gegeben durch

o@g:(”_%m”_lm)

Lo, Son

mit dem oy -Quantil so, von x2_, und dem as-Fraktil t,, von x2_,.
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Beweis. mg(X) = ”T_lV* ist x2_,-verteilt, also insbesondere ein Pivot. Damit gilt

P0(7W<X) S (Santaz)) = X?L—l((sal7t042)) >1l-ao
gemafl Wahl von s,, und t,,. Ferner gilt

-1 -1 -1
mo(X) =" V*e(sal,to@)@ve<n vl v*). 0

v s Say

Bemerkung. Die Grofie my(X) = —\/ﬁ(%—m) ~ 1y ist ebenfalls ein Pivot (bei unbekannten
v und m).
= Pﬁ(\%ﬁ(X) S (_na/2;77a/%)) Z 11—«

—(x)

Dieses Pivot ist aber weniger fiir die Konstruktion von Konfidenzbereichen geeignet, da
sich die hiermit gebildete Bedingung (*) nicht gut nach m bzw. v auflésen lésst.

4 Testen

4.1 Einfiihrung in die Testproblematik

Beispiel (Erfolgsparameter einer Miinze). Jemand bietet uns ein Wettspiel auf einen
Minzwurf an. Fir einen Wetteinsatz von einem Euro erhalten wir bei erfolgreichem
Ausgang des Miinzwurfs drei Euro zurtick. Da der Erfolgsparameter p € [0, 1] der Miinze
uns jedoch unbekannt ist, diirfen wir die Miinze zuvor einige Male ausprobieren.

Nach welchem Verfahren sollen wir entscheiden, ob wir die Wette annehmen (d.h. das
Spiel spielen)? Offensichtlich wéren wir bereit, das Wettspiel zu spielen, falls p > %
Um letzteres zu iiberpriifen, haben wir nun im wesentlichen lediglich die Moglichkeit, die
Miinze n mal zu werfen (mit n méglichst grofl) und in Abhéngigkeit von der Anzahl der
beobachteten Erfolge die Vermutung p < % oder die Vermutung p > % aufzustellen und

entsprechend das Spiel abzulehnen bzw. anzunehmen.

Eine Formalisierung dieses Vorgehens konnte dann wie folgt aussehen:

o Im statistischen Modell (X, 3, (Py; 0 € ©)) = ({0,...,n}, ({0,...,n}),(B(n,P))pejo,1)
(Binomialmodell)

formulieren wir als Nullhypothese die Aussage Ho: “p € O := |0, %)”

O

O

und als Alternativhypothese die Aussage Hi: “p € O := [%, 1]7.

o Wir verwenden eine Teststatistik t : X — [0,1], t(z) =z/n=7

@]

fiir den Test ¢ : X — [0, 1], ¢(2) = 1y(z)>. mit einem geeigneten Schwellwert c.

Die Aussagen Hy und H; sind einander widersprechende Behauptungen tiber die Lage
des unbekannten Parameters. Nur eine von beiden kann also richtig sein. Der Test wertet
eine Statistik ¢ auf der beobachteten Stichprobe aus und liefert nach Vergleich mit einem
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geeignet gewahltem Schwellenwertes ¢ den Indikator 0 oder 1 zuriick, je nachdem ob Hj
oder H; unterstiitzt werden.

Zur Vereinfachung der Sprechweise werden wir fortan zwischen ©; als Teilmengen
von © und den entsprechenden Aussage “0 € ©;” nicht unterscheiden. Man ldsst im
Allgemeinen nun auch noch sogenannte randomisierte Tests zu, deren Riickgabewert im
gesamten Intervall ¢ € [0, 1] liegen kann; bei gegebener Realisierung von ¢(X ) entscheidet
man sich schlieBlich noch einmal stochastisch unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit (X))
fir ©; und mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢(X) fiir ©,.

Definition 4.1 (Parametrischer Test). Seien (X, F, (Py; 9 € ©)) ein statistisches Modell
und zwei disjunkte Teilmengen ©g, ©; C O gegeben. Dann heifit eine Statistik ¢ : X —
[0,1] Test von Oy gegen O;. Falls ¢ hierbei Werte im Innern (0, 1) des Einheitsintervalls
annimmt, so heifit ¢ auch ein randomisierter Test.

4.2 Gleichmaflig beste Tests

Das Testergebnis hiangt geméafl ¢(X) von der beobachteten Stichprobe X ab und ist somit
zufillig. Hierdurch ergeben sich zwei Moglichkeiten, aus der gegebenen Realisierung X
eine falsche Schlussfolgerung zu ziehen:

o Die Nullhypothese wird verworfen, obwohl sie zutrifft.
Im Miinzbeispiel wiirden wir das Spiel also spielen, obwohl die Miinze keinen hin-
reichend grofien Erfolgsparameter hat. (Dies kénnte z.B. der Fall sein, wenn wir

beim n-fachen Ausprobieren der Miinze uncharakteristisch viele Erfolge beobachtet
haben.)

o Die Nullhypothese wird beibehalten, obwohl sie nicht zutrifft.
Im Miinzbeispiel wiirden wir das Spiel ablehnen, obwohl die Miinze einen hinre-
ichend grofien Erfolgsparameter hat. (Dies konnte z.B. der Fall sein, wenn wir beim

n-fachen Ausprobieren der Miinze uncharakteristisch viele Misserfolge beobachtet
haben.)

Man koénnte nun den ersten Fehler radikal minimieren, indem man als ¢(z) = 0
wéhlt (0-Test). Dieser wiirde jedoch niemals die Alternativhypothese ©; vorschlagen, also
insbesondere auch dann nicht, wenn ©; zutrifft. Damit ist der 0-Test ganzlich nutzlos.
Stattdessen konnte man auch den zweiten Fehler radikal minimieren, indem man als
p(x) = 1 wahlt (1-Test). Dieser wiirde also stets die Alternativhypothese vorschlagen,
also insbesondere auch dann, wenn diese gar nicht zutrifft. Damit ist auch der 1-Test
ganzlich nutzlos.

Die beiden Fehler sind also komplementéar zueinander in dem Sinne, dass im Allge-
meinen die Minimierung der Wahrscheinlichkeit des einen zu einem Ansteigen fiir das
Auftreten des anderen bewirkt. Aus diesem Grund fiihrt man schliefllich eine Rangord-
nung der Fehlerarten ein. Als der gravierendere ('peinliche’) von beiden Fehlern wird
dabei das irrtiimliche Verwerfen der Nullhypothese festgelegt. Ein irrtiimliches Festhalten
an der Nullhypothese (Nichterkennen der Alternativhypothese) wird dagegen als weniger
gravierend eingestuft.

Definition 4.2. Eine Entscheidung fiir ©;, obwohl © richtig ist, nennt man Fehler erster
Art. Eine Entscheidung fiir ©(, obwohl ©; richtig ist, nennt man Fehler zweiter Art.



4.2  GleichmafBig beste Tests 51

Zur besseren Unterscheidung werden wir gelegentlich vom Fehler erster Art als ’pein-
lichen’ und dem Fehler zweiter Art als "werzeihlichen’ Fehler sprechen.

Im vorausgegangen Beispiel des Spiels mit der unbekannten Miinze hatten wir als
Nullhypothese “p < %” und entsprechend “p > %” als Alternativhypothese gewahlt.
Damit ist der peinliche Fehler festgelegt darin, das Spiel zu spielen, obwohl die Miinze
nicht gut ist. Die Vermeidung dieses Fehlers soll also einen hoheren Stellenwert haben als
des Fehlers zweiter Art, namlich das Spiel abzulehnen, obwohl die Miinze gut ist. Hatten
wir die Rollen von Null- und Alternativhypothese vertauscht, bestiinde entsprechend der

peinliche Fehler darin, das Spiel abzulehnen, obwohl die Miinze gut ist.

Die Zuordnung der beiden disjunkten Teilbereiche von © als als Null- bzw. Alterna-
tivhypothese kann also beliebig vorgenommen werden und dient allein der Festlegung,
welcher der beiden (zunéchst symmetrischen) Testfehler als peinlich bzw. als verzeihlich
angesehen wird.

Definition 4.3. Ein Test ¢ heifit zuldssig zum Irrtumsniveau o € [0, 1], falls

sup Ey(p) < a.
PISISN

Ein zulassiger Test zum Niveau « ist mithin dadurch charakterisiert, dass einen pein-
lichen Fehler mit maximaler Wahrscheinlichkeit o produziert. Unter allen zu einem
gegebenen Niveau a zulassigen Tests interessieren wir uns nun fiir diejenigen, die mit min-
imaler Wahrscheinlichkeit verzeihliche Fehler produzieren, d.h. welche auf der ’schlechten’
Parametermenge ©; besonders hiufig einen Wechsel zur (dann korrekten) Alternativhy-
pothese ©; vorschlagen.

Definition 4.4. ¢ ist zum Niveau « ein gleichmafig bester Test, falls
Vo € @1 : Eﬁ((p) Z Eg(iﬂ)
fir alle zuldssigen Test ¢ : X — [0, 1] von ©y gegen ©; zum Niveau a.

Bemerkung. Zu einem Test ¢ heifft die Funktion G, : © — [0,1], G,(9) = Ey(y)
Gitefunktion. Ein Test ¢ ist somit dann "gut”, falls G' [g, "klein” und G [g, "grof8” ist.

Beispiel. Betrachte das n-fache Gaufl-Produktmodell mit bekannter Varianz v und un-
bekanntem Erwartungswert m, © = R. Seien nun ©g = {my} und ©; = R\ {mg}.

T(x) = \/ﬁf \—/;no

ist unter P, 1o 1-verteilt. Sei n das g-Fraktil von vy, und

e(x) == Lr@)g¢(—nm)}

Dann ist ¢ ein Test von Oy gegen ©; zum Niveau «, denn

sup Ey(p) = By () = Prng(p = 1) = Py (T'(2) & (=1,m)) = a <
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Die Gitefunktion dieses Tests berechnet sich dann wie folgt

G9) = G(m) = En(p) = Pu(|T| > ) = (\f =L B
(ot

=1—{@(«ﬁ%m”n)—@(ﬁ%%—n)}
=0 (A ) o (v )

m — Mmy mo —
=0 — d —
(vt =) o (Vi <)
wobei ® wieder die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. Aus
O(t) — 1 fiir t — oo und ®(¢) — 0 fiir ¢ — —oo folgert man, dass in der Tat G(m) — 1,
falls |m — mg| — oc.

4.3 Das Neymann-Pearson Lemma

Das folgende Resultat liefert (gemeinsam mit der anschlieBenden Ergénzung) eine Charak-
terisierung aller gleichméafig besten Tests in dem Spezialfall, dass die Null- und Alterna-
tivhypothesen zu einelementigen Parametermengen (d.h. #0, = #6; = 1) formuliert
sind.

Satz 4.5 (Neyman-Pearson). Sei M = (X, 5§, (Po,Py1)) ein requldres statistisches Modell
mit dominantem Maf$ pg, d.h.

Py(dx) = 0(0, z)po(dx)

Py(dx) = o(1, z)po(dz)
dann ist fir c >0

Sei R(x) := 2(072)7
p(2) = Lig@>e
ein gleichmdfig bester Test von Oy = {0} gegen ©1 = {1} zum Niveau o = Ey(yp).

Bemerkung. Der Ausdruck R(z) = 1 x) heif$t likelihood-Quotient. Entsprechend nennt
man einen Test der Form ¢(x) = ]]-{R(x)ZC} mit R = gl einen likelihood-Quotienten-Test.

Beweis von Satz 4.5. Nach Definition von « ist ¢ ein Test zum Niveau a. Sei also 9 :
X — [0, 1] ein weiterer Test von Oy gegen ©1 zum Niveau a. Fiir x € X beliebig machen
wir eine Fallunterscheidung.

1. Fall: o(1,2) —c-p(0,2) >0

= ¢(r) =1=¢(r) - () >0
2. Fall: o(1,2) —c-0(0,2) <0

— ola) = 0 = () — (x) <0
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Insgesamt gilt also
f(@) = lp(@) —¢(@)] - [o(l,z) —c-0(0,2)] 20V z € X.

Integration bzgl. g ergibt

0< / £ dpio = Ex(9(X)) — E((X)) — ¢ - [Eo(9(X)) — Eo(t:(X))].
X

Also gilt
Ey(p(X)) — B (X)) > Bo(p(X)) —cEo($:(X)) > 0,
so dass schliefllich E;(¢(X)) > E;(¢(X)) wie behauptet. _ O

Satz 4.6 (Struktur von gleichm. besten Tests). 1. Fir jeden anderen gleichmdflig besten
Test mit Eo(v)) = a gilt

o(z) =(x)  fir po-fast alle x € {R # c} .
2. Zu a € (0,1) existieren ¢ > 0, v € [0,1] so, dass

#(2) = Lir@ser + YL {R@)=0)
ein gleichmdf$ig besten Test zum Niveau o definiert. Dabei sind

c:=inf{t e R | v((t,o)) < a},

B 0 falls v({c}) =0
v = % sonst

mit dem Bildmafl v = Pyo R~ von Py unter R : X — R.

Beweis. 1) Falls Eq(1)) = « und % ebenfalls ein bester Test zum Niveau « ist, so gilt
offensichtlich E;(¢)) = E;(¢). Somit finden wir fiir das po-Integral der nichtnegativen

Funktion f(z) = [p(2) —¥(2)] - [o(1, 2) —c-0(0,2)], dass [, f(z)po(dz) = 0, also f(z) =0
fiir po-fast alle z € X. Nach Definition von f heifit das

o (x)(p(1,7) — cpo(x)) = (@) (p(1, %) — cpo(x))  pio-fast sicher,

also auch ¢(x) = 1(z) fiir po-fast alle x € X\ {R = ¢}.

2) Sei v = Py o R™! das BildmaB von Py unter der Abbildung R. Sei ¢ € R das
minimale a-Quantil von v, d.h.

Py(R > ¢) > aund Py(R > ¢) < a.

Setze
1 falls R(x)

>c
o) =< v falls R(z) =c¢
0 falls R(z) < ¢,



54 4 TESTEN

wobei

{ 0 falls Po(R = c)
’y =

aFollze)  falls Po(R = ¢) >

0
Po(R=c) 0.

Dann ist ¢ ein zulassiger Test zum Niveau «, denn

Eo((p) = ’Y]P)()(R = C) + ]P()(R > C) = Q.

Sei 1) ein weiterer zuldssiger Test von Py vs. P; zum Niveau «, dann gilt (s.0.) dass
f(@) = [p(z) —¥()] - [o(1,2) — - 0(0,2)] > 0, woraus wie gesehen folgt, dass Eq(yp) —
Ei(v) > c¢(Eo(p) — Eo(v)) > 0, d.h. Ei(¢) > Eq(¢0), d.h. ¢ ist ein gleichm. bester Test
zum Niveau . O

4.4 Likelihood-Quotienten-Tests

Eine erste Verallgemeinerung des Neyman-Pearson Lemmas auf kompliziertere als einele-
mentige Parametermengen ist im Fall von montonen statistischen Modellen moglich.

Definition 4.7. Ein regulires statistisches Modell (X,§, (Py;9 € ©)) mit © C R heifit
monoton wachsend bzgl. der Statistik T': X — R, falls fiir alle ¥1,95 € © mit ¥ > vy
eine streng monoton wachsende Funktion

f191ﬂ92 ‘R — RZO

existiert mit

0(1917 Jf) .
LR T -fast tiberall.
0(79271:) f191,192( <I>> Ho-1ast ubera
Beispiel. Im Falle einer exponentiellen Familie o(d, ) = ﬁe’\(ﬂ)'t(l’) finden wir

o1, 2) _ 2(02) ~ \@1)-aw2))t(a)
o(U2,2)  2(V1)
Die exponentielle Familie ist monoton wachsend bzgl. ¢, falls A streng monoton fallt. Fiir
A in t streng monoton wachsend, ist die exponentielle Familie wachsend bzgl. —t.

Satz 4.8. Sei © C R und (X, 5, (Py; ¥ € ©)) ein bzgl. T : X — R monoton wachsendes
statistisches Modell. Sei

Op:={0 €O |J<d}
und

O,:={de€0 9>}
mit Vg < V1. Fiir 99 > vy, U9 € O sei
o 0(V2, )

R(x) = o(0o.2)

und
p(z) = Lir>q

Dann st ¢ ein gleichmajig bester Test von ©y gegen ©1 zum Niveau

o= Eﬂo(@-
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Bemerkung. Man beachte, dass die Konstruktion von ¢ nicht von 1J; abhangt.
Beweis von 4.8.
1. R(z) >ceT(x) > fﬁ_;ﬂ%(c) =k

2. Sei ;’i > 190
T(x) 2 k& f5,,(T(x)) = f5,,(k) =¢

0(9, )

Tx)> k< >c
() o0, 7)
= Lpowr = L yim
o= e =1 sy

= ¢ ist ein Neyman-Pearson Test fiir Py, gegen P; zum Niveau Ey,(¢) = a.
=  ist simultan ein Neyman-Pearson-optimaler Test fiir alle Testprobleme

Pﬁo VS. Pg A 5> 190
= ¢ ist ein gleichméBig bester Test fiir { Py, } gegen {Py | ¥ > 94}.

3. Behauptung: ¥ — Ey(p) ist nicht-fallend.
Seien ¥ < ¥, ¥, € O.

T(w) > ko 40

2N s
- o(0,z) ~

Ferner gilt
(o(V, x) = co(¥,x)) - (p(x) =) 20V b e [0,1]
& o, x) — do(¥,x))p(x) 2 (o(V', x) — oV, x))b
= By () — Ey(p) 2 (1 = )b
Wiéhle nun b = Ey(p)
= By () = Ea(p)

4. Aus 2. und 3. folgt dass ¢ ist ein gleichméfig bester Test von O = {Py | ¥ < vy}
gegen ©1 = {Py | ¥ > 91} zum Niveau oo = Ey,(¢), denn

(i) sup Eo() 2 Eyo(p) = a

(i) Falls ¢ zuléssig, d.h.

sup Ey(¢) < a = Eg,(¥) <
JEBO

Insbesondere ist ¢ zuléssig fiir { Py, } gegen { Py | ¥ > ¢, }. Hierfir ist ¢ jedoch
optimal (2.)
= Ey(p) = Ey() VI = 0y

Somit ist ¢ optimal. O

Die vorausgehenden Resultate motivieren nun den folgenden generellen Ansatz zur
Konstruktion von Tests, von denen man dann im Einzelfall die Optimalitat priifen muss.
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Definition 4.9 (Verallgemeinerte likelihood-ratio-Methode). Sei M = (X, F, (Py; ¥ € O))
ein regulares statistisches Modell, ©, C ©, ©; C ©, ©; N O; = (). Dann heiit R : X —
R>o U {oo}

sup o(J, x)
_ JEO,

sup o(V, z)
YEOg

R(z)

verallgemeinerter likelihood-Quotient. Ein Test der Form
?(2) = Lin@)zc)
hei3t verallgemeinerter likelihood-Quotienten-Test von Oy gegen O.

Beispiel. Als Beispiel fiir dieses Schema betrachten wir das n-fache Gauf’sche Produkt-
modell M mit unbekannten (m,v) und

©0 = {v < wo},
0, = {v>uv}.

Der verallgemeinerte likelihood-Quotient ist hier

sup o((m, v), x)

m>€]R
R(z) = =2 :
sup o((m, v), z)
meR
v<vg
Wegen
_S(@i—m)? _nV(z)
Sup & 2v = e 2v
meR

mit V(z) = £ 3" (x; — )%, also bei m = T, ist

'I’L/2 nV(x)

R(x) 5352@ c©” eg[‘/jg)—ln(‘ﬁg”)—q falls V(x) > vy
x = - x €T
sup v—"/2¢” 7 e_f[v’fo)_ln(v"fo))_l] falls V(x) < .
v<vg

R(z) ist somit eine strikt monoton wachsende Funktion von V (z) = 2 3" (z; — 7).
i

Der verallgemeinerte likelihood-Quotienten-Ansatz fiir das Testproblem {v < vy} gegen
{v > vy} liefert also im n-fachen GauB-Modell einen Test der Form

p(2) = Live@)>e)
mit V* = - 3"(z; — 7)?. Der Beweis des folgenden Satzes veranschaulicht, dass der
Nachweis der Optimalitat mitunter sehr kompliziert sein kann.
Satz 4.10. Im n-fachen Gaufimodell mit (m,v) unbekannt ist
p(2) = Lis>(@—2)22 00}

ist ein gleichmdfig bester Test fir {v <wg} gegen {v > vy} zum Niveau o, wobei n das
a-Fraktil der x2_,-Verteilung sei.
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Beweis. ¢ ist zuldssig, denn falls ¥ = (m,v) € Oy, gilt

¢ ist optimal. Denn sei ¥; = (my,v1) € ©1. Fiir v < vy sei

P,(dx) = /wv(dm) Py (dx)

v oe-e  fallsv <y
w, = ma,
O, falls v = v;.

(Mischung der Familie (P, .)) beziiglich dem Parameter m € R mit dem MaB w,(dm))

Wir haben dadurch ein neues statistisches Modell
M = (R",B(R"), (Py;v < v1))

Ferner gilt (Ubung)

n— * (m *5)2
P (d@:{ e TR palls v < vy

®n —
A , falls v =1

M’ ist also eine exponentielle Familie zur Statistik ¢(x) = V*(z) mit wachsender Koef-

fizientenfunktion
n—1

2v

Somit befinden wir uns in der Neyman-Pearson-Situation mit monotonem likelihood-
Verhéltnis, d.h. es existiert ein eindeutiger optimaler Test in (P,,v < vy) fiir {PU, v < vo}
Vs. {FUI}, namlich

Av) = —

() = Ly (@)ze-
Sei a das Niveau, dann soll gelten

a=Pu,(P(X) =1) =Py, (V(X) 2 ¢) = Pyym(V" > ¢)

von
n—1"

Folglich ist ¥(z) = ¢(z) der optimale Test von {P,;v < vo} gegen {P,, } zum Niveau o

falls ¢ =
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im modifizierten statistischen Modell M’. Sei nun ¢ : X — [0, 1] ein zuléssiger Test von
{ Py v < vo} gegen {P(mm); v > vo} zum Niveau a. Wir interpretieren ¢ als Test von
{Py;v<wo} gegen {P,, }. Dann ist ¢ ist als solcher zuléssig (da Ep (¢) < a). Wegen
der Optimalitat von ¢ gilt ferner

Erpy (@) =Ep, (¢) 2 Ep, (()=Ep,, ., (Q).

Da vy > vy beliebig gewahlt wurde gilt also auch
Ep,, (¢) = Ep, (¢) V ¥ € O1.

Also ist ¢ auch optimal fiir das urspriingliche Testproblem. O

Zusammenfassung

1. Es wird eine Priorisierung von peinlichen versus verzeihlichen Fehlern eines Tests
vorgenommen, die letztlich durch die Zuordnung von Null- und Alternativhypothese
zweier disjunkter Teilbereiche von O festgelegt wird.

2. Das Niveau eines Tests ist die maximale Wahrscheinlichkeit fiir einen peinlichen
Fehler.

3. Das Niveau sagt nichts iiber die Alarmgenauigkeit (im Sinne der Wahrscheinlichkeit,
die Alternativvermutung korrekt anzuzeigen) des Tests aus.

4. Die Nachweis der Optimalitdt (im Sinne von Alarmgenauigkeit) ist im Allgemeinen
sehr schwierig (~» Neyman-Pearson)!

5 Nichtparametrische Modelle

Definition 5.1. Ein statistisches Modell (X, F, (Py; ¥ € ©)) heiit parametrisch, falls © C
R9, andernfalls heiit es nichtparametrisch, d.h. also insbesondere falls © C F lediglich in
einer abstrakten oder unendlich-dimensionalen Menge F' enthalten ist.

Beispiel. Seien Xj, ..., X, unabhingige Realisierungen bzw. Stichproben fiir eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ¢ auf einem messbaren Raum (&, ). Falls keine weiteren Strukturan-
nahmen an die Verteilung von X; gemacht werden, ware das zugehorige statistische Modell

das n-fache Produktmodell M®™ von

M = (&,& {p]oist ein W-MaB auf (€ E)}).

Im Spezialfall eines diskreten Raumes € C Nist die Menge {p | ¢ ist ein W-Ma8 auf (&, &)}
gleich dem unendlich dimensionalen Simplex aller Folgen o : € — [0, 1] mit ) o(i) = 1.
ice
Um nun von den Realisierungen X, ..., X,, auf ¢ zu schlielen, benutzt man z.B. das
starke Gesetz der Grofien Zahlen. Sei hierzu f : E — R eine beschrankte messbare
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Testfunktion. Dann liefert die Anwendung des Gesetzes der grofien Zahlen auf die Folge
der unabhéngigen Zufallsvariablen Z; := f(X;), dass

1, noc .
— E Z; "% E(Z) fast sicher
n

i=1

mit B(Z) =E(Z;) =...=>_ f(i)o(:). Wéhlt man also z.B.

el

£(3) :{ 1, fallsi=1g

0, falls = g

fiir ein beliebiges aber festes iy € F, so erhalt man
1 < . :
— E Z; — E(Z) = o(iy)fast sicher.
n
i=1

Durch die Auswertung unendlich vieler unabhéngiger Stichproben erhélt man die vollstandige
Information tiber die zugrundeliegende Verteilung p.

5.1 Der Satz von Glivenko-Cantelli

Im kontinuierlichen Fall € C R kann man Analog zum diskreten Fall vorgehen durch Wahl

JiE€— {07 1}7 f(S) - ]l]—oogf](S)a

zu beliebig aber fest gewahlten t € R. Die Anwendung des starken Gesetzes der Groflen
Zahlen auf die ii.d Folge Z;, := F(X;), i € N, liefert in diesem Fall sofort die folgende
gute Nachricht.

Satz 5.2. Es sei X; eine i.i.d. Folge von reellen Zufallsvariablen mit Verteilung X; ~ o
und t € R, dann gilt fiir n — oo

1 n
— E 1o (X)) — p(] — 00, t])  fast sicher.
n

i=1

Anders ausgedriick besagt dieses Resultat, dass die Folge der (zufélligen) empirischen
Verteilungsfunktionen

1 n
FoR= R Ft) ==Y LX)
k=1
fast sicher punktweise gegen die zugrundliegende Verteilungsfunktion F'(t) := p(] — oo, t])

konvergiert. In der Tat liegt sogar gleichméfige Konvergenz vor.

Satz 5.3 (Glivenko-Cantelli). Es seien Xi, Xo,... unabhdingig identisch verteilte Zu-
fallsvariablen auf R mit der Verteilungsfunktion

F(z) =P(X; <x)
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Sei
1 n
Fn(t) = E Z ]l(—oo,t} (Xk)7
k=1

dann gilt
sup |F,,(t) — F(t)| — 0 fast sicher.
teR
Bemerkung. Im Sinne unserer bisherigen Systematik von statistischen Modellen wéare
fiir festes n € N
M = (R",B(R"), (P2") pes)

mit Pp(X < z) = F(x). U ist dabei die Menge aller Verteilungsfunktionen auf R.
Da die fast sichere Konvergenz die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert, konnen
wir aus dem Satz von Glivenko-Cantelli folgern, dass durch (F),), eine konsistente Folge
von Schatzern fiir F' definiert ist, sofern Schatzfehler in der Supremumsnorm auf reellen
Funktionen gemessen werden.

Beweis von Satz 5.8. Zut € RseiY; := 1(_oo)(X;) und Z; := 1(_ 4(X;), dann gilt nach
dem starken Gesetz der groflen Zahlen, dass fiir n — oo

pmq:%in—ﬂwq

und

&@:%iz—mm

fast sicher. Mit der Konvention, dass F'(—oc) := 0 und F(oco) := 1 und N € N fest
wahlen wir die Punkte
%:mﬁehnﬂwwzﬁkj:mwN
und
Ryi=  max  (|Fu(z;) = Flag)| + [ Fa(z;=) = Flz;-)l)-

Dann gilt R,, — 0 fast sicher, und fiir x € (z;_1, x)

1
F.(z) < F,(zj—) < F(z;—)+ R, < F(z) + R, + N

Analog gilt
1

Fn(ﬂf) Z Fn(Ij—l) Z F({L’j_l) - Rn Z F(I) - Rn - N

Zusammen ergibt sich, dass fiir x € R beliebig

fast sicher.

1 1
li F.(z) - F <l R,+—==—
1mnsup| (x) ()] < 1mnsup + NoN

Mit N — oo erhalten wir die Behauptung. 0
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5.2 Eine Quantitative Version von Glivenko-Cantelli

Das vorausgehende Resultat liefert keine quantitativen Informationen iiber den Approx-
imationsfehler D,, := ||F,, — F'|| . Der folgende Satz sagt, dass diese Approximation (im
Sinne der stochastischen Konvergenz) exponentiell in der Anzahl der Versuche n fillt, und
zwar unabhéngig von der zugrundliegenden Verteilungsfunktion F'.

Satz 5.4. Fur die Folge der empirischen Verteilungsfunktion F,, einer i.i.d. Folge von
reellen Zufallsvariablen (X;) mit Verteilung F gilt fir e > 0

21 1
]P)(HFn_FHoo>€+2' M) < e

n =~

21In(n+1)

Bemerkung. Insbesondere folgt P (||F,, — F||,, > 2¢) < e 2" falls <e.

5.2.1 Konzentrationsungleichungen

Als Vorbereitung fiir den Beweis von Satz 5.4 besprechen wir jetzt drei Lemmata, die in die
Familie von sogenannten Konzentrationsungleichungen gehoren. Dabei geht es letztlich
um moglichst genaue Abschatzungen fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine gegebene Zu-
fallsvariable von ihrem Erwartungswert abweicht. Das simple aber fundamentale Resultat
fiir diesen Abschnitt ist das ist das folgende.

Lemma 5.5 (Hoeffding). Falls X eine reelle Zufallsvariable mit E(X) = 0 und X € [a, b]
fast sicher ist, gilt

32-(b—a)2

E(e*X) <e s Vs> 0.
Beweis. x — e** ist konvex, also

e S—e +_esa
b—a b—a
—— ——

= =:l-«

mit X =a-b+ (1 — «)-a. Durch Ubergang zum Erwartungswert erhalten wir

E-— b—E(X _ b e
]E(@SX) < b_565b+T(a>esa:ﬁ.63b+b_aesa§€(l’8>’

wobei man fiir den letzten Schritt benutzt, dass

— b
a . 6sb + 50 — €L(h)

b—a b—a

mit h = s-(b—a), n = 7% und L(h) = —hn + In(1 — n + ne”). Durch Nachrechnen
verifiziert man L(0) = 0, L'(0) = 0, L”(h) < ;. Durch Entwicklung von L(.) um den
Punkt 0 € R sieht man hieraus

1
L(h) < gh* 0

Bemerkung. Die Abschatzung des Hoeffding-Lemmas ist wertvoll fiir s nahe bei 0.
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Lemma 5.6 (McDiarmids Lemma). Es seien Xi,..., X, € X unabhingige Zufallsvari-
ablen, f: X™ — R eine Abbildung, sodass

|¢)(X1,,X“,Xn)—QZS(Xl,,XZ,,,Xn” SCi

Dann gilt

(60X, o) = B0, X) 2 1)) < o - Qi) |

Beweis. Sei V; := E(p(Xy, ..., Xn)|X1,..., X;) — E(o(X1, ..., X0)| X1, ..., X;—1). Dann
gelten

sup ‘/7,(X17 JX’L) inf ‘/;(Xh 7XZ> S C; (1)
D G X; 1yeeey X
E(V; | Xl; . ,Xl',l) — O (2)
und .
=1
Damit gilt
s>0 bel.
1 s- 1yeeey Xp)—
)
3 1 - sV
i=1

1 n—1
_ EE (g s Vi es-Vn>
1 n—1
L) (H ViR (e | X, ,Xn_1)> (+)

est
i=1

Wegen (1) und (2) kénnen wir das Hoeffding-Lemma anwenden und erhalten

2.2
s%-cp

E(e*"™ | X1,...,X,) <e 5.

Somit gilt

est
=1
n 2.2
iE H Vi e
— est
=1
- 2
for,
Induktion ] 2; v
< —-exp|s Vs >0.

- est 8
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Also
1 Z 012 2t2
P(o( Xy, ..., Xn) —E(¢) >1t) < gg 7 oXD SQZ:; =exp | —— ]

2.6

i=1

Lemma 5.7 (Endliche Klassen-Lemma von Massart). Sei A C R™ endlich, A C Bg(0).

Dann gilt
21n(#A)
— <
(rgleaxng ala2> R-

wenn (0;)i=1...n unabhdingig symmetrisch Bernoulli-{—1,+1}-verteilt sind.

1111

Beweis. Sei A C R™ endlich, A C Bg(0), 7 = (01,...,0,) mit o; = £1 mit Wahrschein-
lichkeit 3. Weiter sei

Z?ZZO'ZGZ:<?,E>> y 7614

Fir s > 0 haben wir dann

Ez (exp(s - max Zz)) = Eg (maxexp(s - Zg))

<Ey (Z exp(s - Z?))

acA

= Ez(exp(s- Z2))

a€A

<) exp 5
A

= (#A) - exp (82§2> .

In (*) haben wir das Hoeffding-Lemma angewandt, da

Ez(Z2) =0

und
| Zz (01, 04y yon) — Zg (01,0, 04y 00)| < 2R

gilt. Die Jensen’sche Ungleichung liefert nun (aufgrund der Konvexitit von z — e*)

: < :
exp <E7(3 max Zﬁ)) < Es(exp(s max Z2)).

Daraus folgt
2
E <max Z—>) < In(#A4) + i 2R Vs >0,
s

acA

und daher

Es (max Z?) < inf

a€A s>0

(ln(#A) s

. > ):R- 21n(#A). 0
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5.2.2 Beweis von Satz 5.4
Sei & :={g;: R >R | g(x) = L(cooy(x) , t € R}
= F(t) = E(g:(X1)) =P(Xy <)

sowie analog

Fu(t) = > a(X) = Eala)

mit dem Erwartungswert F,, beziiglich dem empirischen Mafl auf R
-
:U’n - n — Xk7

d.h. fir f: R — Rgilt E,(f) == > f(X) = [ f(t) pn(dt). Daher kénnen wir schreiben
k=1 R

sup [Fu(t) = F(t)| = sup |En(g) — E(g)].

gesB

E,(g) héngt dabei von den Beobachtungen Xj, ..., X, ab, E(g) nicht. Setze nun

(X, X,) = SlelglEn(g) —E(g)l-

Dann gilt
1
n

f(Xy, o X, X)) — (X, XD X)) <

2

Nach dem McDiarmid-Lemma 5.6 ergibt sich mit Wahrscheinlichkeit grofier als 1 —e=2"

sup| Ea(g) — E(g)] <E (sup|En<g> —E<g>|) te

geB geB

Wir zeigen nun, dass der rechte Erwartungswert gegen Null konvergiert. Dazu seien
Xi,..., X! unabhingige Kopien von Xj,..., X,. Weiter sei 7 = (01,...,0,), sodass
die Zuvallsvariablen {o;, X;, X/,i = 1,...n} unabhéngig sind und o; = £1 jeweils mit
Wahrscheinlichkeit % sei. Dann gilt

E (sup |En(g) — E(Q)‘) =Ex,,..x., (SUP E.(g) — EX{ ..... X! (% g(XI/c)> |>

gesB
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Zu (x): Die Multiplikation der Differenzen ¢(X;) — g(X!) mit o; ist gleichwertig zu einer
zufélligen Vertauschung von X; und X/, was die Verteilung der Gréfe innerhalb des Er-
wartungswertes nicht andert. Ferner konnen wir beim letzten Ausdruck dieser Ungle-

ichungskette ohne Verlust zur sogenannten Ordnungsstatistik tibergehen, d.h.

1 n
) :Ez? (sup — E Uig(X(i)) ) )
geB

ot
wobei X1y < X9+ < X(,,) die Umordnung nach Grofle der Realisierungen X, ..., X,
bezeichnet. Auf den letzten Ausdruck konnen wir nun Lemma 5.7 anwenden, da

n

l Zaz’g<Xi)

=1

Es - (sup

geod

0 1 1

n 0 0 1
(g(X(Z)))zzl S . 5 . ey : = A

0 0 1

Es gilt dann #A =n+1, A C B ;;(0). Damit gilt

! i (X;) 2-E¢ |E ! i (Xi)
- 0i i =z sup | — Oi i
i ! x| gég n-- g

my( M)%

geB

)

2-Ex - (sup

n

Insgesamt erhalten wir

P <sup Ea(g) —E(g)| > e +2- %)

ged

<P (sup|Eo(9) ~ Blg) > ¢ + B [swp |5, (5) ~ Blo)]

gesB

_p (sup Eu(g) — E(g) — E [sup Eu(g) — E(g)|

ged geED

> 6) < e=2"m, OJ

Bemerkung. Aus Satz 5.4 lasst sich die Aussage von Glivenko-Cantelli ebenfalls wie
folgt ableiten. Sei e > 0, dann gilt

P (Sup |En(g) — Elg)| 2 25) <P (Sup Eu(g) —E(g)] > e + 21/ 220D ”)

ged geB n
< 6728277,
falls n so grof} ist, dass
2In(n+1)
— < E.
n

Sei A,, 1= {sup |E.(9) — E(g9)] > 25}. Dann gilt nach dem obigen. dass
geG

P(A,) < e "V n > N,
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=Y P(A,) <Y (e7F)" < oo
n=1 n=1
Anwendung des 1. Lemmas von Borel-Cantelli (s. Wahrscheinlichkeitstheorie 1) liefert

P(limsup A,,) =0,

n—oo

limsup A4,, = ﬂ U A,

n—roo n>0m>n

wobel

D.h. fiir beliebiges € > 0 gilt

limsupsup |E,(g) — E(g)| < 2¢ fast sicher,
n ges

also die gewiinschte Ausage, dass || F,, — F||~ — 0 fast sicher. O

Bemerkung. Zu Illustration erinnern wir noch einmal Unterschied zwischen Konver-
genz in Wahrscheinlichkeit und fast sicherer Konvergenz mit dem folgenden klassischen
Beispiel.

Sei 2 = [0,1], P = dz, (a,) eine Abzahlung der rationalen Zahlen in [0, 1]. Weiter sei
Xn = Tjay L ant 2]

Dann konvergiert die Folge (X)) in Wahrscheinlichkeit gegen Null, aber nicht dz-fast
sicher, denn

P(X,>¢e) < ——0,

S

aber fir jedes = € [0,1] ist
limsup X,,(z) = 1.

n—oo

5.3 Der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Beispiel. Beobachtet werden X, ..., X, Realisierungen desselben Zufallsexperimentes.
Wir vermuten eine bestimmmte Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] als Zufallsgesetz hinter
den Zichungen, d.h. den Zusammenhang F(t) < P(X; < t). Wie kann man eine solche
Vermutung als Nullhypothese im Sinne eines statistischen Tests iiberpriifen?

Definition 5.8. Sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'(t) = P(X <
t). Dann heifit die Funktion
Fli01] =R

Fl(s)=inf{t e R | F(t) > s}
verallgemeinerte (rechtsstetige) Inverse von F.

Das folgende Lemma ist eine beliebte Ubungsaufgabe aus der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. (Eigenschaft 2 wird genutzt, um mit dem Computer Zuvallsvariablen zu vorgegebenener
Verteilungsfunktion zu generieren.)



5.3  Der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest 67

Lemma 5.9.
1. F~1 ist die (klassische) Inverse von F, falls F' strikt monoton ist.

2. Falls F stetig und Z ~ U(][0,1]), so ist
X :=rY2)
auf R gemafl F verteilt.
3. F~1 ist rechtsstetiq.
Beweis. Ubung. U

Die folgende Beobachtung erkléart, warum die Abschétzung bei der quantitativen Vari-
ante vom Glivenko-Cantelli nicht von der unterliegenden Verteilungsfunktion F' abhéngt,
jedenfalls sofern F' stetig ist. Zur Erleicherung der Schreibweise bezeichnen wir diese
GroBe im folgenden mit D, := || F}, — F|s-

Lemma 5.10 (Pivot-Eigenschaft). Seien Xi,..., X, i.i.d. reellwertige Zufallsvariablen
mit X; ~ F, F stetig, dann hangt die Verteilung von

Do(X) = sup |Fu(z) — F(2)|

z€R

nicht mehr von F ab.

Beweis. O.B.d.A. gelte X; = F~1(U;) mit U; ~ U([0, 1]). Dann gilt:

1 n
Fn(l’) = E Z ]l{XiSUC}
=1

mit der empirischen Verteilungsfunktion ﬁn(t) von (Uy,...,U,) auf [0,1]. Weiter gilt

Dy, = sup |Fy(x) — F ()|

zeR

= sup | F,(F(x)) — F(x)]

zeR

= sup |F,(t) — 1|
te[0,1]

Da in die Konstruktion von F,, als empirische Verteilungsfunktion von U ([0, 1])-verteilten
Zufallsvariablen die Funktion F' nicht eingeht, folgt die Behauptung. 0
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Lemma 5.11. Unter den Voraussetzungen wie in Lemma 5.10 set X(1) < Xy < ... <
X(n) die realisierten Werte der Stichprobe (X1, ..., X,) nach Umordnung gemdf§ Lage in
R. Dann qilt

i—1 1

,——Fu@0|1g¢gn}

n n

D,, = max {max (F(X(Z-)) -

Beweis. Da F monoton und F,, stiickweise konstant ist, konnen maximale Abweichungen
von F(z) und F,(z) nur an den Sprungstellen z = X; von F,, auftreten. Die rechts- und
linksseitigen Limiten von F,, sind hier i/n oder (i — 1)/n. O

Korollar 5.12. Wegen F(X;) ~ U; uniform auf [0, 1] verteilt sind, gilt in Verteilung

1
Dn:max{max (U(i)—Z ;i—U(i)) | 1§i§n}
n on
wobei Uy < ... < Uy, die geordneten Realisierungen von i.i.d. uniform auf [0, 1] verteil-

ten Zufallsvariablen Uy, ..., U, sind.

Definition 5.13. Die Verteilung der GréBe D,, (als universelle Verteilung) wollen wir
diskrete Kolmogorov-Verteilung mit n Freiheitsgraden nennen.

Als Korollar zu Pivot-Eigenschaft der Fehlerstatistik D,, erhalten wir sofort einen
zulassigen Test fiir Hypothesen der Form

Hy = “Die (X;); sind i.i.d. mit Verteilungsfunktion F' verteilt.”

Satz 5.14 (Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest, exakte Version). Im nichtparametrischen
Modell M = (R™,B(R"), (v&")), wobei F die Menge der stetigen Verteilungsfunktion auf
R durchliuft, sei Hy := {F = Fy} und Hy := {F # Fy} mit einer gewissen stetigen
Verteilungsfunktion Fy. Zu o € (0,1) sei K, 1- das a-Fraktil der diskreten Kolmogorov-
Verteilung mit n Freiheitsgraden. Dann definiert

90(?) = ]an

(?)ZKn,l—a
einen zulassigen Test von Hy gegen Hy zum Niveau .

Beweis. Nach Wahl von K, 1_, gilt
Hy = {Fo} = sup Er(p) = Ep(p) = E(D, > Kn,l—a) =P(D, > Kn,l—@) <a. O
H

FeHy

Beispiel. Behauptet wird, dass die Schuhgrofien im Horsaal normalverteilt sind mit Er-
wartungswert m = 50 und Varianz v = 200. Wir wollen diese Hypothese zum Niveau
a = 5% = 0.05 testen, wobei

%@:EMW:/%Mﬂ

Die 22 Horer der Vorlesung haben die Schuhgrofien X, = 43, Xo = 39,..., X99 = 40. Nun
bilden wir die Testgrofie

i—1 i
22 22

?
Dn(?) = max {Fm,U(X(i)) - — Frp(X@) |1 <0 < 22} > K095

Gilt diese Ungleichung, so entscheiden wir uns fiir die Alternativhypothese.
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Bemerkung. Satz 5.14 trifft keine Aussage tiber die Giite des Tests. Er besagt nur dass
der D,-Test nicht besonders viele peinliche Fehler produziert.

Satz 5.15 (Kolmogorov-Smirnov). Sei (X;) eine Folge von i.i.d. reellen Zufallsgrifien
verteilt gemdfS der stetigen Verteilungsfunktion F': R — [0,1]. Dann gilt:

lim P(v/n- D, <z) = k(z)

n—oo

mit der Kolmogorov-Verteilungsfunktion k : R — [0, 1]:

0 falls x <0
h(z) = 1—2 5 (=1)ke 22 fulls 2 > 0.
k=1
Beweis. Siehe z.B Matthias Lowe, Skript, Univ. Miinster. U

Definition 5.16 (Kolmogorov-Smirnov-Test, Asymptotische Variante). Sei a € (0,1), n
‘hinreichend grof$’, Hy := {F = Fy}, Hy := {F # Fy}. Dann wird H, abgelehnt, falls

Dn (}2) Z 51704

NLD
wobei &, das a-Fraktil der Kolmogorov-Verteilung ist.

Bemerkung. Da der Test allein die Stetigkeit der vermuteten Verteilungsfunktion vo-
raussetzt, kann er breit eingesetzt werden. Unbeachtet bleibt dabei meistens die Frage,
wie stark sich dieser Test vom 0-Test unterscheidet.

5.4 Y?-Anpassungstest

Der y2-Anpassungstest ist ein zweiter sehr hiufig in der Praxis genutzter nichtparametrischer
Test fir X ~ p (Nullhypothese Hy) vs. X =~ n # o (Alternativhypothese Hj) bei
einer gegebene Menge von Stichproben Xi,..., X, auf einem diskreten Zustandsraum

E={1,...,s}.

Beispiel (SchuhgroBen, Forts.). £ = {1,...,100}. Xy, ..., X253 Stichproben. Vermutung
(Hy): 'Jede Schuhgrofe ist gleich wahrscheinlich’, d.h. o(i) = 155 Vi =1,...,100.

Satz 5.17. Zu X1, ..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung X, ~ o auf E sei

der Vektor der absoluten Hdaufigkeiten, d.h.
ha(1) = #{X; = i}.
Dann st h,, multinomial verteilt mit Parametern n und o, d.h.

n!

%
() - (k) "

Py = (k.. k) =

).

((00)™ (02)"™ -+ (00)" =+ pin,of
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Beweis. Folgt aus elementarer Kombinatorik, analog zur Binomialverteilung. U

Korollar 5.18 (Multinomial-Anpassungstest). Sei M = (E™, P(E™), (0®™)) wobei o alle
Wahrscheinlichkeitsmafie auf E durchlaufe. Weiter sei Hy = {0 = 00} und H; :=
{0 # 00} fir ein gewisses gy. Zu a € (0,1) sei A C R® mit

fingo(A) 21—«
Dann st
P(X) = Lim@)eal
ein Test von Hy gegen Hy zum Niveau cv.
Bewers. Folgt unmittelbar aus dem vorausgehenden Korollar. 0

Satz 5.19 (Pearson). In der Situation wie oben und falls (X;)ien i.i.d. mit X1 ~ o
(Verteilung auf E), so gilt fir alle o € (0, 1)

lim P(T,(Xy,...,X,) > Xil’lfa) = q,

n—oo

wobes
S

To(Xe, o Xo) = 3 —— (i) = - 01)?

n . .
i=1 Qi

und x2_,,_, das a-Fraktil der x3_,-Verteilung bezeichnet.

Bemerkung. Der Satz sagt aus, dass die Statistiken (7},) fiir n — oo in Verteilung gegen
eine y?_,-verteilte Zufallsgrofie konvergieren.

Beweis von Satz 5.19. Aus den Eigenschaften der Multinomialverteilung folgt
E(hn(i)) =7 - 0,

- —n-gi-g; falls i#
Kov(h,(i), hn(7)) = { n- o (é)l _Q]Qi) falls Zf;

Weiter gilt
(i) =Y Lix,—-
k=1

Mit dem zentralen Grenzwertsatz in der vektorwertigen Version folgt dann, dass

mit

fiir n — oo in Verteilung gegen die Normalverteilung auf R*~*

hEI/O’K
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konvergiert mit Kovarianzmatrix
K = (Kw) c Rsflxsfl’
L TN Ty —nN - 0 0 falls 7 # j
Ky = Koo F) = { |, 0 e e 7
Die Inverse A := K~! ist gegeben durch

A — o L=
Ul IFS R

Qj

Sei AY? = /A, so folgt mit der Charakterisierung der multivariaten Normalverteilungen
Satz 3.11, dass
oAV in Verte{lung Vo 1a.
Damit gilt auch
(AY 2Ry, ARy ey TR N2

gemaf Definition der y2_,-Verteilung. Andererseits ist

(AV2h,,, AY?1h,) = (Ahy, hy)

L)

= T(X1,..., X, 0

Definition 5.20 (y*-Anpassungstest). Zu « € (0, 1) und n hinreichend grof wird Hy = {0}
verworfen, falls
Tn<X1> s 7X7L> > ngl,lfou

wobei B = {1,...,s} und x?_, |, das a-Fraktil der x2_,-Verteilung sei.
Bemerkung. Der y?-Anpassungstest ist ein asymptotischer Test, basierend auf
T, =% x2_, in Verteilung,

sofern X; ~ p. Wenn nun eine beobachtete Realisierung von 7, (X7, ..., X)) einen Wert
ergibt, der gemaf der y?_,-Verteilung extrem unwahrscheinlich ist, so wird die Annahme
X; ~ o verworfen.

Beispiel (Pannini-Sammelalbum). Wir sammeln FuBball-Sammelbilder der deutschen
Nationalmannschaft.

E=1{1,...,25} = {Neuer, ..., Boateng}

der Fufiball-Nationalmannschaft. Gekauft wurden n = 2000 verschlossene Tiiten mit
jeweils einem enthaltenen Sammelbild. Um zu testen, ob alle Bilder der Spieler in den
Tiiten gleich wahrscheinlich vorkommen (Herstellergarantie) bilden wir den Vektor hagno
der absoluten Haufigkeiten (hggoo(1) = Anzahl der gekauften Tiiten mit Neuer, hogpo(2) =
Anzahl der gekauften Tiiten mit Lahm, ..., hgpo(25) = Anzahl der gekauften Tiiten mit
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Boateng). Unter der Annahme/Nullhypothese dass die Verteilung der Spielerkarten p in
den die Gleichverteilung auf E ist, d.h. o(k) = 5 V k € E, erhalten wir die Teststatistik

25 20002
(haooo (k) — =57)
To000 = Z 3000 =

i=1 25

Falls nun
2
T5000 > X24:99%

so wird die Annahme/Nullhypothese verworfen.
Bemerkung. Es gibt diverse Varianten des y2-Tests.

Beispiel (y*-Test auf Unabhangigkeit). Nikotinsucht vs. Geschlecht:

Mann | Frau
Raucher 12 8 20
Nichtraucher 16 9 25
28 17 | 45

Ein solche Kreuztabelle wird auch Kontingenztafel genannt.

Definition 5.21. Falls E' = {1,...,a}, E* ={1,...,b} wnd X, = (X}, X?) € E' x E?,

h(i,5) =Y Lix=iys
k=1

ha(i) =D Ly
k=1
dann ist )
(hn(z‘,j) _ h;@:g@)
Dy = Z 1L (Dh2 ()

(i,j)EE x B2 n

Bemerkung. Angenommen h! und h2 sind stochastisch unabhingig. Dann gilt
P(X = (i,)) = 0" (i)0*(j)
und es gilt weiter
o . . N .
ha(i, §) =0 BX = (i, 5) = n- 0" (0)0*(4) = ~hy ()R ()-

Die Grole D,, kann daher als ein Mafl interpretiert werden, inwieweit die gemeinsamen
Verteilung von (X', X?) eine Produktstruktur hat.
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Satz 5.22. Falls X; = (X}, X?) € E' x E?, (X;) eine Folge von i.i.d. Ziehungen einer
auf E* x E? verteilten Zufallsgrofie mit

P(X = (i, 7)) = 0'(1)o°(j)

1st, so qult
in Verteilung o

Dp ™ — " X(a-1)-0-1)

wobei a = #E' und b = #E? die Kardinalititen der Zustandsrdume E' und E? bezeich-
net.

Beweis. Siehe z.B. Georgii O

Definition 5.23 (y*Test auf Unabhangigkeit). In der Situation von Satz 5.22 fiir n
hinreichend grof und a € (0,1) wird die Annahme 77 € E' und j € E? sind unabhéngig”

verworfen, falls
D, > X%afl)-(bfl),lfou

wobei X%a—l)(b—l),l—a das a-Fraktil der X?a_l),(b_l)—\/erteﬂung auf Rs( bezeichnet.

6 Lineare Modelle

Als letzten Themenbereich diskutieren wir nun noch die sogenannten lineare Modelle,
die eine Verallgemeinerung der aus der Schule oder Physikpraktikum vielleicht bekannten
linearen Regression darstellen. Bei letzterer hat man durch Messung n-Datenpunkte vom
Typ (Vi, X;) € R? gewonnen und fragt nun nach einem systematischen quantitativen
Zusammenhang zwischen den Beobachtungsgrofie Y und X der Form

Xi=a+B-Y;+ Ve

mit gewissen Konstanten «, € R, v > 0 und einem zufilligen "Messfehler’ ¢; fiir die
jeweilige Messung. Die Parameter o und 8 werden dann nach der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate bestimmt, d.h.

(o, B) := argmin Z(a +B-Y — Xi)?| .

af s

Dieses Vorgehen soll nun etwas verallgemeinert und in die Sprache der Statistik tiberfiihrt
werden.

Definition 6.1. Seien s,n € N mit s <n und A € R"** gegeben. Weiter sei
T =(e1,...,en) €R"
ein Zufallsvektor, wobei (g;) stochastisch unabhéngig sei mit

E(e1)
E(Z) = : =0 und Kov(?) = (Kov(es, €;))1<ijen = In
E(e,)
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AuBerdem sei 7 € R* und v > 0. Dann heiBt der Zufallsvektor ? eR”
X=AF +0- 7

ein lineares Modell. — Das zugehorige statistische Modell M = (R™,B(R"), (Py; 0 =
(7,v) € R* x R>q)) mit

Py := Verteilung von (A% + /v - ©)
heifit lineares statistisches Modell.
Bemerkung. Haufig werden die folgenden Bezeichnungen verwendet.
o X — ’Beobachtungsvektor’
o v — "Verschiebungsvektor’
o A — "Designmatriz’
o @ — 'Fehlervektor’
o v — ‘Skalenparameter’

Bemerkung. Im folgenden werden wir stets davon ausgehen, dass rang(A) = s. Dies hat
die Invertierbarkeit der Matrix A*A zur Folge. Insbesondere ist die Abbildung 9 — Py
injektiv (Ubung).

Beispiel ((Inhomogene) Lineare Regression). Ausgehend von n beobachteten Datenpunk-
ten (X;,Y;) € R? geht man aus von einem affin linearen Zusammenhang der Form

Ti =70 + Yi -1+ Ve
Also ist
X=|: : -<”°>+ﬁ-?-
g
1y,
s=2mit rang(A) =s=2< 3,4, 1 # j, yi # yj.

Beispiel (Polynomiale Regression). Ausgehend von n beobachteten Datenpunkten (X, Y;)
geht man aus von einem quantitativen Zusammenhang der Form

1 1
Xi=v+mnYi+ 5725/;-2 st E’ka;k + Vve;.

In diesem Fall ist s = k, n = n, A = (a;;) € R™* mit Zeilenvektoren

1 1
;=(1Y, =Y? .. =YM.
w=(0 Y 3, )
Beispiel (Einweg-Klassifizierung). Zur Behandlung einer Krankheit stehen k verschiedene
Medikamente zur Auswahl. Eine klinische Studie sammelt die Genesungsdauer z;; € R

fiir die jeweiligen Patienten, gruppiert nach dem erhaltenen Medikament.
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Medikament | Genesungsdauern Patienten
1 T1ly -+ 5 T1py
2 $21,...,I2n2
k Th1s -y Ty,

In der sog. Einweg-Klassifizierung wéahlt man nun den Ansatz
Xil:’}/i—F\/Eé‘ﬂ y lzl,...,ni, izl,...,/{},
d.h. (mit der Noation 1451 = (1,...,1)T € RY)

? = (Xlly-"7X1n17X217-"7X2n27'"7Xk1a"-7ank)T

1n1><1 0 0 4!
0 0 Inxa T

6.1 Der Satz von Gaufl-Markov

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate geht bereits auf Gaufl zurtick. Es folgt die
Verallgemeinerung auf beliebige lineare Modelle. Wir starten mit einem Hilfresultat aus
der linearen Algebra.

Lemma 6.2. Es seien rang(A) = s, L = {A% | ¥ € R*}. Dann hat die orthogonale
Projektion
R — L

folgende Charakterisierung:

s=m@) e 2e L, o2 =minlly - &z = AA"A) A%
=

Beweis. Setze Q := A(A*A)71A*. Dann gilt z = Qz + (I — Q)z, Q*> = Q, QT = Q und

ly —z)|* = (y— Qz — (I — Q)z,y — Qz — (I — Q)z)
= [ly — Qu|I* + (I = Q)[* — 2 {y — Qz, (I - Q)z),

(.

:;D
wobei
D=(y-Qu)" -(I-Qz=(y —2'Q)I-Q
=yle —2TQTr —y"Qu + 27 QT Qx
=y'r —y"'Qr =y"r — (Qy) Tz =0.
Es ist also ||y — «||* minimal, wenn ||y — Qz||* minimal ist, d.h. wenn y = Q. O

Satz 6.3 (GauB-Markov). Im linearen Modell (R™,B(R"), (Py,¥ = (y,v) € R®* x Rg)
gilt
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1. 7 := (A*A)_lA*? ist ein erwartungstrever Schdtzer fir .

2. Unter allen unter allen linearen erwartungstreuen Schdtzern fir ~ ist 7 ist Varianz-
optimal (engl. “best linear unbiased estimator’ (BLUE)).

3. Die Statistik

_ | X]? = |m X]? _ | X — 7. X|)? _ X — 472
n—=: n—s n—s

v
st ein erwartungstreuer Schdtzer fiir v.

Beweis. 1) Fiir ¥ = (7, v) gilt wegen E(€) = 0.
Eo(7) = Eo((4"A) A" X)

= E((A"A) ' A*(Ay +V0E))
= (A"A) T A" Ay + Vo(ATA)TTAE(E) = .

2) Sei A : R" — R ein erwartungstreuer linearer Schétzer fiir -y, dann ist also A(X) =
CX mit einer Matrix C' € R**", so dass

Es(A(X))=C-A-y=v VyeR’,

letzteres wegen der Erwartungstreue von A. Also ist C' linksinvers zu A. Fiir die Varianz
ergibt sich

Vy(A) = Es([|CX —9])
=E(|CAy = CVo@ =)
= vE(||Ce*)

== U]E(Z CijCikejek)

i7j7k

=v) Ch=v|Cl%s,
,J

mit der (sog. 'Hilbert-Schmidt’-) Norm ||C||gs := +/spur(C*C). Wir behaupten nun,
dass die Matrix (A*A)~'A* die eindeutig bestimmte Linksinverse zu A mit minimialer
||.||ms-norm ist. In der Tat, aus

R AR SR O A= Idge
und der Minimalitdt von C bzgl. ||.||zs folgt, dass
Cc=C- L,

denn andernfalls kénnte man C durch C := C - 7y ersetzen, um ein Linksinverses mit
geringerer HS-norm ||.||gs zu erhalten. Mit Lemma 6.2 ergibt sich hieraus

C=C-rm,=C- AAA) A" = (A"A) 14",
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wobei wir im letzten Schritt erneut benutzt haben, dass C' linksinvers zu A ist.

3) Sei nun wuq, -+ ,u, eine Orthonormalbasis mit span{us,--- ,us} = L und O die or-
thogonale Matrix mit Spaltenvektoren (uy ---u,), dann gilt 7, = O - E, - O* mit E; die
orthogonale Projektion auf die ersten s Koordinatenrichtungen in R". Gemaf§ Definition
von V* erhalten wir

(n—s)V* = || X — A(A*A) T A* X |2

und somit laut Definition von X unter Py

Eg((n —5)V7) = E(|Ay + V0@ — A(AA) A" (Ay + V0 €)|)?)
UE(H_> A(ATA)TTATE )

VE(|€ — 7rel?)
:uﬂz,(u—> OE,0%¢||?)
UE<HO*—> E,0%|]?)

= vE( Z (m)?) mit 77 =O0*¢

k=s+1
=v(n—s),
da
E(n; = E(Z OixOjreie;) = Z OO = 1.
V) !
V* ist somit ein erwartungstreuer Schétzer fiir v. U

6.2 Konfidenzbereiche und Tests in linearen Gauf3-Modellen

In dem Fall, dass der Fehlervektor € Gauf’sch modelliert wird, konnen wir in erheblichem
MaBe von unseren Kenntnissen aus Abschnitt 3 profitieren, um Konfidenzbereiche und
Tests fiir die zugehorigen linearen Modelle zu konstruieren.

Definition 6.4. Falls X — A% 4+ oE mit ¢ = (e1,...,¢,)7 mit unabhingig vg;-
verteilten ¢;, so heiit das Modell ein Lineares Gauf-Modell.

Satz 6.5. Im linearen Gauf-Modell gilt unter Py = P
1. 7 ist (s-dimensional) V. . axa)-1 -verteilt.

2. B=2 . * st x2_,-verteilt.

2 AT —? _ llm X —Ep(X)|I

- ” ist x2-verteilt und stochastisch unabhdingig von v*.

Beweis.

1. Linearkombinationen von normalverteilten Zufallsvariablen sind normalverteilt.
Also ist 7 = (A*A)"1A*X ein s-dimensional normalverteilter Zufallsvektor mit

E®) =~
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Sei nun 0.B.d.A. E(7) = 0, dann finden wir

Cov(¥)i; = E(VA;) (Z Cir X Z C]le>
- Zcikcjl VO =0 Zcikcjk = -C-C7);y
kel k

mit
C-C* = (AA)TAA[(A*A) 1 = (A*A) !
2. Sei L := {Ay | v € R®} C R" und seien uy,...,u, eine Orthonormalbasis von R"™,

s.d.
span(uy, ..., us) = L

n
Sei weiter n = Z &u; mit &,...,&, iid., & ~ vy, dann ist n € R" standardnor-

malverteilt, d. h 77 ~ vy, ~ € und somit gilt fiir die Grofie
)?::Aw—i—\/ﬂ-n:X.

Entsprechend gilt fiir die davon abgeleitete Statistik

2

. 1 = -
vi= o flX - AP = — S I1X —mr(X)|* = X —m(X)

n — n—s

Wegen 1 = Z n; + Z n; =mr(n) +nt gilt
=1 1=s+1

mr(X) = Ay + Vorp(n),

so dass

X - m ) =v- ] = v- S = Y e

i=s+1 1=s+1
also nach Definition der y2-Verteilung
n_s-v*zxi_s.
v
3. A = DI = ma(X) = A9 2 [mul(R) = | =0 Iml* = v- S
A(A —
_ 114G II* ~ 2 0
v
Korollar 6.6. Im linearen Gauf-Modell ist
AF =)
AT,

s - vU*

d.h. Fisher-verteilt mit s und n — s Freiheitsgraden. 0
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Satz 6.7 (Konfidenzbereiche im linearen Gauf-Modell). Zu o € (0,1) definieren im
linearen Gauf-Modell

1. die Menge
CX)={veR | [A(y =) <s- fiav"}

einen Konfidenzbereich fir ~v zum Niveau o, wober f1_, das a-Fraktil der Fischer-
Verteilung §sn—s bezeichnet,

O(X) = <<” — " (n= S)v*)

q+ q-

ein Konfidenzbereich fir v zum Niveau o, wobei g = x>_, a2 U+ = X2, 1—a/2 das

2. und die Menge

das a/2-Quantil bzw. of2-Fraktil der x2_,-Verteilung bezeichnen.
Beweis.

1. Nach Korollar 6.6 ist fiir ¥ = (v, v) beliebig T'(X) := % §sn—s-verteilt. Somit
ist T' ein Pivot und nach Wahl von f;_,, ist

]P)ﬁ(T > fl—a) S o

bzw.

Py(T < fiea) > 1 —«
Hieraus folgt der Schluss mit dem Pivot-Prinzip.
2. Analog. O
Satz 6.8. Im linearen Gauf-Modell X = Ay + /ve
1) st fir c € R® die Grifle

(ﬁv)
cAA

Vo1
/ 1.2
n—s Xn—s

Student-verteilt gemdfs t,_1 mit n — s Freiheitsgraden und

2) fir einen Unterraum H C L mit dim H =r < s, Ay € H ist die Grifle

n—s|lm(X) —mu(X)IF Tt

s X —mXPF T L e

Fisher-verteilt gemafS fo—rn—s mit s —r und n — r Fretheitsgraden.
Beweis. Analog zum Beweis von Satz 6.5. U

Wir kénnen nun auch sofort eine Reihe von Tests in linearen Gaufimodellen zu gegebenem
Niveau « angeben.
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Satz 6.9 (Tests im linearen Gau-Modell). Im linearen Gaufi-Modell X = A~y ++/ve gilt:

1. (t-Test fir (c,v) = m) Fir c € R® ist

)= Uity oy T

ein Test von Hy = {{(c,v) =m} gegen Hy = {{c,7) # m} zum Niveau o, wobei
ln—sii—a/2 das a/2-Fraktil der t,_s-Verteilung bezeichnet.

2. (x*-Test fir die Varianz) Fiir vy > 0 ist
SO(X) = ]l{(n—s)v*>voxiis;17a}

ein Test von Hy = {v < vy} gegen Hy = {v > v} zum Niveau o, wobei x7,_,.,_,, das
a-Fraktil von x?%_, bezeichnet.

3. (F-Test fir Ay € H) Fiir H C L mit dim H =: r < s ist

SO<X) = ]]'{FH;L(X)>fs—r,n—s;l—a}

ein Test von Hy = {Ay € H} gegen Hy = {Ay ¢ H} zum Niveau o, mit dem -
Fraktil fs_ p—sq—o der der Fischer-Verteilung Fy_, ,_s und

n—s | (X) — mp(X)]

Fyp(X)=
N T

Beweis. Folgt unmitellbar aus den Satzen 6.5 und 6.8 fiir die hier verendeten Pivot-
Statistiken. 0

6.3 Anwendung: Einweg-Klassifizierung und ANOVA-Methode

Zum Abschluss eine Anwendung im Bereich der Medikamentenforschung. Die folgenden
Daten von Patienten mit einer gewissen Erkrankung wurden gesammelt und nach dem
verabreichten Medikament geordnet.

Medikamente | Beobachtungen Mittelwerte

1

1 X1ty ey Xing mlzn%' Xy
ZTTQI

2 Xot, .oy Xop, mZZ%ZXZi
i=1
1‘ S

S Xsla"’7XSTLS mg = s Xsi
i=1

Wir gehen nun von der Modellannahme aus, dass die Merkmalsauspragungen je nach ve-
rabreichtem Medikament innerhalb der entsprechenden Gruppe um einen medikamenten-
spezifischen Mittelwert schwanken, d.h.

Xpi=m+ Ve V=1, sVi=1...mn,
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bzw.
X=Ay++v-e
mit
X - <X117"'7X1n17"'7X817"'7Xsns)T ) ’}/: (717"'7’78),1—‘7
e = (5117---7€1n17~--78517~--7€sn5)T
und
Inix1 O 0
0 0 I..x1
Dann gilt
nq 0
(A*A) = ,
0 N
A*X = (nlml,...,nsms)T,
F(X) = (A*A) A X = (my,...,my)T,
sowie

. 1 1
vt = I (X) — X|* =
n—s n—s

Z(X]“ — mk)Q = U:G"

ki

Ferner machen wir von der elementaren Zerlegung Gebrauch

(n = D, = (n = s)vig + (s = Dvg,

wobel
n=mny+...+ng
. 1 1
Viot = TIZ(XI% —M)Q , U= _Zin
n ki n
und
-
V,a = s_1 an(mk — ,u)2

k=1

vy, ist die totale Streuung aller Messwerte, v}, als die mittlere Streuung innerhalb der
Patientengruppen und v}, die mittlere Streuung der Gruppenmittelwerte.

Die Anwendung der Tests aus dem vorigen Abschnitt bietet nun die Moglichkeit zum
Vergleich von Medikamenten wie folgt.

1. Im Fall s = 2 (Vergleich zweier Medikamente) wahlt man als Nullhypothese

Hy =" Beide Medikamente sind gleich gut.”

(7 )00}

d.h.
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Hierauf konnen wir den t-Test fiir Lineare-Gaufimodelle anwenden, d.h. mit einem
Niveau « lautet der Test hier

QO(X)ZH{

1,1 ’
|m1_m2‘>tn72;170¢/2 (?1+E>U:G}

. Im Fall s > 3 (Vergleich mehrerer Medikamente) wéhlt man die Nullhypothese

Hy = 7 Alle Medikamente sind gleich gut”

in der Form des F'-Tests behandeln mit
Oy=17 ’A’y el i |IR=H

Der F-Test lautet also fur diesen Fall

SO(X> =1 { :Jég >f571,n7$;1*a}

In der Teststatistik tauchen lediglich die beobachteten Streugrofen v}, und v},
auf, was den Namen dieses Verfahrens als ANOVA-Methode (fiir ” Analysis of Vari-
ances”) begriindet.
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