Skript
Finanzmathematik 1

Max v. Renesse
Aufgezeichnet von Tobias Weihrauch

Wintersemester 2012/13
Universitat Leipzig

Version vom 4. Marz 2013






INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis
1 Einfiihrung — Der Arbitrage-Ansatz im Beispiel
2 Das Einperiodenmodell
2.1 Arbitrage im Einperiodenmodell . . . . . . . . . ...
2.1.1 Aquivalente MaBe und Modelle . . . . ... .. ... ... .....
2.2 Der erste Fundamentalsatz der Optionspreistheorie . . . . . . . . . .. ..
2.3 Replizierbare Anspriiche und Vollstandigkeit von Markten . . . . . . . ..
2.4 Arbitragepreise und -schranken im Einperiodenmodell . . . . . . . . . . ..
2.5 Der zweite Fundamentalsatz der Optionspreistheorie . . . . . . . . . . . ..
3 Das Mehrperiodenmodell
3.1 Selbstfinanzierende Handelsstrategien . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Aquivalente Martingalmafle . . . . . . . ... .o oL
3.2.1 Erinnerung an die bedingte Erwartung . . . . . .. . ... ... ..
3.2.2 Martingale . . . . . ...
3.3 Der erste Fundamentalsatz im Mehrperiodenmodell . . . . . . . . . .. ..
3.3.1 Martingalmafle bei Wechsel des Numeraires . . . . . .. .. .. ..
3.4 FEuropaische Optionen im Mehrperiodenmodell . . . . . . . ... ... ...
3.5 Arbitragepreise und -schranken fiir europaische Optionen im Mehrperio-
denmodell . . . . . . . ..
3.6 Vollstandigkeit und zweiter Fundamentalsatz im Mehrperiodenfall . . . . .
4 Das Binomialmodell
4.1 Explizite Berechnungen im CRR Modell . . . . . . .. ... ... ... ..
4.2 Konvergenz gegen die Black-Scholes-Formel . . . . . . . .. .. .. ... ..
5 Arbitrage-Bewertung von Amerikanischen Optionen

5.1 Optimales Stoppen . . . . . . . . ..
5.1.1 Martingaltheorie in diskreter Zeit . . . . . . . . . .. ... ... ..
5.1.2  Snell’sche Einhiillende . . . . . ... ... ... .. ... ......
5.1.3 Amerikanische Optionen in vollstandigen Markten . . . . . . . . ..

5.2 Arbitragepreise und -schranken fiir amerikanische Optionen in unvollstandi-
gen Markten . . . . . . .. Lo
5.2.1 Risikoneutrale Bewertung fiir Amerikanische Optionen . . . . . ..
5.2.2 Beweis des Min-Max-Lemmas . . . . . . .. ... ... ... ....

5.3 Nachtrag: Superhedging in unvollstandigen Markten . . . . . . . . . .. ..
5.3.1 Minimalitat der uniformen Snell’schen Einhiillenden . . . . . . . . .
5.3.2 Uniforme Doob-Zerlegung . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
5.3.3 Minimales Superhedging . . . . . ... ... ... L.

23
25
29
29
31
34
37
39

41
46

48
49
o4



2 INHALTSVERZEICHNIS

Dies ist das Skript zur Vorlesung “Finanzmathematik I”, gehalten im Wintersemester
2012/2013 an der Universitat Leipzig fir Studierdende der (Wirtschafts-)Mathematik ab
dem fiinften Semester. Es handelt sich dabei um ein Exzerpt der Kapitel 1, 5 und 6 des
uniibertroffenen Lehrbuches “Stochastic Finanance in Discrete Time” von Hans Follmer
und Alexander Schied (de Gruyter Verlag).

Es wird dabei die Theorie von Arbitragepreisen fiir Wertpapiere behandelt. Ein Arbi-
tragepreis ist dadurch gekennzeichnet, dass er weder fiir den Kaufer noch fiir die Verkaufer
einen risikolosen Gewinn zulasst. Bei der konkreten Preisfindung kommt es darauf an,
welche anderen Wertpapiere zum Vergleich bereits auf dem Finanzmarktmodell vorhan-
denen sind. Ist die Menge der Vergleichspapiere ausreichend grof§ fiir eine eindeutige
Preisfindung, spricht man von einem wvollstandigen Markt, andernfalls heifit der Markt
unvollstindig.

Entsprechend deren praktischer Relevanz behandeln Follmer /Schied unvollstandige Méarkte
eher als Regelfall denn als Ausnahme. Insbesondere wird der allgemeinsten Variante
des Bewertungsproblems von amerikanischen Optionen in unvollstandigen Markten mehr
Raum gegeben als andernorts iiblich.

Der Arbitrage-Ansatz erlaubt in einem unvollstdndigen Markt keine weitere Differen-

zierung zwischen den zulassigen Preisen eines Wertpapiers. Stattdessen kann man hilf-

sweise zusatzliche Optimierungsprobleme betrachten, die dann zu einer eindeutigen Preis-

auswahl fiihren. Aus Zeitgriinden konnten diese weitergehenden Fragen nicht besprochen

werden (Kapitel 8-10 in Follmer/Schied), was wenigstens im Fall des Superhedgings eine

grobe Unterlassung darstellt. Der Vollstandigkeit halber ist es daher als Schlusskapitel

angefiigt.

Die von Féllmer/Schied eingehend behandelten Risikomafie wurden nicht diskutiert, ebenso

wenig wie der gesamte Bereich Kreditrisiko, der haufig auch als gesonderte Vorlesung fiir
die Ausbildung in Finanzmathematik angeboten wird®.

Vorausgesetzt wurden in diesem Kurs ein Grundwissen in Mafitheorie sowie der Tren-
nungssatz fiir konvexe Mengen in R? (bzw. in einem Banachraum als Verallgemeinerung).
Die notwendigen Kenntnisse iiber Martingale werden begleitend im Text entwickelt.

1 Als weitere Ergiinzungslektiire fiir hier nicht behandelte Themen empfehlen sich die Skripten
“Stochastische Finanzmathematik” von Chr. Kithn (Univ. Frankfurt), das sich in Teilen ebenfalls auf
Follmer/Schied stiitzt, jedoch mit einer anderen Schwerpunktsetzung und Finanzmathematik I von R.
Frey und T. Schmidt (WWU Wien und Univ. Cottbus) fiir eine erste Einfiihrung in Kreditrisiko.



1 Einfiihrung — Der Arbitrage-Ansatz im Beispiel

Wir betrachten einen einfachen Finanzmarkt mit zwei Wertpapieren. Eines ist eine
festverzinsliche Anlage B (fiir engl. ‘Bond’), mit Wert By = 1 int = 0 und Wert B = 1+r
in t = 1, wobei » > —1 den Zinssatz bezeichnet. Der Wert des zweiten Wertpapiers S
(fiir engl. "Stock’) Sy = 1 in ¢t = 0 kann sich beim Ubergang nach ¢ = 1 verdoppeln oder

halbieren kann, je nachdem welches Marktszenario w; oder wy eintrifft. Die Wahrschein-

lichkeiten fiir das Eintreten von Szenario w; sei %, und die fiir das Eintreten von Szenario

-2
wa sel 3.

}(2‘51)
(5)=(1)

*(1—1—7’)

2

Jemand bietet uns nun eine Wette wie folgt an: “Ich zahle dir in ¢t = 1 den Betrag
max(S — 1,0) aus.” Bezeichnen wir die daraus resultierende Auszahlung in ¢ = 1 mit C
(fiir englisch ’Claim’), so ergibt sich

C =max(S —1,0).
In Szenario w; liefert diese Wette 1 Euro, in Szenario w» gibt es 0 Euro.

Es stellt sich nun die Frage, was ein verntinftiger Wetteinsatz bzw. Preis fiir diese
Wette C' ist, wenn Sie in ¢t = 0 abgeschlossen wird.

Antwort 1 verwendet die mittlere Auszahlung der Wette bei wiederholtem Spiel, d.h.
den Erwartungswert my = E(C) = £ -1+ % -0 = # als Preisvorschlag.

Antwort 2 beruht auf dem Vergleich mit den durch B und S bereits verfiigharen Wetten.

Hierzu werden Koeffizienten «, 5 € R gesucht, sodass in t = 1
Cw)=a-B(w)+p-S(w) fir w=wy,ws.

Folglich suchen wir eine Losung zum Gleichungssystem

I =a-(14+r)+5-2
0 =a-(1+7r)+3-3
und finden falls z.B. r =1 o
(aaﬁ) = (_67 g)
Somit gilt fir sdmtliche Szenarien in ¢t = 1
1 2
C=—-——-B+ -5,

6 3
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so dass wir den als Preis fiir C' den Wert

1 2 1
To=—=By+ =Sy ==
o o0 + 370 = 5
vorschlagen, was den Kosten in ¢ = 0 einer Kombination der Wertpapiere S und B
entspricht, die in ¢ = 1 dieselbe Auszahlung bewirkt wie der angebotene Vertrag C.

Die folgende Uberlegung zeigt nun, dass der Preis 7 ist der richtige ist, denn falls
jemand die Wette zum Preis my < 7y anbietet ergibt sich die Moglichkeit, durch eine
geeignete Anlagestrategie, einen risikolosen Gewinn zu erzielen:

In to In t1

1. Kaufe C' zum Preis von my. 1. Einnahmen aus C = —%B + %S
2. Verkaufe % von S. 2. Kaufe % von S zurtick.

3. Kaufe % von B. 3. Verkaufe % von B

Nettoertrag: % — % — % = % Nettoertrag: 0

Das heif3t, nach Abschluss der Transaktionen in t = 1 besitzt der Kéufer von C' genausoviel
S- und B-Papiere wie vor Beginn der Transaktion in ¢ = 0. Erhalten bleibt nach Ende
von t = 1 aber der verzinste Nettoertrag der Transaktionen bei ¢ = 0, d.h. ein Reingewinn
von

(1+7)(Fo — m)

Das Risiko, die Transaktionen in t = 1 mit Kostendeckung durchfithren zu koénnen, ist
gleich Null. Die gesamte Transaktion bringt einen Gewinn bei Null Risko. Das nennt
man eine Arbitrage oder auch Free Lunch (at no risk).

Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten von w; bzw. ws fiir den
Wert des fairen Preises 7y nur insofern eine Rolle spielen, als dass beide Szenarien mit
positiver Wahrscheinlichkeit eintreten.

Das Grundprinzip der Arbitrage-Bewertung

Das obige Beispiel illustriert das Grundprinzip der Arbitrage-Ansatzes zur Bewertung von
Wertpapieren mit zufalliger Ausschiittung. Der Preis fiir ein neu angebotenes Wertpapier
mit zufalliger Auszahlung entspricht dem Preis eines Portfolios aus bereits verfiigbaren
Papieren, sofern es das Auszahlungsprofil des neuen Papieres vollstandig reproduziert.
Man spricht von einem Hedge-Portfolio zur vollstdndigen Absicherung des Anspruchs
bzw. der Auszahlung C.

Bemerkung. Sogenannte 'unvollstandige’ Markten sind durch die Existenz von Optionen
C' gekennzeichnet, die nicht vollstdndig gehedged werden kénnen. (Solches ist in der Praxis
cher der Regel- als der Ausnahmefall). Hier wird die Theorie dann umfangreicher.

2 Das Einperiodenmodell

Der einfachste Fall eines Finanzmarktmodelles ist ein Einperiodenmodell. Es gibt darin
d + 1 verschiedene Wertpapiere, deren Preise in ¢ = 0 bekannt sind, mit zufilligen



Werten in t = 1. Die mathematische Modellierung des Zufalls erfolgt iiber einen geeignet
gewihlten Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine vektorwertige Zufallsvariable S fiir die
ungewissen Kursstiande der Basispapiere zum Zeitpunkt ¢ = 1 definiert ist. Meistens
ist dabei die erste Komponente S deterministisch und modelliert die Entwicklung einer
festverzinslichen (Bargeld-)Anlage.

Definition 2.1. Ein Tripel ((©2,F, P),II, S) mit
o (2,8, P) - Wahrscheinlichkeitsraum
o II € R - "Preisvektor’ (in t = 0)
0 S:Q — (Rso)! - Zufallsvariable als "Marktpreisvektor’ zum Zeitpunkt ¢ = 1
heifit ein d-dimensionales 1-perioden Finanzmarktmodell.

Bemerkung. Der Wahrscheinlichkeiteraum €2 steht fiir die Menge der moglichen Mark-
tszenarien zum Zeitpunkt ¢t = 1 und die Sigma-Algebra § fiir die Menge der im Modell
sinnvoll beschreibbaren Ereignisse. Eine Menge A € § mit P(A) = 0 nennen wir ver-
nachlissigbar. Die Komponenten des Vektor II beschreiben die Preise zum Zeitpunkt
t = 0 von d + 1 Wertpapieren, deren Kursstande zum Zeipunkt ¢ = 1 als Zufallsvariablen
S :Q—R,i=0,---,d, modelliert sind.

Vereinbarung 2.2. Im Folgenden nehmen wir stets (falls nicht anders bezeichnet) an,
dass -
=" eRxR, I°=1

S =(58°9) e R S°=1+4r P-fast sicher

wobei der Parmeter r > —1 als die Verzinsung der sicheren Bargeldanlage S° beim Ubr-
gang von t = 0 nach ¢t = 1 interpretiert wird. Statt S° schreiben wir gelegentlich auch B
(fiir englisch “Bond” = Anleihe).

Beispiel. Das einfithrende Beispiel korrespondiert zum Einperiodenmodell
(2.8, P) = ({0,1},P({0,1}), P(0) = 3, P(1) = §) mit

1-(1).5-(2) 0o

mit

Definition 2.3.
o Ein Vektor & € R heifit Portfolio.
o (&, )ga+r = & - I1 heiBt Preis des Portfolios in t = 0.
o (£, S)pas1 = & - S heiBt Wert oder Portfolios in t = 1.
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Beispiel (Fortsetzung). Das Angebot, die Wette zum C' Preis mg zu erwerben, fithrt zu
einer Erweiterung des alten Finanzmarktmodelles auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,§, P) wie zuvor und

B 1 B B
II = 1 , S = S
0 C
wobei
B 1+7r
Sw=0)= 2
1

In t = 1 ist sein Wert

§-f:(l-l—r)(%'o—m)-l—(l—kr)é—§S+C:(1+T)(%—Wo)>O

fiir jedes der beiden Szenarien w = 0 und w = 1. £ kostet (in ¢ = 0) nichts und bringt (in
t = 1) positiven Ertrag.

2.1 Arbitrage im Einperiodenmodell

Definition 2.4. In einem 1-perioden Modell (der Dimension d) heifit £ € R eine
Arbitrage-Méglichkeit (AM), falls

II-£<0
und B
S - € >0 P-fast sicher
sowie
P(S-£>0)>0
gilt.

Vereinbarung 2.5. Fiir eine reellwertige auf (€2, §, P) definierte Zufallsvariable X schreiben
wir X >% 0 bzw. einfach kurz X >* 0 falls X > 0 P-fast sicher. Wir schreiben X >* 0,
falls zudem P(X > 0) > 0. Im ersten Fall sagen wir X sei wesentlich nichtnegativ, im
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zweiten Fall sprechen wir von einer wesentlich positiven Zufallsvariable. Entsprechend
schreiben wir X >*Y und X >*Y falls X —Y >*0bzw. X —Y >* 0.

Somit schreibt sich die Arbitragebedingung an & € R¥! im Modell ((2,F, P),IL, S)
kurz als

II-£<0und €-S5 >*0.

Lemma 2.6. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. (0,3, P),1L,S) hat eine Arbitrage-Méglichekeit
2. FEeRI mit £-S>* (1+r)E- 10

Bemerkung. Die Aussage 2 bescheibt ein Portfolio ¢ als Linearkombination von zufalli-
gen Wertpapieren, dessen Verzinsung niemals schlechter als die des Festgeldkontos B ist
und in einer nicht-verschwindenen (im Sinne der P-Wahrscheinlichkeit) Menge von Mark-
tsznarien die sichere Verzinsung sogar echt iibertrifft.

Beweis von Lemma 2.6. 1 = 2: Sei € = (&, &) € R*! = RxR? eine Arbitragemdglichkeit.
Dann gilt

folglich gilt wegen r > —1 auch

€S —(A4me-TM>E-S+(1+r)&=¢E-S.

Nach Voraussetzung ist die rechte Seite € - 'S aber wesentlich positiv, somit auch die linke
Seite.

2 = 1: Falls £ € R? ein Vektor wie in Aussage 2 ist, setzen wir & = —¢ - II und
erhalten mit

€= (&8 e R

£-T—0
sowie
E-S=—(1+rE-1+€-8
Nach Voraussetzung ist
E-S—(1+r)-1I>"0,
also auch Z-? und damit E eine Arbitragemoglichkeit. O

Definition 2.7. Ein Finanzmarktmodell heifit Arbitrage-frei, falls es keine Arbitragemoglichkeiten
zulasst.

Bemerkung 2.8. Fithren wir den neuen Zufallsvektor der diskontierten Zuwéachse ein
Y = % — 11, so ist die Arbitrage-Freiheit des Modells ((Q2,§, P), I, S) gemafl Lemma 2.6
gerade, dass fiir alle £ € R? gilt

€Y #*0.
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2.1.1 Aquivalente Mafle und Modelle

Definition 2.9. Zwei WahrscheinlichkeitsmaBle P und @ auf (Q,§) heilen dquivalent,
falls sie dieselben Nullmengen haben, d.h. falls fir alle A € § gilt

P(A)=0< Q(A) =0.
Wir verwenden hierfiir die Schreibweise P ~ Q).

Die Mafle P und @ sind also genau dann aquivalent, wenn sie wechselweise absolut
stetig zueinander sind, d.h.

Q < Pund P < Q.

Insbesondere existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym eine nichtnegative Dichtefunk-
tion Z € LY(Q,§, P), vermoge welcher sich das Mafi Q darstellen lésst als

Q(A) = /A Z(w)P(dw) VA€,

Offensichtlich gilt fiir zwei dquivalente Mafle P ~ @ auf (2, ), dass
X>p06e X >50.

Definition 2.10. Zwei Einperiodenmodelle M; = ((Q,§, P),II, S) und M, = ((2,F,Q),1I, S)
heiflen dquivalent, falls P ~ Q).

Insbesondere stimmen die Mengen der Arbitragemoglichkeiten in dquivalenten Mod-
ellen iiberein. — In der Tat sind auch samtliche weitere Aussagen, die wir im folgenden
iiber ein Finanzmarktmodell treffen, von der genauen Wahl des Mafles P in seiner Klasse
von aquivalenten Maflen unabhéngig. Das Mafl P hat somit die allein die Funktion, die
irrelevanten Marktszenarien (im Sinne von P-Nullmengen) von den relevanten zu unter-
scheiden.

2.2 Der erste Fundamentalsatz der Optionspreistheorie

Definition 2.11. Gegeben sei ein Finanzmarktmodell ((Q2, §, P),II, S). Ein Wahrschein-
lichkeitsmafl P* auf (€2, §) heifit risiko-neutral, falls

. St 1 .

II"=E" = E*(S* =1,...,d.
(1—1—7’) L+ (5 Vi=1,....dn

Die Menge P := {P* | P~ ist ein risiko-neutrales, P* ~ P(£2,§)} heiBt die Menge der

(8quivalenten) risikoneutralen Mafie des Modells ((€2, §, P), 11, S).

Satz 2.12 (Fundamentalsatz der Optionspreistheorie (FTAP)). Das d-dimensionale Markt-
modell ((Q,§, P),11,S) ist genau dann arbitragefrei, falls die Menge B3 nicht leer ist. In

diesem Fall existiert sogar ein P* € 3 mit beschrankter Dichte Z = %.
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Beweis. 7 <": Sei P* € B. Sei & € R mit

£ 5>p0,
dann gilt wegen P ~ P* auch
E-9>p. 0
Ferner ist
d 4 1
.= L =N —EXSY) - ¢ = E*(€-5) >0
¢ ;s ;1“()51“(5) ,

d.h. € kann keine Arbitragemoglichkeit sein.

"=": Sei Vi = 15? — II*. Nach Lemma 2.6 ist die Arbitragefreiheit dquivalent dazu,

dass fiir alle £ € R? gilt
Y& £,
d.h. entweder ist
Y - € < 0 mit positiver P-Wahrscheinlichkeit

oder

PY-£>0)=0
Ferner ist ein Mafl P* ist genau dann risiko-neutral, wenn
E*(Y)=0Vi=1,...,d

Zum Nachweis der Existenz eines risikoneutralen aquivalenten Mafles gehen gehen wir in
zwei Schritten vor.

Im ersten Schritt wollen wir zunéchst annehmen, dass fiir alle: = 1, ..., d gilt E(|Y?|) <
oo V i. Seien

d
Q= {Q | @ aquivalent zu P mit £ beschrénkt}

¢={Eq(Y)| QeQ} CcR

Dann ist € konvex, denn fiir y3 = Eg,(Y), y2 = Eg,(Y) € € und A € [0,1] ist Q3 :=
(1 = N)Q1 + A\Q2 wieder ein W-Ma$ in € und es gilt

Ys = (1 — )\)yl + Ay = (1 — )\)EQl (Y) + )\EQ2 (Y) = EQs(Y) ec¢

Angenommen es existiert kein risiko-neutrales P* € £, dann liegt also der Nullvektor
0 nicht in ¢ und nach dem Trennungssatz fiir konvexe Mengen im R? finden wir ein
E€RYsodass £y >0V y € € sowie ein yy € € so dass € - yp > 0. GeméaB Definition
der Menge € heifit das, dass Eg(£-Y) > 0V Q € Q und dass ein @y € 9 existiert mit
Eg,(£-Y) > 0.

Aus letzterem folgt schon einmal, dass Qo(§ - Y) > 0, also auch P(¢-Y) > 0. Wir
behaupten sogar, dass £ - Y > 0 P-fast sicher. Sei zum Beweis dieser Behauptung

A={weN|¢ Y(w)<0}efF
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Weiter seien

on Q=R
1 1
On=(1——=)144+—Ty e
n n
Dann gehoren die Mafle
1

Qn(dw) = m%(w)P(dw)

ebenfalls zur Menge 2 und es folgt

0 <Eq,(6-Y) = ——Ep(pa(w)é - Y).

1
E(pn)
Insbesondere ist

Ep(pn(w)€-Y) >0

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz (mit n — 0o) gilt mithin

0<Ep(la-€-Y)
0
<

Da ¢-Y < 0 auf A muss A also eine P-Nullmenge sein, d.h. in der Tat gilt £-Y > 0
P-fast sicher.

Insgesamt folgt, dass & eine Arbitragemoglichkeit ist. Das ist ein Widerspruch! Es
muss also ein risiko-neutrales P* € £ existieren. Nach Definition der Menge Q hat P*
zudem eine beschrénkte Dichte Z = dP*/dP.

Im zweiten Schritt kiilmmern wir uns um den Fall, dass E(|Y|) = co. Hierzu betrachten
wir das Wahrscheinlichkeitsmaf3
~ c

P(w) = mP(dw)

mit
1

1 Y
E (i)
dass wegen Y (w) < oo, also Z—Ié(w) > 0 fiir P-fast alle w € Q dquivalent zu P ist. Damit
ist ((,3,P),11,5) Arbitrage-frei, wenn ((£2,F, f’),ﬁ, S) Arbitrage-frei ist. Unter dem

neuen Mafl P gilt zudem

C
Es(lY)=Ep| —— Y] ) <c<
VD =B (5 V1) <e<oc

Somit existiert gemaffSchritt 1 ein risiko-neutrales und zu P und damit auch zu P aquiv-
alentes risikoneutrales Mafl P*, sodass % beschrankt ist. Dann ist auch

C =

dp* dp* dP
dP  4p dP
beschrankt. O




2.3 Replizierbare Anspriiche und Vollstandigkeit von Markten 11
Bemerkung. Man beachte, dass Y bzw. S unter jedem risikoneutralen Maf3 integrierbar
sind, obwohl das fiir das initiale Maf§ P nicht vorausgesetzt ist.

Beispiel 2.13. Ein einfaches Finanzmarktmodell sei schematisch wie folgt spezifiziert

o (W)
R

(d=1,7r=1%und Q = {0,1} und P(0) = P(1) = 1 und II = (1,1), S(0) = 2 und

S(1) = 1.) Wir behaupten, dass dieser Markt Arbitrage-frei ist. Wir suchen hierzu die
Menge P* = {p*,¢*} mit

3/2 3/2
1=p*. L2 I S *
p 1+T+q 1+7r Pty
R T I S

Wir erhalten p* = % und ¢* = %, d.h. P* € P existiert und damit ist das Modell
Arbitrage-frei.

2.3 Replizierbare Anspriiche und Vollstandigkeit von Markten

In Fortfiihrung des vorigen Beispiels 2.13 betrachten wir jetzt den vom Zufall abhangigen
Anspruch auf Zahlung in ¢ = 1 der Hohe C' = max(S — 1,0), d.h. C(w = 0) = 1 und
C(w = 1) = 0. Zur Ermittlung eines Preises dieses Anspruchs in ¢ = 0 suchen wir nun
Koeffizienten «, 8 einer Linearkombination, sodass

3
l=a- -S4 8-2
a 2—1—5
3 1
0=a-= —
@y i3
Es ergibt sich o = —%, b= % Der Preis von C'in t = 0 sollte somit

2 6 4
1 e
a-l+p 97979
sein. Zum Vergleich berechnen wir

C 2 2 2 1 4
E* 2.2 14Z2.2.0=2=
<1+7“) 3 3 +3 3 9

Der Preis in t = 0 des Anspruchs C' auf Zahlungen in t=1 entsprache also dem Mittelwert
der Auszahlungen gebildet unter dem risikoneutralen Mafy P*.
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Definition 2.14 (Wette/Anspruch/Option und Derivat). Sei ((2, §, P),IL, S) ein 1-perioden
Finanzmarktmodell. Dann heifit eine Zufallsvariable

C:Q2—=R

eine Wette, Anspruch oder auch Option (engl. contingent claim). Falls es eine Funktion
F R — R gibt mit C(w) = F(S(w)) P-fast sicher, nennt man C' ein Derivat von S.

Vereinbarung 2.15. In den meistens Fallen werden wir 0 < ' < oo P-fast sicher
voraussetzen.

Beispiele (Fiir Derivate).
1. Forward-Contract auf S°. ’
C=8—-1I
Achtung: Hier kann auch C' < 0 gelten.

2. Put-Option auf S* mit Strike Preis K.
C= (K-8

3. Call-Option auf S* mit Strike Preis K.

4. Straddle (auf Portfolio)
C=|¢- =¢S5

Definition 2.16. In einem 1-perioden Finanzmarktmodell heifit die Menge der Zufallsvari-
ablen B o

V:i={C: Q- R|IEe R :C =¢S5 P-fast sicher}
die Menge der (mit Portfolios) replizierbaren Optionen.

Eine replizierbare Option ist also insbesondere ein (lineares) Derivat.

Beispiel 2.17 ("Mario Draghi-Beispiel’). Im Beispiel 2.13 hatten wir gezeigt, dass die
Option C' = max(S—1,0) durch ein Portfolio replizierbar ist. Wir betrachten nun eine Er-
weiterung dieses Modells zur Beschreibung einer Call-Option, die nur dann zu Auszahlung
kommt, falls etwa der EZB-Prasident Mario Draghi am morigen Tag eine Pressekonferenz
gibt, d.h. wir betrachten eine Option der Form

C= Il'laX(S - ]-7 O) : ]lMario Draghi gibt eine Pressekonferenz-

Zur Modellierung hiervon fiihren wir einen neuen Wahrscheinlichkeitsraum Q= {(w, w') €
Q x Q'} ein, mit © aus Beispiel 2.13 zur Modellierung von S, d.-h. S(@ = (w,w’)) = S(w)
sowie ' = {j,n} als Raum zur Modellierung von Mario Draghi. Wir wéhlen § als

Potenzmenge von 2 und P als Gleichverteilung auf (€2, F), d.h. P(w) = 1 fiir alle @ € Q.

Cw=(w,u)) =Cw) - Ly

definiert. Da C' = C(w) aber offensichtlich nicht als Funktion vom ersten Zufallsparameter
allein darstellbar ist, kann es insbesondere kein Derivat von S sein und ist also nicht
replizierbar.
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Satz 2.18. Es sei (€, §, P), I, S) ein Arbitrage-freies 1-perioden Finanzmarktmodell und
V3E-S=C(-8 mit&, ¢ € R™L. Dann gilt

1I- €= 1I- ¢
Fiir die erwartete Rendite E*(R(v)) = Ep-(R(v)) unter einem beliebigen risikoneutralen

Mafs P* €83 gilt

wobes _
£ 5-T¢
Im-¢

Beweis. Es gilt o
(& =) -5 =0 P-fast sicher

also auch P*-fast sicher fiir P € 3. Damit gilt auch

€0 T=E-0F (1) - pE (€05 =0

und weiter

Preis von v.
Bemerkung 2.20. Der Zusammenhang

v

H@Q::Ep*<1+

) VP € 5.
T

fithrt das auf die risikoneutrale Preisregel fiir replizierbare Anspriiche. Hiernach entspricht
der Preis eines replizierbaren Anspruchs entspricht seiner mittleren (d.h. erwarteten)
diskontierten Auszahlung unter einem beliebigen risikoneutralen Maf.

Insbesondere stellt sich die Frage, ob die Menge der replizierbaren Auszahlungen bere-
its samtliche im Modell darstellbare Optionen umfasst.

Definition 2.21. Eine Wette C' heiit replizierbar, falls ein C' replizierendes Portfolio
£ € R existiert, d.h. es gilt

£-S = C P-fast sicher

Definition 2.22. Ein Marktmodell M = ((©, 3, P),II,S) heifit vollstindig, falls jede
Option C : @ — R replizierbar ist.

Beispiel. Das Modell 2.13 ist vollstandig, seine Erweiterung 2.17 hingegen nicht.
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2.4 Arbitragepreise und -schranken im Einperiodenmodell

Wir wir im einfiihrenden Abschnitt 1 gesehen haben, konnen durch die Erganzung eines
Markmodells um einen neuen Anspruch C' mit einem gewissen Einstandspreis p Arbi-
tragemoglichkeiten entstehen. Wir wollen nun nur solche Preise zulassen, zu denen keine
Arbitrage realsiert werden kann.

Definition 2.23 (Arbitrage Preis). Eine Zahl TI¢ > 0 heifit arbitrage-freier Preis (oder
Arbitrage-Preis) fir den Anspruch C| falls das erweiterte Finanzmarktmodell

(2§, P),T1, 5)

mit

Arbitrage-frei ist.
Beispiel.

mit C' = (S —1,0), und dem Preisvorschlag I1¢ = .

Dabei ist IT¢ ist ein arbitrage-freier Preis, falls der Markt
t=20 t=1
3/2
1 2

1y =\ 1
1
49 ) TTT—— [ 3/2

2 1/2
0

ebenfalls arbitrage-frei ist.
Beispiel. Aus der Identitét
max(S — k,0) —max(k — S,0) =S -k VSeR,

aufgefasst als Identitat von Auszahlungsfunktionen in ¢ = 1 verschiedener Derivate ergibt
sich eine analoge Relation fiir die Arbitrage-Preise solcher Optionen in ¢t = 0, namlich

K
1+7r

(call) = T(put) + IT* —

Dies ist die sogenannte Put-Call-Parity.
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Die Definition 2.23 ist intuitiv aber unhandlich. Der folgende Satz gibt eine griffige
Charakterisierung der Arbitragepreise unter Verwendung der risikoneutralen Mafle. FEr
liefert die Ausdehung des risikoneutralen Preisprinzips auf den Fall nicht-replizierbarer
Anspriiche.

Satz 2.24. Falls in einem I-perioden Finanzmarktmodell S #£ 0 gilt, dann ist die Menge
der arbitrage-freien Preise von C gegeben durch die Menge

0 £TI(C) = {E* <%) | P* €, sodass E*(C) < oo}

Beweis. TI¢ ist genau dann ein arbitrage-freier Preis von C, wenn ((Q, §, P), ﬁ, S ) arbitrage-
frei ist. Das ist genau dann der Fall, wenn ein risiko-neutrales Mafl P* fiir den entsprechend
erweiterten Finanzmarkt existiert. Da

]E*( 5 ):ﬁiwzo,...,dﬂ
1+7r

ist jedes solche P* insbesondere fiir den urspriinglichen Markt risiko-neutral und es gilt

ﬁd—i—l — HC — E* Sd+1 — E* C
1+7r 14+7r

Um zu zeigen, dass die II(C') nicht leer ist, konnen wir o.b.d.A. zum dquivalenten Maf

~ c

CZ(EP[leD_I

iibergehen, bzw. zum dadurch definierten dquivalenten Finanzmarktmodell, das dann
ebenfalls Arbitrage-frei ist mit

P(dw),

mit

E5(C) = cEp( ) <c<oo.

1+C

Nach dem Fundamentalsat Satz 2.12 gibt es dann eine ﬁ—éiquivalentes risikoneutrales
Mafl P* € P mit beschrénkter Dichte Z = dP*/dP, d.h. |Z| < K fast sicher mit einem
gewissen K € R. Insbesondere gilt dann

Ep-(C) =E5(ZC) < KE5(C) < o,

d.h. Ep-(C) € II(C) # 0. 0

Beispiel 2.25 (Fortsetzung von B_sp.%.l?). Im Mario-Draghi-Beispiel M = (90, §, P, S, 1)
hatten wir gesehen, dass Option C': 2 = R

Cw=(w,w))=Cw)- Ly



16 2 DAS EINPERIODENMODELL

kein Derivat von S ist. Wir fragen nun nach der Menge der risiko-neutralen dquivalenten
Mafle fiir M.
P* ist genau dann risiko-neutral, wenn fiir 1 = 0, 1

1+7r

gilt. Diese Bedingung ist eine Bedingung allein fiir die Randverteilung von P* auf €2, d.h.
P~ ist genau dann auf ) risiko-neutral, wenn gilt

P{w=0} =2, P({w=1})=3

Die moglichen Kombinationen lassen sich in einer Vierfeldertafel darstellen:

w\w' | J | n | X
0 | Ph| P %
Lo Py | Pyl g

Insbesondere erfiillt jedes beliebige Produkt-Wahrscheinlichkeitsmafl P* der Form
Plw=0Aw=j)=="-p

(1 —p)

Wl W b

P lw=0ANw=n)=

fiir ein beliebiges p € (0,1) und P > 0 fiir alle i,j = 0,1 diese Bedingung und ist
dquivalent zu P. Dann gilt

P

O =~

N 2 2 . o
E (1+T) =3 E ((S(w) = D Lpwr=jy) =3 E((SWw) = 1)4) - P =7) =

S TI(C) = (0, g)

Bemerkung. Die Menge II(C) ist konvex, d.h. es handelt sich immer um ein Intervall.

Definition 2.26 (Arbitrage-Schranken). Sei C' eine Wette in einem 1-perioden Finanz-
marktmodell. Dann heiflen
[T (C) := inf II(C)

[ (C) 1= sup I1(C)
untere bzw. obere Arbitrage-Preis-Schranken fir C.

Satz 2.27. In einem Arbitrage-freien Modell M = (0,5, P), 11, S) sind die Arbitrage-
Preis-Schranken fiir die Wette C' gegeben durch

1. M (C) = inf E* (L) = max {m >0 3&m+E-Y < % P-fast sicher}

2. Igup(C) = sup E* (%) = min {m >0 3&Em+E-Y > % P-fast sicher} ,
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wobes

8
14
Definition 2.28. Ein Portfolio £ € R*! heifit

o superreplizierend fiir eine Wette C', falls

E-g > (' P-fast sicher

o subreplizierend fir eine Wette C, falls

E-g < C P-fast sicher

o replizierend fir eine Wette C|, falls

£.8 = C P-fast sicher
Bemerkung 2.29. Es gilt
inf{m20| El{ERd:m—l—ﬁ-YZl—ir} :inf{ﬁ-E\EE]RdH :E-EZC'}
Beide Ungleichungen in den Mengendefinitionen gelten dabei P-fast sicher.

Damit besagt Satz 2.27, dass die obere Arbitrage-Preis-Schranke den minimalen Kosten
in ¢ = 0 fiir ein superreplizierendes Portfolio fiir C' entspricht. Analog entspricht die un-
tere Arbitrage-Preis-Schranke dem maximalen Ertrag in ¢ = 0 fiir ein subreplizierendes
Portfolio.

Ein Verkauf der Option C zu einem Preis hoher als Il,,(C) ist stets vorteilhaft,
denn mit dem Verkauf in ¢t = 0 verdient man mehr als gebraucht wird, um ein Portfolio
zu kaufen, welches zum Zeitpunkt ¢ = 1 die mit C' versprochene Zahlung finanziert.
Umgekehrt lohnt sich der Kauf von C' bei einem Preis unterhalb von T (C'), weil man
dann den Kauf durch Verkauf eines subreplizierenden Portfolios mehr als gegenfinanziern
kann, das t = 1 mit der Ausschiittung von C' sicher wieder zuriickgekauft werden kann.

Definition 2.30. Ein Modell M = ((€2, 3, P),11, ) heift nicht-redundant, falls fiir alle
£ € R gilt, ~ N
€.5 =0 P-fast sicher = £ = (

Bemerkung. Angenommen,M = ((€2, §, P),11, S) ist redundant Dann existiert £ € R,
& # 0 mit o

¢ - S =0 fast sicher
d.h. es gilt

fiir & # 0. Folglich ist die Zufallsvariable S? durch die anderen Eintrage von S und &
darstellbar. Somit ist jedes Derivat von S als Derivat des um den Eintrag SI vekiirzten
Wertpapiervektors S = (59,81, ... §i=1 §itl ... '§d) darstellbar. Das entsprechende

Modell M = (2,5, P),ﬁ,g) mit II = (10, I, , - - TI-L TP+ ... TI9) nennen wir das
um S7 reduzierte Modell.
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Lemma 2.31. Sei M ein redundantes 1-perioden Markitmodell mit & wie oben. Dann ist
M genau dann arbitrage-frei, wenn das reduzierte Modell M arbitrage-frei ist und

Beweis. Klar bzw. Ubungsaufgabe. U
Lemma 2.32. Falls M nicht-redundant ist, gilt fir alle € € R?:
&Y =0 P-fast sicher =& =0

Beweis. Sei & -Y = 0 P-fast sicher.
SES—(1+7r)€-TT=0. Sei nun & = —¢ - 1L

=& 9=8-64+(1+7)-(—¢-1I) = 0 P-fast sicher
= (= 6> == 6), da M nicht-redundant ist. U

Beweis von Satz 2.27. Wir zeigen Aussage 2, der Beweis von Aussage 1 verlduft analog.
Durch Ubergang zu einem entsprechend reduzierten Modell kénnen wir OBdA davon
ausgehen, dass M nicht-redundant ist. Sei

M::{sz] Elé:m—l—é-Yzlir}

Wir miissen zeigen, dass
min M = sup I1(C).

Sei hierfiir m € M und ¢ € RY mit

C
Y >
m+ & 1T

Da das Marktmodell M Arbitrage-frei ist, ist die Menge B nicht leer und fir P* € B gilt
wegen E*(Y) =0

* k C
m=Em+¢-Y)>E <1+T)

= m > sup E* (
P*ep

C
>
1~|—7“) >supIl(C) Vme M

= inf M > I, (C).

Wir zeigen nun, dass in der obigen Ungleichung eigentlich Gleichheit gilt. Trivialerweise
trifft das zu, wenn Ilg,,(C) = oo gilt. Falls I, (C') < oo und m > Ile,,(C'), so existiert
nach Satz 2.24 eine Arbitrage im erweiterten Modell mit Preis- und Werpapiervektor Il
bzw. S

SHL.— ¢ | I = m.
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= 3 &= (£EM) € R mit

NN— . dl. [

—m) >0 (%)

Wegen der Arbitrage-Freiheit des urspriinglichen Modells ist £+ # 0. Durch Erwartungswert-
bildung mit einem P* € P in () gilt:

d+1 * C

Wegen m > Ilg,,(C) ist der Wert in der Klammer negativ, folglich ist £ < 0. Teilen
wir (%) durch —£?*! entsteht

0<¢Y —

1+r+m

mit ( = —gd% <&, Somit gilt m € M, insbesondere m > inf M, d.h. wir haben gezeigt
m > g (C) = m > inf M.

Das ist gleichbedeutend mit
M., (C) > inf M,

was zusammen mit dem ersten Schritt die die Gleichheit
inf M = Il,,(C)
liefert. Es bleibt noch zu zeigen, dass das Infimum von M ein Minimum ist. Sei hierzu
my, \ym:=inf M | m, € M
Sei weiter &, € R :m,, +&,-Y > % P-fast sicher. Falls

sup [[&n || < o0
neN

gilt, existiert eine konvergente Teilfolge &,, — £. Im Grenziibergang k — oo gilt dann

C
Y > 2
m+& 14
P-fast sicher, d.h. m € M. Der Fall
sup ||| = oo
neN

kann aber nicht auftreten, denn ansonsten gilt (gegebenfalls nach Auswahl einer Teilfolge)
dass

b
T -= "Sn n
1€l
fiir ein gewisses n mit ||n|| = 1. Wegen
m C

_n R = ——
T A+ )6
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und nach Grenziibergang n — oo gilt
n-Y >0

P-fast sicher. Da das Modell Arbitrage-frei ist, folgt n-Y = 0 P-fast sicher. Aus der
Nicht-Redundanz des Modells folgt nun aber n = O im Widerspruch zu [|n|| = 1. O

Korollar 2.33 (zu Satz 2.27). In einem Arbitrage-freien Modell M = ((Q,§, P), 11, S) ist
die Option C genau dann replizierbar, wenn es einen eindeutigen Arbitrage-freien Preis
fur C" gibt, d.h. wenn

[sup (C) = i (C)

und insbesondere

#I1(C) =1
qgilt. Falls C nicht replizierbar ist, so gilt

H(C) - (Hinf(c)a HSUP(C))

Beweis. Fiir eine replizierbare Option C' mit C' = & - S fast sicher fiir ein & € R ist
Maup(C) = Ming(C) = £ - II = Ep:(7%) fiir alle P* € P. Umgekehrt, falls I, (C) =
Iine(C) =m SO gibt es nach Satz 2.27 zwei Portfolios £ und n mit (£ —()-Y =m+¢£-Y —
(m+¢Y) > = +r -1 + >0,als0é—CY =0 fast sicher, da der Markt nach Voraussetzung

Arbitrage-frei ist. Folglich gilt m +¢-Y = +T fast sicher, d.h. C' ist replizierbar.
Wir zeigen nun noch, das im nicht replizierbaren Fall

1nf( )%H( )

gilt. (Analog ldsst sich I, (C) ¢ II(C) zeigen.) Gemafl Satz 2.27 gibt es ein £ € R? mit
Lins(C)+Y - € < C P-fast sicher
inf =147

Da C' nicht replizierbar ist, muss die echte Ungleichung auf einer Menge positiven P-
MafBes gelten. Wir betrachten nun das erweiterte Marktmodell mit 19! = II;,¢(C) und

S+l — (. Es sei B
= (II- € — e (C), =€, 1) € R

Dann gilt .
E-MM=11-&—Tip(C) = &- T+ Ijpe(C) =0

und

€-S=(1+r) (- £~ M(C)) —€- S+ C

=(1+7r)]-¢ Y+ % — Iine(C)] > 0 P-fast sicher

wobei die echte Ungleichung mit einer positiven Wahrscheinlichkeit gilt. Damit handelt
es sich hier um eine Arbitrage-Moglichkeit, weshalb I, (C) ¢ II(C) gilt. O
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Beispiel 2.34 (Fortsetzung von Bsp. 2.25). Im Mario Draghi-Bespiel hatten wir die
Menge der Arbitragepreise zur Option

Clw,w) = (S(w) =14 - L=y

I(C) = (0, g) :

was gemif Korollar 2.33 einen weiteren Nachweis liefert, dass C nicht replizierbar ist.
Offensichtlich reicht die Menge der Linearkombinationen von B und S nicht aus, um
die im Modell durch den zweiten Parameter w’ beschriebene Ungewissheit vollstandig
abzubilden.

Bemerkung 2.35. Als Konsequenz aus Korollar 2.33 ist ein Preis p ein Arbitrage-freier
Preises fiir die Option 7, falls es 7w, 7’ € TI(C) gibt mit 7 < p < 7. Umgekehrt erlaubt ein
Preis p mit p < 7 Vm € II(C) eine Arbitrage fiir den Kéaufer ("Kéufer-Arbitrage’) und
eine Preis p mit p > 7V € II(C) eine Arbitrage fiir den Verkéufer (*Verké&ufer-Arbitrage’)
von C, vergleiche Bemerkung 2.29.

bestimmt als

2.5 Der zweite Fundamentalsatz der Optionspreistheorie

Der zweite Fudamentalsatz liefert die Charakterisierung des Sonderfalls eines vollstandi-
gen Finanzmarktmodelles. Aufgrund der Seltenheit von vollstéandigen Modellen ist der
zweite 'Fundamentalsatz’ weniger bedeutend als der erste Fundamentalsatz.

Satz 2.36 (FTAP II). Es sei M = ((Q,5,P),I1,S) ein Arbitrage-freies Marktmodell.
Dann gilt:

M wollstindig < B = {P*}
d.h. falls es genau ein risiko-neutrales, aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs P* gibt.

7

Beweis. "=": Im vollstandigen Fall sind insbesondere auch Optionen der Form C = Cjy
mit Cy(w) = L4(w) fiir A € § ist replizierbar. Folglich

W(C):]E*( ¢ ):E*(]IA)l !

vV P* e B.
I+r +7 ¥

Es gilt also

P*(A)=7(C)-(1+7r)
D.h. P*(A) ist eindeutig durch den eindeutigen Preis m(Cy4) von C4 bestimmt fiir alle
A € § und somit auch P*, also hat die Menge 3 genau ein Element.

7<": Sei P = {P*} und C eine Option, so liefert Satz 2.24, dass
C
I[(C) =<E" | —— P E*(C
02 110) = {E (15) 17 € BE(C) < o0}

Da die Menge B aber nur das eine Element P* hat, folgt (zum einen dass Ep«(C) < o0
und zum anderen) dass die Menge

C
1+ 7“)}
einelementig ist. Geméafl Korollar 2.33 ist C' somit replizierbar. U

(C) = {Ep(
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Samtliche bisher behandelten Beispiele handelten von endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen
(Q,§, P). Im vollstandigen Fall ist das keine echte Einschrankung, wie wir jetzt zeigen.

Satz 2.37. Sei M = (0, 3§, P),IL,S) ein vollstindiges und arbitrage-freies 1-perioden
Marktmodell. Dann existiert eine Partition

in mazximal d+ 1 Atome von P.
Bemerkung. Sei (€2, §, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € § heifit Atom von P, falls
VBeF:[BCA= P(B)=0V P(B)=P(A)]

Lemma 2.38. Sei (Q,§, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist fir alle p € [0, 00]
dim(LP(Q,§, P)) = sup {n | AL A= | A, P(A) > o}

Beweis. Die Dimension von L? ist die maximale Anzahl von linear unabhéngigen charak-
teristischen Funktionen von Mengen mit positiven P-Mafl (Ubungsaufgabe). U

Beweis von Satz 2.37. Falls M vollstandig, so lisst sich jedes f € L"(Q,§, P) (und f > 0)
als Wert £ - S eines geeigneten Portfolios ¢ € R darstellen, d.h.

d
f=) ¢5
1=0

= dim(L"(2,F, P)) =2 m < d+ 1. Wegen des vorhergegangenen Lemmas existiert eine
Partition Ay, ..., A, m < d+ 1 mit

und P(4;) > 0. A; sind notwendigerweise Atome, da ansonsten die Dimension von
L™ (Q,§, P) grofer wire als m. O

Bemerkung. Da Wahrscheinlichkeitstheorie auf endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen
(Q, 5, P) eigentlich nur ein Teilgebiet der linearen Algebra ist, kénnten wir die Theo-
rie vollstandiger Méarkte somit auch ganz ohne Wahrscheinlichkeitstheorie betreiben.

Beispiel. Sei r = 0.
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mit p € (0,1). P* ist ein risiko-neutrales Ma8, falls

o () om0 -n

=p b+ (1—p")a=mn

T—a
=p'=—¢€(0,1
pr=— €01
Das ist genau dann moglich, wenn
7 € (a,b)

Das Modell ist somit genau dann arbitrage-frei, falls 7 € (a, b) gilt. In diesem Fall ist M
auch vollstandig, denn dann ist p* eindeutig bestimmt.

3 Das Mehrperiodenmodell

Mit dem Mehrperiodenmodell werden dynamische Finanzméarkte abgebildet, die sich iiber
mehrere Zeitpunkte hinweg zufallig bewegen. Dabei ist eine Beschreibung der zu Zwis-
chenzeitpunkten (ohne Prophetie d.h. Vorausschau) verfiigbaren Information nétig, um
die Menge der zulassigen Wetten oder Strategien eingrenzen zu konnen.

Definition 3.1. Es seien (£2,§, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7 eine geordnete
Indexmenge.

o Eine Familie von o-Algebren {§;},.+ von € heiBt Filtration von (, falls
5 CFipmVi=0,....,T -1
gilt.
o Eine Familie von Zufallsvariablen {X;},  mit
X;: (5, P)— (E,€)

mit Werten in einem messbaren Raum (E, €) heifit stochastischer Prozess. Notation
(Xi)ie’T bzw. X..

o {X;},cr heit adaptiert an {F;},.r, falls

X, ist F;-messbar Vi e T

o Ein stochastischer Prozess (&;);cr heiit vorhersagbar, falls &; §;_i-messbar ist fiir
allei e T.

Bemerkung (Interpretation). §; ist die Menge aller Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt
i € T sinnvoll definiert /beschrieben/beobachtet werden kénnen. Wenn X; an §; adaptiert
ist, bedeutet das, dass X; nur davon abhangt, was bis zum Zeitpunkt ¢ € 7T sinnvoll
beobachtbar ist.
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Beispiel (3-facher Miinzwurf). Wir setzen eine faire Miinze voraus und betrachten den
Wabhrscheinlichkeitsraum

Q=1{0,1) P(w):%VweQ

fiir die Beschreibung des dreifach stochastisch unabhangig wiederholten Miinzwurfs.
Sei X}, : Q — R mit
Xip(w) = Xp(wh, w? w?) = WF

die Zufallsvariable zur Beschreibung des k-ten Wurfergebnisses, so ist (Xj)r—123 ein
stochastischer Prozess. Eine mogliche Filtration ware

Sl = O'(Xl) = O'(AQ,Al) C 2Q
als die von X erzeugte Sigma-Algebra von Mengen der Form
A ={(w" W W) eQ|w =i},

§2 := 0(X1, X2) = 9(Boo, Bo, Buo, Bui) C 2"

die Sigma-Algebra der gemeinsamen Beobachtungen von X; und X, erzeugt von Mengen

der Form

By ={(w"w’ ') eQ|w =iw* =}

und schlieBllich die Potenzmenge von {2

T3 = 0(X1, Xy, X3) = 2

als Sigma-Algebra der gemeinsamen Beobachtung aller Teilwiirfe. In diesem Fall gilt zum
Beispiel, dass X3 nicht §s-messbar ist, denn es gilt z.B.:

X3_1({]'}) - {(O’ 07 1)7 (170’ ]')7 (07 17 1)7 <]" ]'7 1)}

Diese Menge lésst sich aber nicht als Durchschnitt/Vereinigung von Mengen der Form B;;
darstellen. Es gilt namlich

und in B;; kommt immer ein Tupel vor, bei dem die letzte Koordinate 1 ist, und eines,
bei dem die letzte Koordinate 0 ist.

Definition 3.2 (Mehrperiodenmodell). Ein (d-dimensionales) Mehrperioden-Finanzmarktmodell
M = (2,3, (Biier P), (Si)ier)
besteht aus
o einem Wahrscheinlichkeitesraum (€2, §, P)
o einer Menge von Handelszeitpunkten 7

o einer Filtrierung (§;)icr von (€, §)
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o einem stochastischen Prozess
(Si)ier : (2,3, P) = RY!
der an die Filtration (§;);c7 adaptiert ist. Es sei

g0

]

Vereinbarung 3.3. Im Folgenden gehen wir von einigen Vereinbarungen aus:

o T =40,...,T}
o §=3%r
o SOZ{®7Q}

o (S9)ez ist stets strikt positiv, d.h.

SY > 0 P-fast sicher Vi € T

Bemerkung. Die Adaptiertheit von So an die triviale Sigma-Algebra §, bedeutet, dass
So deterministisch ist. Das Mehrperiodenmodell verallgemeinert damit das 1-Perioden-
Marktmodells mit 7 = {0, 1} und S, := IL.

Definition 3.4. (5?);c7 wird auch als Numeraire bezeichnet. Wenn man es als (relative)
BezugsgroBe fiir die anderen Papiere (SF);c7 benutzt und den Vektor

7

_ Sllf
(Xi)iET ) Xik = @

einfithrt, stellt 7? den Wert des k-ten Wertpapiers zum Zeitpunkt & in Einheiten von S?

dar. (X;) heiit relativer bzw. diskontierter Wertpapierprozess.

3.1 Selbstfinanzierende Handelsstrategien

Definition 3.5 (Handelsstrategie).

o Eine Handelsstrategie ist ein R4T!-wertiger vorhersagbarer stochastischer Prozess

o Eine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend, falls gilt:

& Si=&w 5
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Bemerkung. Die Menge 7 = {0,1,...,7} bezeichnet die Handelstage an denen man
durch Kauf bzw. Verkauf von S-Wertpapieren das eigene Portfolio vom Zustand ¢, in
den Zustand &, ., tiberfiihren kann. Man stellt sich dabei vor, dass die Kurse S wihrend
der Handelstage unveréindert bleiben. Die Verinderungen der Kursstinde S ereignen sich
zu den Zeitpunkten %, %, I %, also zwischen den Handelstagen. Der Vektor &, ist
dann zu interpretieren als das Portfolio, das am (Morgen vom) Tag t gehalten wird. Bei
einer (zuldssigen) Handelsstrategie ist das Portfolio &, fiir (den Morgen vom) Handel-
stag t bereits durch Transaktionen am (Abend von) Handelstag ¢ — 1 zusammengestellt
worden, und ist somit §;_;-messbar. Bei einer selbstfinanzierende Handelsstrategie sind
zudem die am Handelstag ¢ durch Kauf bzw. Verkauf von Papieren aus S vorgenommenen

Umschichtungen des Portfolios von &, auf &, kostenneutral.

Vereinbarung 3.6. Als vorhersagbarer Prozess ist (£,); nur sinnvoll auf fiir die Zeitin-
dizes t € {1,...,T} zu definieren. Dariiber hinaus verwenden wir zur Erleichterung der
Notation gelegentlich die Zufallsvariable £, := ;.

Definition 3.7.
o Der diskontierte Wertprozess fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie (El) ist
Vo=&-Xo
Vi=§&-X;
bzw. einfach V; = ¢, -V, fir t € {0,--- ,T}.

o Der (diskontierte) Gewinn-Prozess der Handelsstrategie (&;) ist

Bemerkung. Die Grofie &, - (X, —_Yk) stellt den diskontierten Gewinn (bzw. den Ver-
lust) dar, der sich fiir ein Portfolio ¢, Kursverdnderungen des Wertpapiervektors S zum

Zeitpunkt k — 3 ergibt. Gy, ist die Summe der Gewinne/Verluste am (Morgen vom) Tag
k.

Vereinbarung 3.8. Fiir zwei auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, §) definierte R%-
wertige stochastische Prozesse (Uy)i—1... und (V});—o...r definieren wir einen neuen stochastis-
chen Prozess (U ® V))i—q,... 7 durch (Ue V), : Q: = R

(U e V)o =0 und (U.V)t:iUt-(Vt—v;_l)

k=1

Der Prozess U o V heifit das (diskrete) stochastische Intergal von U nach V. Mit dieser
Notation schreibt sich der diskontierte Gewinnprozess

Gi=(EeX) = (oX), te{0,---,T}

als stochastisches Integral des Portfolioprozesses &€ nach dem diskontierten Wertpapier-
prozess X.
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Bemerkung 3.9. Mit der Notation des diskreten stochastischen Integrals ist eine Port-
foliostrategie selbstfinanzierend genau dann, wenn fiir alle ¢ € {0,--- , T} gilt

§&-Si=&-So+ (Ee5),
was durch Differenzbildung gleichbedeutend ist mit
&S =& 1 Sia=& (S —5i) vte{l,---T}
Satz 3.10. Sei &, eine Handelsstrategie. Dann sind dquivalent:

1. &, ist selbstfinanzierend.
2.6 X, =& X, Vt=1,...,T
S Vi=W+G Vt=1,...,T

4. 80— =E &) Xy VE=1,....T

Beweis. 1. < 2. ist klar (Division durch SY).
3. ist aquivalent zu

‘/tJrl_V:‘,:GtJrl_Gt
S & X1 — & Xe =81 (X1 — Xy)
S & (X — X)) + (G — &) - Xy = &1 - (X — X0)
& (En—&) - X, =0
& (§1—&) -5 =0

Das ist wiederum aquivalent zu 1.

4. < 2. ist klar, da X = X7, =1 [l

Korollar 3.11. Es sei 1o = (nl,...,nd) ein vorhersagbarer d-dimensionaler Prozess.

.....

7e = (i)

0
— UA d+1
P = eR
K (77)

eine selbstfinanzierende Strategie definiert mit Anfangswert Vi = vy.

Beweis. Nach Satz 3.10 ist 1, genau dann selbstfinanzierend, wenn
M1 — M = (M — 1) - Xe Vh=1,...,T—1
Definiere rekursiv:
77? =09 — 1 * Xo
Mhyr =M+ (e — 1) - X
Wegen der Vorhersagbarekeit des Prozesses n, ist 7)., ebenfalls §i-adaptiert fir k €

{1,---,T}, d.h. der Prozess 7 eine zulédssige und nach Konstruktion selbstfinanzierende
Handelsstrategie. 0
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Definition 3.12. Eine selbstfinanzierende Strategie &, heift Arbitrage(-Mdglichkeit), falls

Bemerkung 3.13. Wegen S? > 0 fast sicher hitten wir auch ebenso verlangen konnen,
dass fiir die diskontierten Werte des Portfolios gilt Vo < 0 und Vi >* 0.

Satz 3.14. Fin Mehrperioden-Modell M erlaubt genau dann eine Arbitrage-Mdoglichkeit,
wenn gilt ein t € {1,...,T} und eine §;_1-messbare Zufallsvariable n mit Werten in R?

existieren, so dass
n- (Xt — Xt—l) >>k 0.

Vereinbarung 3.15. Gelegentlich benutzen wir die Bezeichnung
L0(Q, T, P;RY)
fiir die Menge der §;_;-messbares Zufallsvariablen mit Werten in R%.
Beweis. " =": Sei &, eine Arbitrage-Moglichkeit mit Wertprozess V, und sei
t:=min{k | V, >* 0}
Dann ist t < T nach Voraussetzung. Weiter gilt entweder

Viey =0oder P(V;1 <0)>0

Fall 1: &(X; — Xo1) S 2™ v, — V,_, =V} >* 0. Dann setze

e = &.

Fall 2: Sei n := & - 1yy,_,<0y. Dann ist n §;_;-messbar und

n(Xe — Xeo1) =& Ly <oy (Xe — Xo1)
= ]I{VLKO}(V;& - thl)
> 1, <3 (=Vie1) >7 0

7<" Sei 1 wie angegeben. Definiere

falls s = ¢
sonst

€ =1{ 0

60
3

Strategie. Dann ist V) = 0 und ferner

Sei weiter £ = € R die zu &, und Anfangswert 0 zugehérige selbstfinanzierende

Ve—=Vi1 = gs(Xs - Xs—l)

T
= Ve =) Vi—Via=n(Xi— X;-1) >* 0

s=1
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Bemerkung. Falls 7 nicht von Zufall abhingt, besteht die Strategie € darin, zum Zeit-
punkt ¢ — 1 genau das Portfolio n aufzubauen. Die Kosten hierfiir werden negativ als
Eintrag £ in die Cash-Koordinate des erweiterten Portfoliovektors

o (9)-(4)
&t Ui
eingetragen. Zum Zeitpunkt ¢t wird das Portfolio durch den Verkauf wieder aufgelost.

3.2 Aquivalente MartingalmaBe

Das Analogon von risikoneutralen MaBlen im Einperiodenmodell sind die Martingale (bzw.
Martingalmafie) im Mehrperiodenmodell. Hierfiir erinnern wir zunéchst an den Begriff
der bedingten Erwartung fiir integrierbare Zufallsvariablen.

3.2.1 Erinnerung an die bedingte Erwartung

Definition 3.16. Sei (2, 3§, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X :  — R eine integrier-
bare Zufallsgrofle und & C § eine Unter-o-Algebra von §. Dann heifit Y : Q — R die
bedingte Erwartung von X gegeben &

Y = E(X|®)
falls gilt:
1. Y ist G-messbar
2. VAe®: [,Y(w)P(dw) = {X(w)P(dw).
Bemerkung (Interpretation). 1. Y ist die Projektion von X auf die Menge der &-
messbaren Zufallsvariablen.
2. Y entspricht dem Erwartungswert von X bedingt auf die Ereignisse in &.

Beispiel. (2, §, P) sei der Wahrscheinlichkeitsraum fiir das zweifache Werfen einer (fairen)
Miinze.

Q={(w" ) |we{0,1}}
5=PQ), P({w)) :i\“’m

Weiter seien
X(w) =w'-w?
und
6 = {0,2,{(1,0), (1,1)},{(0,0), (0, 1)} }
& enthélt nur Informationen iiber den ersten Wurf. Es sei 4; = {(1,0),(1,1)} und
Ay ={(0,0),(0,1)}. Dann haben wir

-1

=

E(X]Ay) = -

P(Ay)

B(X - -14) -0+ 1
1 2
2
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B(X-14,) $-0+%-0
E(X|A4;) = (P(A2))=4 =0
2

Definiere nun Y:
falls w € A,

1
_ ) 3
Y(w)_{O falls w € A,

Dann gilt:
1. Y ist &-messbar.

2. Fir alle A € & gilt
/ ¥ () P(dw) = / X (w) P(dw)

A A

Satz 3.17 (Existenz der bedingten Erwartung). Sei (Q,F, P), X € L'(,§, P), 6 C F.
Dann existiert Y := E(X|®) und ist (fast sicher) eindeutig bestimmdt.

Beweis. X € L'. Sei v(dw) = X(w)P(dw) ein signiertes Mafl auf Q. Ferner sei p das
MaB auf (€2, &), welches durch Einschrianken von g auf Mengen von & entsteht. Dann ist
v absolut stetig beziiglich P, d.h. es gilt

v(A) = /X(w)P(dw)
A
= Es existiert eine ®-messbare Dichte Y mit
v(4) = [ Y()Pe(do)
A
Zur Eindeutigkeit: Seien Y und Y ®-messbar mit

[P = [ x@P) = [ TP

Dann gilt
/(y V) (w)P(dw) =0V A € &
A
=Y =Y P-fast sicher, da beide &-messbar sind. O

Satz 3.18 (Eigenschaften der bedingten Erwartung).

1. Falls $H C & C § ist, qult
E(X|9) = E(E(X[®)]9)

2. Falls p : R — R eine konvexe Funktion ist, gilt

p(E(X[6)) < E(p(X)|6)
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3. Falls Z : (2,8, P) = R &-messbar ist, so gilt

E(Z - X|6) = Z -E(X|®)

Beweis. Diese Eigenschaften folgen direkt aus der Definition der bedingten bzw. aus der
Jensen’schen Ungleichung fiir Erwartungswerte unter konvexen Funktionen, siehe Stan-
dardliteratur zur Wahrscheinlichkeitstheorie?. U

3.2.2 Martingale
Definition 3.19 (Martingal). Sei (€, (§:), 5, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum

X, € L' (3, P)

und
Vs <t:E(Xy|§s) = Xs P-fast sicher

gilt.

Bemerkung 3.20. o Ein Martingal ist die wahrscheinlichkeitstheoretische Beschrei-
bung eines fairen Spieles, in welchem zu jedem Zeitpunkt die kiinftigen Gewinne im
Mittel dem aktuellen Spielwert entsprechen.

o Man, dass die bedingte Erwartung hier bzgl. dem Mafl P gebildet wird. Somit
sprechen wir strenggenomen von einem P-Martingal, bzw. noch genauer von einem
((&+¢)t, P)-Martingal, wenn wir auch die Abhéngigkeit von der Filtration (§;); her-
ausstellen wollen.

Definition 3.21. Ein Ma# @ auf (Q, ) in einem Mehrperioden-Modell (2, §, (&), P, S)
heifit Martingalmafs, falls
S
= ()

Bemerkung. Man beachte, dass die Definition von Martingalmafl inbsesondere die In-
tergrierbarkeit von X, fiir alle ¢t € T einschlie8t, was vom intialen Mafi P nicht verlangt
ist.

unter ) ein (§;)-Martingal ist.

Satz 3.22. Fir ein Wahrscheinlichkeitsmafs Q) auf dem filtrierten Raum (2, (§+, §) sind
aquivalent:

1. Q st ein Martingalmafs

2. Falls €, eine selbstfinanzierende Strategie mit |¢&,| < C < oo fiir ein C > 0, so ist
Ve unter Q) ein §;-Martingal.

3. Falls €, eine selbstfinanzierende Strategie mit Eo(Vy) < oo, dann ist V, unter @
ein Martingal.

27.B. Wahrscheinlichkeitstheorie von A. Klenke, Springer Verlag.
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4. Falls €, eine selbstfinanzierende Strategie mit Vi > 0 Q-fast sicher ist, so gilt

Eq(Vr) = Vo

Beweis.
1 = 2: Sei C wie in 2. Dann ist

t
Vil = [Vo+ ) &(Xi — Xpa)
k=1

t
< Vol + D C - (1Xe] + [ Xea])
k=1

=V, € L'(Q,Q). Ferner gilt:
Eq(Vit1|8t) = EQ(Vigr — ViIS:) + Eo(Vi|§1)
= Eq ({1 (Xer1 — X0)[80) + Vi
= &1 - Eo(Xeg1 — Xi[Se) + V4

=& - (Eo(Xi]S:) — Xi) + V4
=0+YV,

2 = 3: Wir bemerken zunéchst, dass X~ := —min(X, 0) = max(—X,0) und die Funktion
©(t) = max(—t,0) ist konvex. Behauptung: Es geniigt fiir alle ¢ zu zeigen, dass

E(Vi7) <00 = Eq(Vil§:) = Viea (%)
gilt. Ist dies der Fall, so gilt fiir £, wie in 3. mit t = T wegen E(V) < 0o

E(Vr_y1)

E(E(Vr[§r-1)")
(E(Vr|S7-1)))
(¢

(

(
(Vr)ISr-1))
Vr))
) <

= Die Voraussetzungen von (x) sind mit ¢ = 7" — 1 gegeben und induktiv folgt

IA

'
E
4

(
E(
E(
E(
E(V,

]E(‘/t|gt71) =ViaVi= L... 7T
Wir zeigen nun, dass (x) gilt. Sei E(V,”) < co. Dann gilt
E(Vili-1) = E(V;"[81-1) — B(V; " [§e-1)

ist wohldefiniert als eine Zufallsvariable mit gegebenenfalls Werten inkl. oo, die eine
bedingte Erwartung fiir V; ist. Sei nun £, wie angegeben und a > 0. Dann sei

&Y =& Ly <a)
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Dann ist ( (a )> ist eine selbstfinanzierende Strategie. Gemafl Voraussetzung 2 ist
t

&YX — Xoa) = V9 v

das Inkrement eines Martingals. Somit gilt

Eq(Vil8i-1) - Lyei<ay = Eo(Vi - Lyjg <y 81-1)
=Eo(e<a) (Vi = Vi) [8e-1) + Tje,<ay Vi
=Eo(Lg<arée - (Xe — Xem1)[Be-1) + Ljei<ay Vi
= Eq(&” (Xe — Xo1)[§i1) + Lyecay Vi
=Eo(V” = V9I81-1) + Ly <) Vit
= Tjel<a Vi

Mit a > C gilt
Eq(Vil§i-1) = Vi

3 = 4: Vp > 0 Q-fast sicher = V. = 0 Q-fast sicher. Somit ist (V;) ein Martingal.

= Eq(Vr) =Eq(Vo) = Vb

4 = 1:

o Zeige X, € L'(Q,Q):
Sei hierfir

6' = (55)5:1 ..... T € Rd
mit
E =Ty, E=0Vj#i

&, ist deterministisch und damit vorhersagbar. &, sei die zugehorige selbstfinanzierende
Strategie zu Vp := X{. Dann folgt

T
Vi =Vo+ Y &(Xs— Xoa)

s=1

_XZ+ZX’ X )=X>0

Damit ist 4. anwendbar und es gilt
Xo=Vo =Eq(Vr) = Eq(V7) < o0

= X! e L'(2,Q).
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o Zeige Eq(X/|§:—1) = X;_,. Das ist dquivalent zu

VAest_lz/X;sz/Xg_ldQ
A A

Sei also A € §;_1. Sei weiter
nt = Lgeayy + Lac + Loy
und
W =0VsVj#i

= 1, ist vorhersagbar. Sei 77, die selbstfinanzierende Strategie mit V5 = X¢. Dann
gilt

t—1
V=W + Z(Xllg - Xli—1) + ]lAC(XZ - Xg—l)
k=1
= Xz—1 + 1 he (XZ - XZ—I)
= 14X, | +140X] >0

Damit ist 4. anwendbar und es folgt

Eo(X) = X; = Vo = E(Vi) = Eo(Xi_,14) + Eo(X{140)
= / X! dQ = Eo(Xi1) = Eq(Xi ,14) = / X0, dQ
A A

O

Wir notieren noch eine wichtige Beobachtung, die im Beweisschritt 1 = 2 gleich zu
Beginn bewiesen wurde.

Lemma 3.23. Fulls P € B ein Martingalmaf ist, so ist fiur vorhersagbares beschranktes
Ne der Prozess

t
Vi=Vo+ Y i (X — Xpm1) = Vo — (n e X),
k=1

ebenfalls ein P-Martingal.

3.3 Der erste Fundamentalsatz im Mehrperiodenmodell

Theorem 3.24 (FTAP, Mehrperioden-Fall). Ein d-dimensionales Mehrperioden-Marktmodell

77777777

P-dquivalentes Martingalmafs QQ gibt. In diesem Fall kann Q) mit beschrankter P-Dichte
gewahlt werden.
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Beweis. "<": Sei () ein P-iquivalentes Martingalmafl und €, eine selbstfinanzierende
Strategie mit Vr >* 0, dann gilt auch = Vr >7 0. Insbesondere gilt Vr > 0 Q-fast sicher,
so dass wir Satz 3.22 anwenden konnen. Folglich

% = EQ(VT> > O,

d.h. €, ist keine Arbitrage-Moglichkeit.

”"=": Wir beweisen hier den Spezialfall fiir endliches €2, d.h. #{) < co. Die Beweisidee
besteht im schrittweisen Zuriickfithren auf den Einperiodenfall.

1. Schritt:

2. Schritt:

T = 1. Hier betrachten wir einen weiteren Spezialfall, namlich dass das Modell
ein 1-Perioden-Modell mit

So=1, 8 =8

ist, und SY = (1 +r) - SY mit r > —1. Damit ist das Mehr-Perioden-Modell
genau dann im Sinne von Definition 3.12 arbitragefrei, wenn das 1-Perioden-
Modell arbitragefrei im Sinne von Definition 2.4 ist. Man beachte, dass die
Bedingung selbstfinanzierend zu sein fiir T'= 1 leer ist.

Nach 2.12 existiert dann Q* aquivalent zu P, sodass

Sy
147

EQ*(E):]EQ*( ):H:YG

d.h. X, ist ein Q*-Martingal.

Es gelte immer noch T' = 1, aber wir machen keine einschréankenden Annah-
men bzgl. SY. Sei nun

So:=0(8Y) C 3

die von SY erzeugte o-Algebra. Dann gilt

50CTCH
Da Q endlich ist, wird F von endlich vielen Atomen AL, .. AR, erzeugt.
Analog wird §; ebenfalls von endlich vielen Atomen Aj, ..., Ay, mit

Vidj:A €A

erzeugt. Fur ¢ = 1,..., Ny sei M; das Finanzmarktmodell das durch Ein-
schrankung auf AY =: A; entsteht:

Mi = (Au H, gi7ﬁ7 §|Az)

Pi= P(|4) , P(A) = %

Si=F%1NA
Dann gilt in jedem M,
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Ferner ist das Ursprungsmodell M genau dann arbitragefrei, wenn jedes der
Modelle M; arbitragefrei ist. Insbsendere folgt aus der Arbitragefreiheit von
M nach Schritt 1, dass fiir jedes ¢ ein zu P; dquivalentes Mafl (); existiert mit

_ S, _
Eq,(X7) = Eq, ( 1 ) 5T

Definiere nun Q* auf §;. Fiir A; € §; existiert A; € § mit A; € A;. Dann
sei

Q" (A;) = P(4;) - Q;(A))
Q* ist aquivalent zu P denn fir A} € §, Al C A(; € Jo, so gilt

0=Q"(4)) = P(AY)-Q;(A}) & Q;(A]) =0 & P;(A) =0
———
#0
& P(A)) = P(A}) - Py(A}) = 0.

X ist zudem ein Q*-Martingal, denn wir miissen im Fall 7' = 1 nur priifen,
dass

3. Schritt: T > 2. Wie zuvor wird §; erzeugt durch Atome, die wir mit
AL AL

bezeichnen, und

S:O - {(2)7 Q} .
Wegen §;_1 C §; gibt es fiir jedes i ein j, sodass
Al C AT

Dann ist M genau dann arbitragefrei, wenn samtliche durch Einschriankung
auf die Mengen A! definierte Teilmodelle arbitragefrei sind. Somit finden wir
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in jedem dieser Modelle Martingalmafie Q. Analog zu Schritt 2 definiert man
zu Al € §r mit
Al cAl L CAY
T 1t—1 20
w( AT 0 0 (g1 —1 (AT
Q (AiT) - P(Aio) ) io(Ail) BRI th_l(AiT)-

Analog zu Schritt 2 sieht man, dass hierdurch ein zu P dquivalentes Martin-
galmafl gegeben ist.

O

Bemerkung. Man kann den hier gegebenen Beweis leicht auf den Fall von abzahlbarem
) tibertragen, wobei wir dhnlich wie im Einperioden-Fall zunéachst auf ein dquivalentes
MaB P wechseln, beziiglich welchem die Zufallsvariablen (X;);cr integrierbar sind. Einen
abstrakteren Beweis fiir allgemeines (€2, §) findet man im Buch Stochastic Finance von
Follmer und Schied.

3.3.1 Martingalmafle bei Wechsel des Numeraires

Man kann sich fragen, in wie weit die bisherigen Ergebnisse von der Wahl des Nu-
meraires zum diskontieren abhangen. Praktisch entspricht ein Numerairewechsel etwa
einem ["Jbergang von Dollar auf Euro als neue Bezugswahrung, in der Werte gemessen
werden. Da unsere Definition von Arbitrage in nicht-diskontierten Grofien formuliert war,
ist die Arbitragefreiheit eines Marktes von der Wahl eines Numeraires unabhéangig. Die
Menge der aquivalenten Martingalmafle hingegen nicht, wie wir weiter unten feststellen.

Angenommen: S} ist strikt positiv fiir alle Zeiten 0,...,7. Sei Y; := (Y}°,...,Y%) mit

. S
Y;Z:S_i:(y;iovl’yfv""nd)
t
Dann gilt:
. §0 __ 1
Yt:S_zl.Xt:X_tl.Xt

Satz 3.25. Es sei ‘ﬁ die Menge der zu P dquivalenten Mafe auf (Q,5), s.d. Y, ein
Martingal ist. B sei die Menge aller zu P aquivalenten Mafle, s.d. X, ein Martingal ist.

Dann gilt:
~ [~ dP X}
‘Bz{P*| =37 P*G‘B}

P X}’

Beweis. Sei P* € 3, d.h. X ist ein P*-Martingal.

= <X—t1) ist ein positives P*-Martingal. Insbesondere gilt:
t=0,...,T

X¢
X1 X!
Ep- (=L )=E(Z2) =1
(%) -5 (5)

Das heifit Z = f(—lﬁ ist eine strikt positive Zufallsvariable mit Ep-(Z) = 1. Daher ist
0

,,,,,

dP*(w) = Z(w)P*(dw)
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ein zu P* dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, §).
Nun ist Y, ein P*-Martingal zur Filtrierung (§;), denn aus Lemma 3.26 unten folgt

_ 1 —
Eﬁ* (Yt|38) = M EP*<Mtn|{§s>

X1
XX}

Ep- (X} Y;|Fs)
~—
=Xt

- — Ep(X/[3)

—_

.XS

=Y,
0

Lemma 3.26. Sei (2, (§:), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (M;); ein strikt
positives Martingal mit E(M;) = 1. Weiter sei

Q(dw) = Mp(w)P(dw)
ein neues Maf auf (2,§). Dann gilt fir eine beliebige Zufallsvariable Z : Q@ — R:

1

Eq(Z[S:) = MEP(Z - Mrp|§:)

Beweis.

1. Schritt: Falls V' : 2 — R §;-messbar ist, gilt:

/

Vv
Ft-messbar

1
= Eo(1a A ER(Z - Mrl3:)

J/

-

=z
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Es gilt also, dass Z’ §;-messbar ist und fiir alle A € §; gilt

[ zwetd) = [ zwaw)

A A

= 7' =Eo(Z|3,).

3.4 FEuropaische Optionen im Mehrperiodenmodell

Definition 3.27. Eine nicht-negative Zufallsvariable C' : (Q,§) — R heifit europdis-

che Wette, europdischer Anspruch oder europdische Option, (engl. european contingent

claim).

C heiBt Derivat von S,, falls C' messbar ist bzgl. der vom Wertpapierprozess ¥ erzeugten

Sigma-Algebra o(Si;i=0,...,d, t =0,...,T), d.h. falls
C=0C(S,...,88,8Y,...,8¢ ..., 8% ... 8%

Bemerkung (Interpretation). C(w) entspricht dem Zahlungsanspruch zum Zeitpunkt
T beim Eintreten des Marktszenarios w, wobei w der Zufallsparameter fiir das gesamte
Marksznario mitsamt der vollstandigen Kurshistorie von S ist. Europaische Optionen
zeichnen sich (etwa im Gegensatz zu amerikanischen Optionen) dadurch aus, dass es nur
einmal und an einem zuvor festgelegten Falligkeitstermin 7' zu Zahlungen zwischen den
Vertragsparteien kommt (abgesehen von der Kaufpreiszahlung in ¢ = 0).

Beispiel (Derivate).
1. Européischer Call / européischer Put
Crl = (S}~ ).
ot = (K — Sh),

2. Asiatische Option (hier die Call-Variante)
=
C = (S} - = > s,g)
+

3. Barrier-Option:

4. ”Down-and-in"-Put
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5. "Look-back”-Option: ' '
C =Sy — min S}

0<t<T

Die Grundaufgabe der Optionspeis-Theorie lautet auch hier: Wieviel Geld soll man in
t = 0 fiir eine bestimmte Option C' (mit Auszahlung in 7") bezahlen?

Definition 3.28. Eine Wette C heifit erreichbar bzw. replizierbar, falls es eine selbstfi-
nanzierende Strategie £ gibt, s.d.

C =&r- Sy P fast sicher.
In diesem Fall heifit € replizierende Strategie.

Bemerkung 3.29. C ist genau dann replizierbar, wenn fiir die diskontierte Wette

C
H:=—
Sy

gilt, dass o
H=§&  Xr=Vp

Satz 3.30. Jede replizierbare diskontierte Wette H ist integrierbar bzgl. eines jeden Mar-
tingalmafes P*, d.h.

Ferner qilt fur jede replizierende Strategie
Vi = Ep«(H|§:) P-fast sicher¥ t=0,...,T
Insbesondere ist (V) ein P*-Martingal.
Beweis von Satz 3.30. Folgt aus Satz 3.22 mit Bemerkung 3.29. U
Bemerkung 3.31.

1. Fiir zwei replizierende Strategien ¢ und 7 gilt
VE=Ep-(H[E) =V,

d.h. der Wertprozess fiir ein replizierendes Portfolio ist stets derselbe unabhangig
von der genauen Wahl der replizierenden Strategie.

2. Fiir P, P' € B und £ replizierend gilt

Ep(H[3:) = Vi = Ep/(H]|S)
Fiir t = 0 gilt dann ~
Vs =Ep(H) = Ep/(H)
d.h. das Anfangskapital (relativ zum Numeraire S{) ldsst sich als Erwartungswert

des diskontierten Anspruches bzgl. einem beliebigen dquivalenten Martingalmafl bes-
timmen.
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3. Falls H replizierbar ist, gilt also
Vo =Ep-(H),

d.h. der Preis einer replizierenden Strategie entspricht der mittleren diskontierten
Auszahlung unter einem beliebigen dquivalenten Martingalmafl. Insbesondere wiirde
ein anderer Preis fiir die Option als dieser Wert offensichtlich zu einer Arbitrage
fiihren. Fiir erreichbare Anspriiche stellt also die Zahl

11(C) = Ep- (H).

den einzigen sinnvollen Preis fiir die Option bei Kauf bzw. Verkauf in ¢ = 0 dar.
Das ist das risikolose Bewertungsprinzip fir replizierbare Anspriiche im Mehrperio-
denmodell.

3.5 Arbitragepreise und -schranken fiir europaische Optionen
im Mehrperiodenmodell

Definition 3.32. Eine Zahl © > 0 heifit Arbitrage-Preis eines diskontierten Anspruches
H, falls es einen adaptierten Prozess X, mit

Xo=m
Xr=H
gibt, sodass das erweiterte (diskontierte) Marktmodell
((2.3..3,P).X.), X = (X, X)) e RT2
arbitragefrei ist.

Satz 3.33. Die Menge der Arbitrage-Preise zu einem diskontierten Anspruch H in einem
arbitrage-freien Marktmodell ist ein nicht leeres Intervall und gegeben durch

mit den oberen und unteren Schranken

iye(H) := inf Ep-(H)
Hgwp(H) := sup Ep-(H).

Beweis. m ist genau dann ein Arbitrage-Preis von H, wenn ein P-dquivalentes Mafi P*
existiert, sodass X, ein P*-Martingal ist. Inbseondere ist dann X, ebenfalls ein P*-
Martingal und

m = EP*(VT) = ]EP*(H)

Dh.esgilt = II(H) C{Ep-(H) | P €P, Ep-(H) < c0}.

Sei andererseits P* € P mit 7 := Ep«(H) < co. Definiere

Xt = EP* (H|{§t)7 te T
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Dann ist X, ein P*-Martingal mit
=Xy, H=Xr

denn H ist Fp-messbar. Insbesondere ist

X, = (X,, X,) € R

ein P*-Martingal. Nach dem FTAP (Satz 3.24) ist das erweiterte Marktmodell arbitrage-
frei, also m € II(H).

Somit ist die Gleichheit der beiden Mengen bewiesen. Zudem gilt TI(H) # (), denn sei

~ A
P(dw) = T 0@

()]

Dann ist P aquivalent zu P mit

H

Mit (€2, F, 3, P), X) ist auch ((€,F., 5, P), X) arbitragefrei. Nach Theorem 3.24 ex-
istiert ein (zu P dquivalentes) P* € P mit

P(dw)

mit

dpP* ~
‘ (w) < K < 0o P-fast sicher

dpP

fiir ein gewisses K > 0, somit

dP* ~
5 (w) Pldw) < K -Ez(H) < o0,

B () = [ H(w

also gilt TI(H) # (. Schliellich ist II(H) als Bildmenge der konvexen Menge {P* €
B|Ep«(H) < oo} unter linearen Abbildung P — Ep(H) ebenfalls konvex, also ein Inter-
vall.

Zu den Schranken von II(H): Fithren wir die Menge

q30 = {PGP“EP(H) < 00,

so lautet die Behauptung hier also, dass

inf EP(H) = inf EP(H)
PePo pep

und

sup Ep(H) = sup Ep(H).
PePo pPeg
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Oben wurde gezeigt, dass By # (), daher ist die erste der beiden Aussagen eine Trivialitat,
weil man sich bei Infimumsbildung rechts auf die Menge 3y beschranken kann.

Bei der zweiten Aussage miissen wir nur im Fall B\ By # 0 zeigen, dass dann auch
SUppeq, Ep(H) = 00. Sei also P € P mit Ep=(H) = oco. Fiir festes n gilt dann

Epx(H An) < oo

und
n—oo

Epx(H An) — 0.

Erweitern wir unser Marktmodell um
)?t = Epoo(H AN n|§t)

71 Xy = (X., X,), so ist das Marktmodell ((€2, ., P), X.) arbitragefrei, denn P> ist hi-
erfiir ein dquivalentes Martingalmafi. Sei nun P(dw) = 175 P (dw) mit ¢ = (Ep~ (m))_l,
so ist P dquivalent zu P> und es gilt Es(H) < oco. Insbesondere ist auch ((€2, T, P), X,)
arbitragefrei, und nach dem FTAP existiert hierfiir ein Martingalmafl P* mit beschrénkter

Dichte gegeniiber P, d.h. mit

dP*
— < ( fast sicher
dP

fiir ein gewisses C' > 0. Folglich ist

dP*

= EP*(H) :Eﬁ(d—ﬁH) < C’Eﬁ(H) < o0

und
7 =Ep-(H) > Ep-(HAn) = Xog = Ep~(H An).

Damit ist die Menge II(H) unbeschriankt und es folgt die Behauptung,. U
Satz 3.34. Sei H ein diskontierter Anspruch.

1. Falls H replizierbar ist, gilt
II(H) = {m}
mit ™ = Vp fiir eine beliebige replizierende Strategie €.
2. Falls H nicht replizierbar ist, so ist

Mine(H) < Igup(H)

und es gilt
[(H) = (Wing (H), Hsup(H))

Bemerkung 3.35. 1. H ist genau dann replizierbar, wenn II(H) = {r} gilt. H ist
nicht replizierbar, sobald es mindestens zwei verschiedene Arbitrage-Preise gibt.

2. Ein Preis p ist somit genau dann kein Arbitragepreis, falls p <7 Vr € [I(H) oder
p>m Vr €ll(H). Imreplizierbaren Fall ist das trivial, im nicht-replizierbaren Fall
ist das dquivalent zu p < Il (H) oder p > Ilgp(H), d.h. p & (Wine(H), gup(H)).
Je nachdem ob p in der linken oder der rechten Zusammenhangskomponente von
R\ II(H) liegt, erlaubt es eine Arbitrage fiir den Kéufer oder den Verkéufer von C.
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Beweis von Satz 3.34. Folgt aus Satz 3.30, Bemerkung 3.31, Satz 3.33 und die Konvexitat
von II(H). Es bleibt noch zu zeigen, dass II(H) offen ist.
Sei m € II(H) gegeben und H nicht replizierbar. Zeige: 3 7,7t € II(H) mit

T <m<at
Sei P* € P mit Ep«(H) = 7. Sei
Uy = EP*(H|&:)
Dann gilt

T
H:%+Zﬁfm4

t=1

Da H nicht replizierbar und U; — U;_; ist §-messbar, existiert ¢ € {1,...,T} sodass
U — U1 ¢ K,;N L' (P

wobei
K, = {n(X; — X;_1) | n §i_1-messbar}

Nun ist K; N L'(P*) eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge von L'(Q, §;, P*). Da
Uy — Uiy & KN LY(PY)
Nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach existiert Z € L>(Q, §;, P*) sodass

sup  Ep«(W-2Z) <Ep:«(Z- (U — U—y))

WeKNL(P*)

Die Zuordnung

W s Ep- (W - Z)
ist eine lineare Abbildung auf dem linearen Raum K; N L*(P*), die wegen
Ep«(W-Z) <e¢< o0
beschrankt ist. Damit muss sie konstant gleich 0 sein.
= Ep(Z- (U —Ui—1)) >0

0.B.d.A. gelte

sup |Z(w)| <
weN

Wl =

Sei
Z = 1 + Z — EP*(Z|375—1)

=zc L5
Z _— —
3’3
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Sei P(dw) = Z(w)P*(dw). Dann ist P ein zu P* dquivalentes Wahrscheinlichkeitsma$ auf
(Q, St) mlt

)+ Ep(Z - H) = Ep+(H - Ep«(Z|§i-1))

) (Z -E(H|81)) — Ep-(E(H[Ti-1) - Ep(Z]1-1))
H) +Ep-(Z-Up) = Ep+(Up—y1 - E(Z|F¢-1)

) (Z-Up) —Eps (U - 2)

) (Z (U =Upy))=7">7
Bleibt zu zeigen: P ist ein Martingalmaf3:

Z ist §p-messbar. Sei
Y: QO—-R

$r messbar mit £ <t — 1. Dann gilt
Ep(Y) =Ep-(Y - Z) = Ep- (Y - Ep-(Z|31)) = Ep-(Y)
=1

Denn es gilt R
EP*(Z|3';€) =1 +]E(Z|§k) — Ep« (]Ep*(Z|St_1)|3’k) =1
Daraus folgt fiir alle k <t —1

Es(Xg|Tk-1) = Ep« (Xp|Fr-1) = X1

Dies gilt P*-fast sicher und damit auch DP-fast sicher. Fiir k = ¢ — 1 ergibt sich weiter

1

e EBp (X, — X)) - ZIF
Er (210 (X — Xim1) - Z[Fi-1)

Ep(Xi — Xim1|Si-1) =

Es gilt R
EP* (Z|'St—1) - 1

und

Ep(X; — Xi1) - ZITe-1) = Epe (Xi — Xomt|Fom1) + Ep- (Xe — Ximt) - Z|F1-1)
—Ep-(X; — X 1)Ep(ZF1-1)[Fe-1)
=0+ Ep-((Xy = X4-1)Z[Ti-1) — Epe(Z[Ti-1) - Ep((Xe — Xo1)[Te1)
=Ep((Xy = X4-1)Z|81-1) = 0

denn es gilt fiir alle §;_1-messbaren 7:
Ep*(Z - - (Xt - Xt—l)) =0

= Mit n =14, AeFi gilt

/Z(Xt - Xt—l) dP* - 0 - /]Ep* (Z . (Xt - Xt_1)|§t_1) dP
A A
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Fiir k>t + 1 gilt

1
Es(Xp — Xp-1|8k-1) = = - Ep« (Xi — Xi1|Sk-1) = Ep+ (Xp — Xpoo1|Fk1) =0

N

Wir haben also gezeigt, dass Peinzu P (da zu P*) dquivalentes Martingalmaf ist mit

Analog liefert

Z=1-Z+E(Z[3)

einen Arbitrage-Preis
n =Ez(H)eIl(H)

mit 7~ < 7. O

3.6 Vollstandigkeit und zweiter Fundamentalsatz im Mehrperi-
odenfall

Definition 3.36. Ein arbitragefreies Marktmodell heifit vollstindig, falls jeder Anspruch
C replizierbar ist.

Bemerkung. Die Replizierbarkeit von C' ist dquivalent zur Replizierbarkeit von

C

H=—
St

Satz 3.37 (FTAP II, Mehrperioden-Modell). Fin d-dimensionales arbitragefreies Markt-
modell ist genau dann vollstindig, wenn es genau ein dquivalentes Martingalmafs gibt.

B ={P}

In diesem Fall ist die Anzahl der Atome zu (0, §r, P) hichstens
(d+1)T

Beweis. ”=": Sei das Marktmodell vollstindig. Dann sind alle §pr-messbaren

H:Q—-R
replizierbar (es gilt die Konvention §r = §). Sei

H=1,, Aefr

Dann existiert eine selbstfinanzierende Portfoliostrategie fiir H mit Anfangswert

Vo =Ep«(H) = P*(4)
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Da Vj nach Bemerkung 3.31 unabhéngig von der genauen Wahl von P* € B ist, ist P*(A)
schon eindeutig definiert. Da A beliebig ist, kann es nur ein Mafi P* € B geben.

7<": Sei P = {P*}. Nach Satz 3.34 ist H genau dann erreichbar, wenn
[(H) = {x}
Sei nun ein beliebiges H gegeben. Dann gilt
0 A£T(H) ={Ep:(H) | P* € B,Ep:-(H) < o0}
= P* muss schon Ep«(H) < oo erfiillen. Dann folgt
[(H) = {Ep-(H)} = {r}
= H ist erreichbar.

Die obere Schanke fiir die Zahl von Atomen kann man durch vollstandige Induktion.
Im Fall T"= 1 haben wir fiir jedes integrierbare H eine Darstellung

H=Vy+mn - (X1 — Xp)

Dabei sind Vi und n; deterministische Groflen und X; bzw. X, sind Vektoren von d
Zufallsgrofen, d.h. dim(L*(2,§F)) < (d + 1). Fiir den Induktionsschritt von 7' — 1 auf T
schrinkt man zunéchst auf die geméf Induktionsannahme maximal (d+ 1)~ Atome von
Sr-1 ein, die geméfl dem obigen Argument fiir 7' = 1 jeweils in maximal (d + 1) Atome
von §r aufspalten. O

Wir notieren noch die Vorhersagbare Integraldarstellung fiir beliebige nichtnegative
Zufallsvariablen als eine wichtige Konsequenz der Vollstandigkeit.

Satz 3.38. In einem vollstandigen Model gibt es fiir jedes §7 messbare Zufallsgréfie H > 0
einen vorhersagbaren Process &, so dass

T

H =Ep-(H) + > mu(Xp — Xp1).
k=1

Beweis. Aufgefasst als Option ist H erreichbar, d.h. es existiert eine selbstfinanzierende
Portfoliostrategie 7,, so dass

T
H=Vo+ Y mu(Xp— Xpmq) = Vo + (0 X)p
k=1

Unter dem Martingalmafl P* ist der Prozess (£ ® X), ein Martingal mit ({ @ X ), = 0, also
folgt aus der obigen Identitédt nach Erwartungsbildung unter P*, dass Ep«(H) = Vp. O

Bemerkung. Durch eine Zerlegung in Positiv- und Negativanteil kann diese Aussage
leicht auf integrierbare Zufallsvariablen ausgedehnt werden.
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4 Das Binomialmodell

Das Binomial- oder Cox-Ross-Rubinstein-Modell ist ein Spezialfall des Mehrperioden-
modells, in dem jedes Atom aus §;, t € 0,...,T7 — 1 stets in genau zwei Atome aus
$: aufspaltet. Graphisch entspricht das einer Baumstruktur fiir die Moglichkeiten aller
Entwicklungen des Finanzmarktes. Im Binomialmodell sind grundsatzlich alle Groflen
entweder explizit oder wenigstens rekursiv in endlicher Zeit bestimmbar. Daher ist es bei
Praktikern besonders beliebt.

Es seien d =1, S = (1 + )", r > —1. Weiter seien
Stl == St

und

R, = St = Se1 € {a, b}
St-1

mit —1 < a < b.
0= {170}T:{w:(Y1,...,YT) ‘ Y;SE{Oal}}

Dann gilt

a ,y; =20
Rt(w):{b gyjzzl

Weiter sei

t
St = SO . H(l -+ Rk)
k=1

dabei sei S ein konstanter Anfangskurs. Dann gilt
S, L1+ R,
X = — = S .
! S 0 g < 1+7r

Wir betrachten die Filtration

:0‘(
:U(Rl,. '7Rt)
:0-(}/17' 7Y;)

Satz 4.1. Das CRR-Modell ist genau dann arbitragefrei, wenn a < r < b gilt. In diesem
Fall ist das Modell vollstindig und es gilt B = {P*}. P* ist dadurch bestimmt, dass unter
P* {Ry,..., Rr} unabhdngige Zufallsgrifien sind mit R; € {a,b} und

r—a

b—a

P*(R; =b) = Vi=1,...,T



4.1 Explizite Berechnungen im CRR Modell 49

Beweis. Angenommen () sei ein Martingalmaf.

EqQ(Xi11|8:) = X,

St St
@B (5 < i
And EQ((l + Rt)5t|3t

Da @ ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, ist dies nur moglich, wenn Q(R; =
b) € (0,1), also wenn

r € (a,b)
gilt. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit

Q(R; =)
unabhéngig von ¢. Damit sind {Ry, ..., R;} insbesondere stochastisch unabhéngig unter
Q. Auch ist @ eindeutig dadurch bestimmt. 0J

Bemerkung. Das eindeutig bestimmte aquivalente Martingalmafl im CRR-Modell ist
also identisch mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl des wiederholten (unabhéngigen) Miinzwurfs
mit Erfolgsparameter

r—a

b—a

Bemerkung. Wette: C': 2 — R, §-messbar mit §r = § und

p

C(w) =k(Sy,--.,S7)

bzw.
C
H= m , H(w) = h(So, S1(w), ..., Sr(w))

4.1 Explizite Berechnungen im CRR Modell

Satz 4.2. Der Wertprozess V; == Eq(H|F:), t = 0,...,T einer replizierenden Strategie
mm CRR-Modell hat die Darstellung

Vi(w) = v(Sp, S1(w), ..., St(w))
mit

R t+1
Vg 1= RZO — RZO

S Sr_
v (o, ..., xe) = Eg <h (xo,...,xt,xt~s—;,...,xt- got))

und
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Beweis.

Vi =E(H|3)
=Eq(h(S,...,Sr)|F)

Sty1 St
=Eg(h . R
Q < (SO7 JSt7St St ) 7St St)>

Unter ) hangen

S
;1 =1+ R
S ﬁ
- = 1+ Ry)
St i=t+1

von {R; | i =ty,...,T} ab. Andererseits hiangen (Sy,...,S;) nur von {Ry,..., R;} ab.
Daher sind die beiden Anteile

{So, ..., S}
und
St41 ﬁ
5 g,
unabhangig. Ferner ist (S;1’ cee i—f) unter @) wie (51, ..., Sr,) verteilt, da die einzelnen

Komponenten jeweils durch Produkte von Termen (1 + R;) entstehen. Damit und mit
Lemma 4.3 (s. unten) lésst sich die obige Gleichung weiterfiihren:

‘/t - EQ(h(S()7 e 'aSta‘St ) 5\(1’ . '7St ) §T_t)|3t)
(5., S0

mit

v(zo, ... 2) = Bo(h(zo, ..., - S, ..., 57-))

Bemerkung.

1. V; héngt (nattrlicher Weise) nur von den bis zum Zeitpunkt ¢ beobachtbaren Kursen

So,...,S; ab.
2. Die zugehorige Funktion v, ist durch Erwartungsbildung explizit berechenbar.
3. Insbesondere ist v; aus vy, rekursiv bestimmbar wie folgt:
vp=h

d.h.
UT(S(),...,ST> :h(S(),...,ST) =H
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Fur t < T gilt

'Ut(So, . ,St) = Ep- (H’St>
= Ep-(E(H|F41)|5:)
=Ep«(v11(S0, - - -, Sex1|Te1)

S,
= Ep-« (Ut+1 (50, s St St%) |St)
t

=P ve1(S0, -, S G- (L4 0)) + (L= p7) - w1 (So, -, S, S - (14 a))

4. V; entspricht dem Wert (in Einheiten des Numeraires SY) zum Zeitpunkt ¢ eines
replizierenden selbstfinanzierenden Portfolios. Dies ist gleich dem Preis zum Zeit-
punkt ¢ fiir den Anspruch H (mit versprochener Auszahlung in 7).

Das bedeutet, dass der Wertprozess (V;);—o.... 1 eines selbstfinanzierenden replizieren-

r des Anspruchs H.

-----

-----

Insbesondere: Der aktuelle Preis II; = I des Anspruchs H héngt von der bish-
erigen Entwicklung (So,...,S;) des Aktienkurses ab. Somit ist II; ein zufélliger
Prozess.

Lemma 4.3. Falls h(X,Y) = Z, h: R* — R messbar ist und falls X und Y unabhdngige
Zufallsvariablen unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl Q) sind, so gilt

E(h(X,Y)|o(X)) = g(X)
mit
g(x) = E(h(z,Y)))
Beweis. O.B.d.A. sei h(z,y) = 1a(z) - 15(y) fir A, B C R. Dann gilt
g(x) =E(h(x,Y)) = 14(z) - P(Y € B)
= g(X) =14(X)-P(Y € B). Damit gilt fiir alle {X € C} € o(X):
/ h(X,Y) P(dw) — / g(X) P(dw)

{XeC} {XeC}

Beispiele.

1. H = h(Sr). Behauptung: Vi(w) = Vi(S¢(w)), d.h. der Preis héngt nur von der
Gegenwart und nicht von der Vergangenheit ab.

S

k

(s 2)m

Vi(zy) = - (T - t> () - (1= )T b (- (14 ) - (14 a)T1F)

i
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Insbesondere fur ¢t = 0:

=r=d ()t =T+ b (S (- (L

Bemerke: Der Wert von H zum Zeitpunkt ¢ héngt allein von S; (und nicht von
So,.-.,5—1) ab. Der aktuelle Kurs S; geht aber auf nicht-triviale Weise in die
Bestimmung des Preises II; von H ein.

2. Sei M, := sup S, (das laufende Maximum).
0<s<t

H = h(MT, ST)

(z.B. Up-and-In-Anspruch)
= Vi = v( Sy, My)

mit 5 v
v(z,m) = Eqg (h (x ;;t,max (m,a:- ;ot>))
denn: 5
Mp = max <Mt, S; - max —n)
t<n<T O

Mit Satz 4.2 gilt
Vr = Eq(h(St, Mr)|S:)

B Sr S,
=Eg (h (St . E, max (Mt, Sy - tgla%)% E)) \3‘})

=Eq (h (St . %,max (Mt, Sy - max i)))
Sy 1<n<T—t G

mit i.i.d. Kopien SA’O, - 3’; von Sy, ..., S7.
T t
3. H=h (TLH > S, ST>, A; := > S;. Dann folgt mit Satz 4.2
i=0 i=0
Vi = vy(Ay, St)
Beweis: Ubung.

Satz 4.4. In dem CRR-Modell ist die selbstfinanzierende Portfoliostrategie
& =(&.6) eR?
definiert durch
5(&)) = At(S(), ceey St—l)
mat
ve(zo, s 1,1 - (14 0)) —ve(wo, ..., xi1, 01 - (1 4+ a))
It,1(1 -+ b) — xt,l(l + CL)

At($07 e ,xt,l) = (1+7’)t
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Bemerkung (Interpretation).

2 A‘/t”
7 AStW
d.h. es handelt sich um den verzinsten Quotienten aus Preisschwankung der Option und

Preisschwankung des Kurses beim Ubergang von ¢t — 1 zu ¢. Im formalen infinitesimalen
Grenziibergang ergibt sich

At£(1+r)t‘

oVi(So, ..., St)
0SS

At ~
Die Strategie heiflt Delta- Hedging-Strategie.

Beweis von Satz 4.4. € ist genau dann selbstfinanzierend, wenn

VweQ: §{(Xi(w) — Xim1(w)) = Vi(w) = Vier (w)

mit v S S
STy
Es gilt
Xi(w) — X g (w) = X3 1 (w) - { i_tz : Eﬁ: ZZ z (1)
Wir haben

Vi(w) = v(So(w), . . ., Si—1(w), St(w))

_ { ve(So(w), ..., Si—1(w), Se—1(w) - (L + b)) , falls w, =1
v (So(w), ..., Si—1(w), Si—1(w) - (1 +a)) , fallsw, =0

Daraus folgt

[1+0 ]
(S0, -+, Si1) - X1 (w) T+ r — 1| =v(So, ..., St-1,St-1(L + b)) — ve—1(So, - . ., St—1)
und

[1+a ]
&(S0s -+, Si—1) - Xi—1(w) T Ll = v(So,. .., 81,911 +a)) —v_1(So, ..., S-1)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich

€t<SO7 cey Stfl) . thl((.U) . |:[i __i_ Z:| = A/Ut

Avt
(b — CL)Xt_l

Avt

= &S0, Sia) = (147) - (b—a)Si

=(1+7r)-
U

Bemerkung (Praktische Bedeutung). Unter der Annahme, dass mit geeigneten Param-
etern
—l<a<r<b

das CRR-Modell eine zuldssige Approximation einer realen Finanzmarktes (mit einer
Aktie) darstellt, lassen sich alle relevanten Groflen explizit oder zumindest numerisch
leicht bestimmen.
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4.2 Konvergenz gegen die Black-Scholes-Formel

Das Black-Scholes Modell ist das Basisobjekt der Finanzmathematik in stetiger Zeit-
parametrisierung. Die mathematische Grundlage hierfiir ist das Ito-Integral fiir stochastis-
che Prozesse, das im Rahmen der stochastischen Analysis eingefithrt wird. Das Black-
Scholes-Modell liefert schlieflich explizite Formeln fiir die Preise und Hedging-Strategien
im Fall simpler Optionen wie Put und Call. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man
diese Formeln auch durch Grenziibergang aus einer Familie von geeignet skalierten CRR-
Modellen erhalten kann. Im Kern basiert diese Aussage auf der folgenden Variante des
zentralen Grenzwertsatzes.

N

Satz 4.5. Fiir N € N sei Zy = Y. Y}V eine Summe von identisch unabhdingig verteilten
k=1

Zufallsvariablen Y{¥, ..., Y und

IKy V| <KyVk=1,...,N, Ky =0

Ferner gelte
N

py =) BN = p

k=1

und

N
ox = Var(Zy) = Z Var(Y,N) — o?
k=1
Dann konvergiert Zn schwach gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvariable
Z ~ N(p,0?).

Beweis. Die schwache Konvergenz Zy — Z schwach ist aquivalent zur punktweisen Kon-
vergenz der zugehorigen Laplace-Transformationen, d.h. wenn

An(t) :=E [e“V] 5 E[e"] = A(t) V¢ > 0.

Nun gilt

mit

:1+t-]E[Y1N]+§-E[(Y1N)2]+...

o0 tk YlN)k
>

k=0

Aw(t) =E [et'YlN} —E

Weiter gilt
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Analog finden wir

Nk k—22012V
E ()] < (Kw) N

Daraus folgt

= v = (1 +
Mit py — 0, uy — p, oy — o ergibt sich schliefSlich
()Y — 457" B[]
fir Z ~ N(u,0?). O

Fiir die Anwendung auf eine Folge von CRR-Modellen sei nun 7" > 0 gegeben und zu
n € Nsei A, := L eine Zeitschrittweite zu Diskretisierung das Zeitintervalls [0, 7] in n
gleichlange Teilstiicke.

Zu n € N fix betrachten wir nun ein CRR Modell mit » = r, := e" - A,, auf den
Zeitpunkten 7 =7, = {0,...,n} mit

Si(") (n) erAntovAn mit Wahrscheinlichkeit .
:1+RZ = Z:17...,n

s erAn=o VA mit Wahrscheinlichkeit

N =N [—=

wobei ¢ > 0 ein fester Parameter (“Volatilitdt”) und Sy ein gegebener Anfangspreis ist.

n

S =Sy - JJ(1 + RM)
i=1
Somit ist logarithmische Rendite

Z™ = n 5i — In(1 + R™).
Sty

Wie gesehen entsteht bei dieser Parameterwahl, d.h. bei
a=a, =exp(ri, +ov/A,) -1
b="0b, =exp(ri, —ovA,)—1

das Martingalmaf fiir jedes dieser zu n € N gegebenen CRR-Modelle durch Wahl von

1 — e 9Van
In = oVBe _ =0V

als Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung nach oben bzw. 1 — ¢, als Wahrscheinlichkeit fiir
den Sprung nach unten. Die Folge der zugehorigen MartingalmaBe auf Q,, = {0, 1}" sei
mit (@, )nen bezeichnet.
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Lemma 4.6. Es gilt:
1
an=5— 7V +0(A)

Beweis. Das ergibt sich aus einer einfachen Taylor-Entwicklung von ¢, nach A, O

Lemma 4.7. Unter dem Maf§ Q) = Q,, gilt

2

)y _ (.2 3/2
Bo(2") = (r- 5 ) Au+0 (a37)

VarQ(Zi(")) = 0N, + 0 (AS/Q)
Beweis. Nachrechnen und Taylor-Entwicklung. 0

Satz 4.8. Firn — oo konvergieren die Zufallsvariablen In S unter @ schwach gegen

eine Normalverteilung auf R mit Erwartungswert (T — %2> T +1n Sy und Varianz 0T .

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem vorausgegangenen beiden Lemmata zusammen
mit dem Zentralen Grenzwertsatz in der Variante von Satz 4.5. [l

Bemerkung 4.9. Analog hatten wir auch nach der Konvergenz der Grofien S unter der
Annahme gleicher Wahrscheinlichkeiten fiir Sprung nach oben bzw. unten in der Folge von
CRR-Modellen fragen konnen. Es bezeichne (P, ),en die entsprechende Folge von Maflen
auf €, = {0,1}", dann hétten wir in diesem Falle

Var(Zi(n)) =0 A,.

und

E(Z™) =Sy +7r-T
Var(Z™) = o*T

Aus Satz 4.5 folgt dann, dass die Folge der Zufallsvariablen In S5 unter P, schwach gegen
eine N(InSy+7-T,0?-T)-verteilte Zufallsvariable konvergieren (“Konvergenz unter dem
empirischen Mafi”). Die Bedeutung des der Parameter r und hierbei besonders ersichtlich.
Der Parameter r ist die mittlere Rendite bei zeitkontinuierlicher (d.h. expontieller) Verzin-
sung. Der Paraemeter o ist die Streuung fiir die logarithmische Rendite.

Die Black-Scholes Formel gibt den Preis einer europaischen Call-Option an. Fiir jedes
n € N ist der Preis der Option (S,(L") — K)* im skalierten CRR-Modell gleich

vy = e Eol(Sf — K)4]

Das Auszahlungsprofil von C' = C(S) = (S — K) ist als Funktion aber unbeschrénkt im
Aktienwert S, so dass wir nicht direkt von der schwachen Konvergenz von S auf die
Konvergenz der zugehorigen Erwartungswerte schliefen konnen. Die Liicke schlieit das
folgende kleine Lemma.
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Lemma 4.10. Firn — oo gilt

VW s e TE[(e7T — K)1]

0.2
ZTNN <(7’— ?) T+1HSO;0'2T)

Beweis. Es gilt S — K = (S — K); — (K — S)4, wobei der zweite Ausdruck (K — 5); =
(K — e™m%) eine beschriinkte stetige Funktion in In .S ist, d.h. mit Satz 4.8 erhalten wir,
dass

wobei

Eqy((K = S0")+) — E[(e”" — K)4]

Ferner gilt

n

Eqy (Sy) = So = E(eT),

falls Z ~ N(r — éT + In Sp; 0*T') (nachrechnen!). Daraus folgt die Behauptung. O

Theorem 4.11 (Black-Scholes-Formel). Gegeben sei eine Folge der CRR-Modelle mit

VA, _ T
Uy = erAnJro' An, 7 dn _ erAn oV Ay ’ An — 5

und eine feste Zinsrate r > 0. Dann konvergiert der Preis einer europdaischen Call-Option
mit Austibungspreis K und Falligkeit T' fir n — oo gegen

Co=Sy-®(d,)—K-e™-d(d)
mat
In (52) + <r+§)T
oVT

I =

d_=d, —oVT
Insbesondere ist dann

lim VO(N) =: Vo =v(S0,T)

N—oo

b sei hier die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

Beweis. Nach vorigem Lemma wissen wir

Vo=e " -E[f(e”)]
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mit Zp ~ N (11150 + <7“ - %2> T; O'ZT) und f(u) = (u— K),.

=>Vy=eT. 1 / (ea' Tutn(So)+(r=5)T _ K> e du
27T +
R
_ 6_TT ‘ 1 / ( o T~u+1n(So)+<r—;)T . K) . 22 du
2
—d_
17 . . 17 .
=5 —- e~ T toVTu=5T g o= T 0. /e 2 du
0 V2T V2T
—d_ —d_
So r (u—0v/T)? T
— o p) w — -r K- ®(d_
o (d-)
—d_
So

Bemerkung.

1. Die Formel fiir den Preis einer europaischen Call-Option im Limes heif3t Black-
Scholes-Formel. Fir ihre Findung (und die zugrundeliegende Theorie, die wir hier
nicht behandelt haben) wurde der Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften 1997
vergeben.

2. Analog kann man durch ﬁbergang aus CRR-Modellen Wetten/Derivate der ein-
fachen Form

C = f(Sr)
mit z.B. f: R — R stetig, s.d. fiir ein p > 1

Sl][)]E (‘ f <S](év)>‘ ) < 0
N
behandeln. Dann gllt namlich

: (N) _. _ T, Zr
dim Vo = Vg = e K [f (7))
Im Allgemeinen liefert dies keine kompakte Formel wie die Black-Scholes-Formel fiir
beliebige Auszahlungsfunktionen f.

3. Bedeutung der Parameter: Die Parameter des zeitkontinuierlichen Black-Scholes-
Modells sind Insgesamt sind (7,7, Sp, o), deren Interpretation in Bemerkung 4.9
besprochen wurde.
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4. Es ist auch ein simultaner Grenziibergang moglich

Sy TS te[0.T]

mit der Losung (S;)scpo,r) der "stochastischen Differentialgleichung”

dSt :T‘St dt+0'5t dBt
Sy = S(0)

mit der Standard-Brown’schen Bewegung ¢ +— B;. Dies ist das eigentliche Black-
Scholes-Finanzmarktmodell.

5. A(z,t) == Zov(z,T) heift Delta. Es entspricht der Preisschwankung der Option,

die durch Preisschwankungen der unterlegten Aktie hervorgerufen werden.
Im Black-Scholes-Modell entspricht Delta genau der Anzahl der S-Papiere in einem
replizierenden (zeitkontinuierlichen) selbstfinanzierenden Portfolio. Dies fiihrt auf
diie Strategie des Delta Hedging, welches ein ad-hoc (bzw. im Black-Scholes-Modell
exaktes) Verfahren fiir die Vermeidung/Reduzierung von Ungewissheit /Risiko.

6. I'(z,t) == 2A(x,t) = aa—;v(x, t) heit Gamma. Es misst die Gréfie der Verdnderung
im Hedging-Portfolio, hervorgerufen durch Schwankungen im unterlegten Wertpa-
pier S. Gamma ist genau dann grof}, wenn bei kleinen Kursanderungen von S viel
Umschichtung im selbstfinanzierenden Portfolio passiert.

Ahnliche GroBen:
p(z,t) = Lv(z,t) heiBt Rho.
o(x,t) = 5-v(x,t) heiBt Vega.

O(x,t) = Zv(w,t) heilt Theta.
Zusammen heifien (A, T, p,0,©) heiflen Greeks (Griechen) und werden fiir die dy-

namische Neubewertung (im Sinne einer Taylor-Approximation) von Optionspreisen
in Folge von Marktanderungen haufig in der Praxis benutzt .

5 Arbitrage-Bewertung von Amerikanischen Optio-
nen

Bei sogenannten amerikanischen Optionen hat der Kaufer das Recht, zu beliebigen Zeitunk-
ten t € {0,...,T} die Auszahlung eines Betrages auszulosen. Der Auszahlungsbetrag
wird dabei nach bei Vertragsbeginn festgelegten Regeln bestimmt und hangt im Allge-
meinen von dem bis dahin eingetretenen Marktgeschehen ab. Fiir den Kaufer stellt sich
die Frage, welches der optimale Zeitpunkt zum Auslosen ist, fiir den Verkédufer ergibt sich
die Anforderung, sich gegen jede mogliche Auslosestrategie des Kaufers abzusichern.

Definition 5.1. Es sei (2, §,, P, S.) ein Mehrperioden-Finanzmarktmodell. Dann heift

.....

Bemerkung. C; = Cy(w) beschreibt die Auszahlungsbetrag an den Kéaufer bei Ausiibung
der Option zum Zeitpunkt ¢ im Marksznario w.
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Beispiel. C; := (S; — K) heifit amerikanische Call-Option.

Bemerkung. Jeder (zufillige) Anspruch lisst sich als amerikanische Option darstellen.
Zum Beispiel kann man eine européische Option mit Auszahlung f(X7) > 0 auch als

amerikanische der Form
0 t<T

Cy =

! { f (XT) t=T

auffassen. Insofern ist eine amerikanische Option der allgemeine Fall. Wir kénnten also

von einer (allgemeinen) Option reden.

Vereinbarung 5.2. Notation: H; := % ist die diskontierte Auszahlung von C' bei

Ausiibung zum Zeitpunkt ¢. Der Prozess (H,);c7 heifit diskontierte amerikanische Option.
Eine zulassige Strategie fiir den Kaufer besteht aus einer Vorschrift fiir den Zeitpunkt,

wann die amerikanische Option ausgeiibt werden soll. Dieser Mechanismus darf aber nicht

in die Zukunft schauen diirfen, d.h. es darf die in die Entscheidung, ob etwa zum Zeitpunkt
t ausgelibt werden soll, nur die bis einschl. ¢ verfiighare Marktinformation eingehen.

Definition 5.3 (Stoppzeit). Eine messbare Zufallsgroie
7:(Q,8) —{0,...,T}
heiBit Stoppzeit, falls {T < t} € §; gilt.

Bemerkung (Interpretation). 7(-) = 7(w) ist der Zeitpunkt, wann ein Wecker zum
Auslosen der Option klingelt. Wann der Wecker klingelt, hingt vom Marktgeschehen
ab. Die Bedingung {7 <t} € §; bedeutet, dass allein anhand das Marktgeschehen bis
zum Zeitpunkt ¢ bestimmt, ob der Wecker bis zum Zeitpunkt ¢ geklingelt hat.

Kanonisches Beispiel ist die Stoppzeit des ersten Uberschreiten eines gewissen Niveaus
T = inf{t | S} > k}/\T.
Vereinbarung 5.4. Fiir einen Prozess X und eine Stoppzeit 7 definieren wir

X.,-(w) = XT(w) (w)

5.1 Optimales Stoppen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Frage, wie man bei fixiertem Wahrscheinlichkeits-
maf} P auf (2,§) den Ausdruck

E(H,)
unter allen zulassigen Strategien maximieren kann. Hierbei ist H, als ein adaptierter
nichtnnegativer Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum ((€2, (§¢)ier, P).

Definition 5.5. Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem filtrierten Raum ((€2, (F¢)er),
dann heifit eine Stoppzeit 7* heiit optimal (fir H), falls Ep[H,«] maximal ist unter allen
Stoppzeiten 7, d.h.

™ € argmaz {E[H.] | 7: Q —{0,...,T} Stoppzeit}
Das zugehorige Optimierungsproblem heifit Problem des optimalen Stoppens.

Bemerkung. Die Optimalitat von 7% héngt von H und vom gewahlten Wahrschein-
lichkeitsmafl P ab. Daher miisste man genauer von einer (H, P)-optimalen Stoppzeit
reden.
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5.1.1 Martingaltheorie in diskreter Zeit

Satz 5.6. Fir Stoppzeiten o, sind auch
o+7,0ANT, oVNT

Stoppzeiten.

Beweis. Wegen {o A7 <t} = {0 < 7} U {7 <t} gehort diese Menge als Vereinigung
zweier §;-Mengen wieder zu §,;. Die anderen beiden Aussagen zeigt man Analog. O

Definition 5.7. Fiir eine Stoppzeit 7 heif3t
F.={AcF|An{r <t} €3}
die o-Algebra der T-Vergangenheit.
Lemma 5.8.
1. §, C § ist eine o-Algebra.
2.0 <17=3, C3-
3. 8o NTr = Fonr
4. Wenn X ein §i-adaptierter Prozess ist, so ist X, §,-messbar.
Bewezs.

1. Wir zeigen beispielhaft
AeFr= AC € St

Sei also A € . Dann gilt A € Foo und AN{T <t} € F.
= A% € o und
ACN{T <t} ={T <tI\(AN{T <t}) €5

Analog zeigt man

Ay € 3r = UAnGST

neN
2. S<T={T <t} C{S <t} und es gilt fir A € §s
AN{T <t} =An{S<tHhn{T <t} € F
= AeFr.
3. folgt aus 2.

4. Sei B C R messbar, dann ist X '(B) = J,.+ X; (B) N {r = t}, also Fr-messbar.
Ferner ist X '(B) N {7 <t} = Uico.. X' (B)Nn{r =i} € F. Somit liegen

samtliche Urbilder von messbaren Mengen unter X, in §,, d.h. X, ist §, messbar.
O
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Lemma 5.9 (Doob-Zerlegung fiir Submartingale). Sei (X, )nen ein Submartingal mit
E(|X,|) < oco. Dann existiert ein vorhersagbarer wachsender® Prozess (Ap)nen und ein
Martingal (M,,)nen mit

X, =M, + A,

Diese Zerlequng ist eindeutiq.

Beweis. Sei

Si i =E(X;|Tic1) — Ximr, 121
Dann ist S; §;_1-messbar und es gilt S; > 0. Definiere

k=1

Ay =
M, =X, — A;, i >1
Mg :—XO

Dann gilt
Miyr — M; = X1 — Xy — (Aip1 — A)
= Xip1 — Xi — Sip1
= Xip1 — Xi — [E(Xi|S:) — X
= Al T E(Xi+l|$i)
= E(M;i1|3:) = M; + [E(Xi1[Ss) — E(Xia1|S0)] = M,
d.h. M, ist ein Martingal. A; ist offensichtlich wachsend.

Zur Eindeutigkeit:
Xi—=Xia=M,—M; 1+ A — Ay

= E(X;[§ic1) = Xici =0+ 4; — A,

Denn A, ist vorhersagbar, also ist A; §;_i-messbar.

= Die Zuwéchse von A sind eindeutig durch die Zuwéchse von X definiert.

= A, ist fiir Ay = 0 eindeutig.

= M = X — A ist eindeutig. OJ

Satz 5.10 (Optional Sampling Theorem). Sei (X, )nen €in (§n)-Submartingal und seien
S <T < ng < oo zwei beschrankte (§),-Stoppzeiten. Dann gilt:

E(Xr|§s) > Xs P-fast sicher

Bemerkung (Interpretation). Durch diese Aussage wird die Submartingals-Eigenschaft
auf zufallige Zeiten S < T verallgemeinert.

Beweis.

3(An)nen heiBt wachsend, falls A, 11(w) > A, (w) fiir alle n € N gilt.
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1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:

X Martingal, T' = t deterministisch, S < t. Dann ist zu zeigen, dass
E(X¢Ss) > Xs

Sei A € §s. Dann gilt:

t

E(Xs-14) =) E(Xs-1a-Lis-py)
k=0
t

= E(Xi - Langs=t})

k=0
t
X Mart.
=N CE(X - Langs—ry)

k=0

— E(X, - 14)

d.h. Xy ist Fg-messbar und

/XSdP:/Xth‘v’AESS
A A

= XS = E(Xt‘gs)

X Martingal, S < T < ng. Wegen Fg C §r und der Projektionseigenschaft
der bedingten Erwartung gilt:

Schritt 1

E(X7[Ts) = E(E(X,, [37)[8s) = E(Xy,[Fs) Xs

X sei integrierbares Submartingal, S < 7T < ngy. Benutze die Doob-Zerlegung
X, =M, + A,

= XT = MT + AT Z MT + As. Daher gllt

Schritt 2

E(X7|§s) > E(Mr|§s) + As = "~ Mg+ As = Xg

Sei X ein beliebiges Submartingal, S < T < ny.
= Zua >0 sei
X = max(—a, X;) = 0@ (X;)

mit (@ konvex und monoton wachsend. Dann ist Xt(a) ein Submartingal mit
E(|X ") < oo.
= E(X,"|§s) = X"

Mit a — oo folgt
E(Xr|§s) > Xs. O
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Lemma 5.11 (Charakterisierung von Submartingalen durch Stoppzeiten). Sei X, ein
integrierbarer §o-adaptierter Prozess. Dann ist Xo genau dann ein §o-Submartingal, wenn
fur alle beschrankten Stoppzeiten o < 17 < C' gilt

E[X:[8,] > X,

Beweis. =: Optional Sampling (Satz 5.10).
<: Seien 0 < s < t. Fir A € §, definiere o : 2 — Ny durch

ow)=T4(w) s+ Tc(w)-t
o ist offenbar eine Stoppzeit und es gilt

E[X: 3]

> E[X,] = E[X, - 14] + E[X, - 140]

E
E[X, - 1,] O

Satz 5.12 (Optional Stopping Theorem). Sei X, ein integrierbares Fo-Submartingal und
T eine §o-Stoppzeit. Dann ist der an T gestoppte Prozess X[

X/ (w) = Xinr(w) (w)
wieder ein §o-Submartingal.
Beweis. Seien 0 < 7 < (' < oo zwei beschrankte §,-Stoppzeiten.

= X' =Xgpng s X2 =Xppr, TNo<TATLC
= E(X]) = E(X7ar) 2 E(X7)) = E(X;)

Aus der §,-Messbarkeit von XI folgt mit dem vorigen Lemma die Behauptung. 0J
Lemma 5.13. Sei X, ein integrierbares Submartingal mit

t — E[X;] = const
Dann ist X, ein Martingal.
Beweis. Folgt aus der Doob-Zerlegung. U

Bemerkung. Analoge Aussagen gelten fiir Supermartingale.

5.1.2 Snell’sche Einhillende

.....

lichkeitsraum und H, in §,-adaptierter Prozess. Dann heifit der rekursiv definierte Prozess
U, = UL
Ur = Hr

U, = max (Ht,]E[Ut+1|3t])
die Snell’sche Einhiillende
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Satz 5.15. In der Situation von Definition 5.14 gilt: U, ist ein (Q,§e)-Supermartingal
mit Uy > Hy Q-fast sicher und fiir jedes andere (Q,§s)-Supermartingal U, mit U, > H,
Q-fast sicher gilt N

Ui = Uy

Beweis. Es gilt Uy > H; und U; > E[U;41|$:]. Somit ist U, ein H,-dominierendes Super-
martingal.

Sei nun 17. ein anderes H,-dominierendes Supermartingal. Weiter gilt
Ur > Hy = Up
Mit einer Rekursion folgt dann
U, > E[Up1[§d] > E[Up |5 V ¢

und th > Ht- .
= Ut 2 max (Ht7E[Ut+1|‘St]) = Ut Y t. O

Satz 5.16. Eine Stoppzeit 7 ist genau dann optimal (fir Eq[H.]), wenn folgende Aussagen
gelten:

1. H, =U;
2. Der gestoppte Prozess U] st ein (Q-Martingal.

Bemerkung. Die iterative Rekursion zur Konstruktion von U, zusammen mit der Eigen-
schaft 1. liefert eine Konstruktionsverfahren zur Bestimmung einer optimalen Stoppzeit:

1. Berechne iterativ U,

2. Ube die Option aus, sobald U = H beobachtet wird.
Insbsendere in CRR-Modell kann man das praktisch implementieren.
Beweis. Sei T eine Stoppzeit, dann gilt wegen U, > H,

Eq[Hz] < Eq[Ur] < Eq[Us] = Us
Sei nun 7 eine Stoppzeit, die die beiden Aussagen erfiillt. Dann gilt
EqlH,] = EqlU,] = Eq[Uf] = E[UF] = Uy

d.h. 7 ist optimal.

Durch Nachrechnen verifiziert man, dass die Stoppzeit
Tmin — inf {t Z 0 | Ut = Ht}

welche in der vorigen Bemerkung konstruiert wird, optimal ist.

Sei nun 7 optimal. Dann gilt:

UO - ]EQ{HT] < EQ[UT] < E[UO] - UO
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Wegen H, < U, und E[H,| = E[U,] folgt H, = U, Q-fast sicher. Ferner gilt: (U]) ist ein
@-Supermartingal mit
Uo = Eq[Ur] < Eq[Usn] = EqlU{] < Uo
d.h. (U]) ist ein Supermartingal mit konstantem Erwartungswert, also ein Martingal. [J
Korollar 5.17.
o Ui = sup EqlH]

T Stoppzeit
o T optimal = T > Tyin-

Satz 5.18. Sei Tyax 1= Inf {t > 0 | Eq[U41|¢] # Ur}. Dann ist Tmax die grifite optimale
Stoppzeit fir das Optimierungsproblem. Ferner ist eine Stoppzeit genau dann optimal,
wenn folgende Aussagen gelten:

1. 7 < Thax

2. U, =H,.

Beweis von Satz 5.18. Sei U = M — A die Doob’sche Zerlegung des Supermartingals U.
Sei 7 eine Stoppzeit, so ist

Ur=M" —A"
die Doob-Zerlegung des gestoppten Supermartingals. U7 ist genau dann ein Martingal,
wenn A} = 0,. A7 = A, 5. Da A; wachsend ist, gilt

Al=0< A, =0
Weiter gilt
AT =0&r7 < Tmax
denn
Tmax — inf {t < {07 s 7T} ‘ E[Uﬂrl‘gt] - Ut 7é O}
:lnf{t € {07,T} | At+1 _At 7é 0}
= U” genau dann ein Martingal, wenn 7 < 7,.,. Damit folgt die Charakterisierung von

optimalen Stoppzeiten aus

U™ Martingal

7 optimal < { U — I

Bleibt zu zeigen: 7.y ist optimal.

A = 0= U™ ist Martingal
Bleibt also zu zeigen, dass U, = H,,.. gilt. Trivialerweise gilt dies aus {7m.x = T'}.

Fir t < T gilt auf {7 =t}
Ar=0, Ay >0

= Eq[Uiy1 — Ui|S) = — (A1 — Ar) = —Ap1 <0
= U > E[Up 41|34
Uy = max (Eq[Up1|8¢), Hi) = Hy auf {Tpax = t}.
=U, =H auf {Tpax = t} fiir alle t < T O

Tmax Tmax
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5.1.3 Amerikanische Optionen in vollstindigen Markten

Im allgemeinen stellt sich die Frage, welches Mafl bei der Bestimmung einer optimalen
Strategie verwendet werden soll. Im Falle von vollstandigen Markten sind die unter
dem eindeutigen Martingalmafl gebildeten Snell’schen Einhiillenden bzw. optimalen Stop-
pregeln zusatzlich tiber eine punktweise Optimalitidt charakterisiert, die universell fiir
samtliche dquivalente Marktmodelle zutrifft.

Satz 5.19. Sei das Marktmodell vollstindig und sei Ui = U™ die Snell’sche Einhiillende
von He bzgl. dem eindeutig bestimmten MartingalmafS P*. Dann existiert ein d-dimensionaler
vorhersagbarer Prozess &,, s.d.

Uf + Z & (X — Xp1) > H, Y u>t P-fast sicher. (%)

k=t+1

Ferner gilt fir jede §i-messbare Zufallsvariable (7,5 mit (%) fiir einen gewissen vorhersag-

baren Prozess &, dass B
U > U} P-fast sicher.

Bemerkung.

o U} ist somit charakterisiert als die minimale Anfangsinvestition (zum Zeitpunkt ¢)
in ein selbstfinanzierendes Portfolio zur Absicherung samtlicher kiinftiger Risiken,
die dem Verkaufer der amerikanischen Optionen vom Zeitpunkt ¢ ab drohen.

o (%) gilt fiir P-fast jedes Szenario, das unter dem Ausgangsmafl P beobachtet werden
kann. Inbsesondere ist die Charakterisierung von U} damit unabhangig von P bzw.
P* innerhalb der Klasse der dquivalenten Mafe.

Beweis von Satz 5.19. U} ist ein P*-Supermartingal.
Ut* — Mt - At

mit dem P*-Martingal M; und (A4;) wachsend, Ay = 0. Da das Modell vollstandig ist, hat
(M) eine vorhersagbare Darstellung: Es existiert ein vohersagbarer Prozess &,, s.d.

t
M, = Uy + Y &(Xi — Xp1)

=My k=1

t u
= U, =Uy+ Z&(Xk — Xp—1) + Z Ee( Xy — Xpo1) — (Au — Ay) — A
k=1

k=t+1

=US+ Y &i(Xe— X)) — (Au— A)y)

k=t+1

< U] + Z (X — Xio1)

k=t+1
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Ferner: U; > H,.
Vi = ﬁt + Z ka(Xk — Xy-1) > H, P-fast sicher
k=t+1
Behauptung: V,, > U; V u > t. Beweis durch Riickwartsinduktion:
Vi > Hr =Ur

Angenommen es gilt
Vus1 > U, P-fast sicher

= Vup1 > U, P*-fast sicher. AuBlerdem gilt
Ep«[Vir1 — ValSt] = Epe[€ur1 (Xur1 — Xu)[Su)
= §u+1 : IEP"‘ [Xu-i-l - Xu|3u] =0

da X, ein P*-Martingal ist. Damit gilt

Es gilt ferner V,, > H, nach Voraussetzung.

=V, > max (HU;EP*[UJHI&LD =U,

= ‘/t == th Z Ut*' |:|
Satz 5.20. Sei das Modell vollstindig und Q = P*. Dann gilt

H. <M, =Uj+ Y &(Xi — Xym1) P-fast sicher

k=1
fur alle Stoppzeiten 7. Es gilt genau dann die Gleichheit, wenn T P*-optimal ist.

Bemerkung. Satz 5.20 ist ein szenarioweises Kriterium fiir die Optimalitat von 7. Auch
hier besteht die Rolle von P lediglich in der Auswahl der zu untersuchenden Szenarien.
Insbesondere ist diese Charakterisierung einer optimalen Stoppzeit unabhangig von der
genauen Wahl von P in der Klasse der dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafle.

Beweis von Satz 5.20. Es gilt nach Konstruktion von U* immer

", < U
:MT_AT

<M, = (Uo + ka(Xk — Xk—l))
k=1

1. 7<7pax & A =0
2. H,.=U-
Dies ist genau dann der Fall, wenn Gleichheit in der obigen Abschatzung gilt. U

t=1

Ferner gilt: 7 optimal <
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Bemerkung 5.21. Aus Satz 5.20 folgt, dass der Preis n(H) := U weder fiir den Kaufer
noch fiir den Verkaufer von H eine Arbitrage zuldsst: Bei fest gewahlter Strategie 7 kann
H, als europiische Option C = H, - S} aufgefasst werden, indem die Auszahlung von H
in 7 in das Numeraire reinvestiert und in 7" dann abgerufen wird. Benutzt nun der Kaufer
eine P*-optimale Strategie, so entspricht nach Satz 5.20 Uj dem Anfangswert eines H,-
replizierenden Portfolios. Wihlt der Kaufer hingegen eine nicht-optimale Strategie, ergibt
sich mit der Aussage “<*” von Satz 5.20 eine Arbitrage fiir den Verkaufer. Offensichtlich
fithrt ein Preis 7' > U§ zu einer Verkéufer- bzw. 7' < Uj zu einer Kéufer-Arbitrage.
n(H) = U§ ist daher der einzige Preis, der keinerlei Arbitrage zuldsst., vergl. auch Satz
5.30 im néchsten Abschnitt.

5.2 Arbitragepreise und -schranken fiir amerikanische Optionen
in unvollstandigen Markten

Im vorigen Abschnitt hatten wir fiir dan Falle von vollstandigen Méarkten argumentiert,
dass 7(H) = U§ (Anfangswert der Snell’schen Einhiillenden unter dem Martingalmafl P*)
der einzige Preis ist, der weder auf Kaufer- noch auf Verkauferseite eine Arbitrage zulésst.

In diesem Abschnitt geht es um die systematische Anwendung des Arbitrageprinzips
auf die Preisfindung von amerikanischen Optionen in unvollstandigen Markten. Da jede
Option als amerikanische Option aufgefasst werden kann, handelt es sich dabei um das
Preisfindungsproblem in der allgemeinsten Form.

Vereinbarung 5.22. In der folgenden Definition von Arbitrage-freien Preisen fiir amerikanis-
che Optionen gehen wir wieder von der Anschauung aus, dass eine amerikanische Option
H bei festgelegter Ausiibungsstrategie T zur europaischen Option C' = H, - S% identisch
ist, weil fiir deren diskontierte Ausschiittung C'/S% = H, gilt. C wird aus H, kostenneu-
tral realisiert, indem der Erlos aus H zum Zeitpunkt 7 vollstindig in das Numeraire S°

investiert und in 7" dann abgerufen wird.

Definition 5.23. m € R heifit Arbitrage-freier Preis oder Arbitrage-Preis flir die amerikanis-
che Option H,, falls folgende Aussage gelten:

1. Es existiert eine Stoppzeit 7 mit
dr ell(H,) : n" >
2. Es existiert keine Stoppzeit 7/ mit
Va ell(Hy) : ' >n
Die Menge der Arbitrage-freien Preise von H, wird mit II(H,) bezeichnet, und
inf I1(H,) =: mine(H,)

sup [1(H,) =: Tup(Hae)
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Bemerkung (Erlduterung zu Definition 5.23). Ein Preis p erlaubt genau dann eine
Kéaufer-Arbitrage, wenn

3 Stoppzeit 7 : p erlaubt eine Kaufer-Arbitrage fiir H.
Nach Bemerkung 3.35 ist das Aquivalent zu
p<m VrmelllH,).
Floglich erlaubt der Preis p keine Kaufer-Arbitrage, wenn

V Stoppzeiten 7 37’ € II(H,) : p > 7'

Der Vekaufer kennt bei Verkauf die Stratgie 7 des Kaufers nicht. Fir ihn ergibt sich
hieraus ein zusétzliches Risiko. FEin Preis p bietet damit nur die Aussicht auf einen
risikolosen Gewinn, wenn fiir jede zulassige Kaufer-Strategie 7 der Preis p eine Verkaufer-
Arbitrage fiir die eurpopaische Option H, ermoglicht, d.h. wenn

YV Stoppzeiten 7 : p erlaubt eine Verkédufer-Arbitrage fiir H,
Wieder mit Bemerkunng 3.35 erlaubt p also keine Verkaufer-Arbitrage, falls
3 Stoppzeit 7: I € (C):p <.
Bemerkung 5.24 (Konsequenzen aus Definition 5.23).
1. Bedingung 2 ist dquivalent zur Aussage, dass fiir alle Stoppzeiten ein 7’ existiert
mit

/
T <7

Fiir ¢ € TI(H,) folgt

c<supsupEp(H,)=:b
T Pep

¢ > sup IiDn%Ep(HT) =a
r Pe

d.h.
II(H,) < [a, 0]

2. Falls ¢ € II(H,), so gilt
C = EP(HT)

fiir eine gewisse Stoppzeit 7 und ein gewisses P € B. Denn nach Bedingung 2
ex. eine Stoppzeit 7 und ein 7 € II(H,), so dass p < 7 Zudem existiert geméas
Bedingung 1 fiir alle 7/ mindestens ein 7" € II(H.) so dass

' <p.
D.h. im Falle von 7 := 7 erhélt man ein 7’ € II(H,), so dass
™ <p<m

d.h p € II(H,), also p = Ep(H,) fir ein gewisses P € B.
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3. Falls P € B und 7 optimal fiir P, so ist

U0 := Ep[H~] = sup Ep[H,]

ein Arbitrage-freier Preis fiir H. In der Tat: U0 ist ein Arbitrage-freier Preis fiir die
europaische Option H=, denn die an T gestoppte Snell’sche Einhiillende

57T

U

ist ein P-Martingal.
= Definiert eine Fortsetzung von H, zu einem erweiterten arbitrage-freien Finanz-

marktmodell o
~ X.
= (7)

mit einem P-Martingal X und )?%” =H,, )?g” = UY Somit gilt schon einmal:

(a) 37 und P €, s.d.
U’ < Ep[H- € TI(H>)

(b) Angenommen ex existiert 7/ mit
U’ <Ep[H ]V PeP
= U < Ep[H,/] im Widerspruch zur P-Optimalitit von 7.
4. Aus 3 folgt insbesondere, dass () # II(H,) D {UL | P € B}.

Im Vergleich der Schlussfolgerungen 2 und 3 stellt sich nun die Frage, ob sich sich
jeder Arbitrage-freie Preis von H in der Form

sup Ep(H,) = Ep[H,,] = Ul

mit P € P und 7* P-optimal darstellen lasst. Die Antwort hierauf geben die Satze 5.25
und 5.27 unten als unser Hauptergebnis zur Bewertung amerikanischer Optionen.

5.2.1 Risikoneutrale Bewertung fiir Amerikanische Optionen

Satz 5.25. Fulls H, € L'(P) VY P €B, so gilt: TI(H,) ist ein Intervall mit

ing(H) = inf sup Ep[H.]

7Tsup(]——,) = supsupEp [HT]
P T
Bemerkung. Satz 5.25 ist das Analogon zur risikoneutralen Preismethode fiir eurpopéis-
che Optionen, dass im Falle amerikanischer Optionen noch mit dem optimalen Stopprob-
lem zu kombinieren ist.

Der Beweis von Satz 5.25 fufit auf einer Vertauschungsregel fiir die inf-sup-Bildung,
die in ahnlicher Weise haufig bei Dualitétssitzen in der Optimierung auftritt.
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Satz 5.26 (Min-Max-Lemma). Fulls H, € L'(P) YV P € B, so gilt

sup Jgelgg Ep[H,] = Igfelé sup Ep[H,]

Beweis von Satz 5.25. Seien a := inf supEp[H,] und b := sup sup Ep[H.].
pep Pep T

Dann gilt trivialer Weise a < b. Im Fall a < b sei ¢ € (a,b): Wegen ¢ < sup sup Ep[H,]
P T

existieren P,7 mit ¢ < Ep[H,], und wegen ¢ > g)ngg supEp[H,] = sup JiangsEP[HT] gilt
ep - Pe

V73 PeP:c>EpH,|, dh. ¢ € II(H,). Im Fall @ = b ist nichts zu zeigen, da
() C [a,8] = {b}. 0

Satz 5.27.

1. Die Menge {U{" | P € B} ist ein Intervall mit inf {UJ | P € B} = mine(H) und
sup {UJ | P € B} = moup(H).

2. Es gilt supsupEp[H,] € I[I(H,) <= a =b <= 1I(H,) = {Supsup]Ep[HT]}.
T P T P

Beweis.

1. Sei O = {Uéj | P € ‘,B} Wie in Bemerkung 5.24 gesehen ist fiir P € 3 ist Ul =
supEp[H,] € II(H,), so dass die Behauptung zum Supremum und Infimum der
NIenge O trivial ist. Um zu zeigen, dass O zusammenhangend ist, seien Py, P, € P
und P, = aP + (1 — o) fir a € [0,1]. Dann ist P, ein Martingalmaf8 und die
Funktion

o — Ep& [H.,-]

ist fur fixes 7 affin linear. Damit ist die Funktion

o sup Ep, [H,] = v(a)

T

als punktweise gebildetes Supremum von affin-linearen Funktionen konvex und aufler-
dem beschrankt. Demnach also stetig. Nach dem Zwischenwertsatz wird jeder Wert
zwischen ¥(0) = UL? und (1) = US* von 1) als Funktonswert von ¢ angenommen.
Somit ist O ein Intervall.

2. Mit den Bezeichnungen a := inf supEp[H,] und b := sup sup Ep[H,] sei nun a < b.
pPeyp - pPep T

Wir wollen zeigen, dass dann b ¢ I1(H,). Beweis durch Widerspruch: Angenommen,
b € II(H,). Dann existiert also eine Stopzzeit T und ein Mafi P € 3, so dass

b<n = Eﬁ(H?).
Nach Definition von b gilt also

b= max Ep(H?) € 1I(Hz),

woraus wir mit Satz 3.34 schlieflen, dass H> erreichbar ist, d.h.

() = (b}
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Insbesondere gilt dann

= = =~ = ] = < i < 1 - <
b=Es[H] Igrelmep[HT] < Sl:p I£I€1£3EP[HT] < ;IelfmSl:pEp[HT] a<b,

das heifit a = b. Umgekehrt folgt aus a = b, dass I1(H,) aus genau einem Element
m = Uf mit P € P beliebig besteht. Insbesondere ist dann b = 7 = suppey Uj €
II(H,). O
Bemerkung. Bis auf die Randpunkte besteht die Menge der Arbitrage-freien Preise

genau aus der Menge der optimalen mittleren Auszahlungen unter dquivalenten Martin-
galmafien.

Beispiel 5.28 (Amerikanische Option im Mario Draghi-Beispiel, vergleiche Beispiel 2.25).
Sei (Qq, Fo, FPo) ein vollstéandiges diskretes Marktmodell, 7" = 2 und sei

Q=Q x {w*}.

Das das eindeutige Martingalmafl F, fiir den Ursprungsmarkt werde auf €2 fortgesetzt

durch
1

P({(Wo,w+)}) = P({(WO,Q}_)}) - 5 : PO(WO)a
dann ist das erweiterte Modell (€, 2%, P),S) ein Arbitrage-freies unvollstindiges Markt-

modell. Sei nun H eine amerikanische Option

2 fallsw=(-,w™)

Hy=0, H =1, HQZ{O falls w = (-, w™)

Zur Berechnung der Arbitragepreise von H betrachten wir die Menge der Wahrschein-
lichkeitsmafle
{Fo | € [0,1]}
auf €2 mit
Po({(wo,w™)}) = a - Py(wo)
Po({(wo,w7)}) = (1 = a) - Po(wo)
Insbesondere ist P, mit P,(G x {w'}) = P(G) - a mit « € (0,1) ein dquivalentes Mar-
tingalmaf} zu P.
Offensichtlich gilt fiir jede P-optimale Stoppzeit fiir ein P € B

7 > 1 fast sicher.
Wegen {7 < 1} € §; und dass P, |3, = FPols, ergibt sich
Ep [H.]=FP(t=1)+PFP(r=2)-2-a<1,

falls Py(t = 2) > 0 und a < 1. Das heift, fir @ < 1, so ist 7 = 1 optimal fiir P,.
Umgekehrt, falls o > %, so ist 7 = 2 optimal fiir P,.

= 2 > sup sup Eg[H,]
Qe 7

> sup supEp, [H,]

ac(0,1) 7

> sup «a-2=2
ag(1/2,1)
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= e (H) =2
Andererseits gilt 1 = I1;,¢(H) € II(H) und somit insgesamt

(H) = [1,2)

In demselben Modell sei (E) definiert durch
Hy=0, H=0, Hy= H,
= 7 = 2 ist optimal fiir alle Q) € B.

= inf supEg[H,] = inf Eg[H,] > 0
gep P Qlf-] = inf Eql ] >

und]Epa[I?Q]:2~a—>0fiira—>O.

= inf supE Iz =0
QeP Tp Q[ ]

aber V ) € B ist B N
SupEQ[HT] = ]EQ[HQ] >0

weil Q) zu P aquivalent ist. Es folgt
(0,2) =TI(H)

Definition 5.29. Eine amerikanische Option heifit erreichbar, falls eine Stoppzeit 7 und
eine selbstfinanzierende Strategie £ mit zugehorigen diskontierten Wertprozess (V) ex-
istiert, sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. V, > H, fast sicher V¢

2. V., =H,
Satz 5.30. Set H eine erreichbare amerikanische Option. Dann gilt

I(H) = {m}
Beweis. (V;) ist ein P-Martingal fiir alle P € B. Da Vj deterministisch ist, ist
Ep[H,] =Ep[V:] =V
unabhéngig von P. Auflerdem ist 7 optimal fiir P, denn es gilt
H; <V, fast sicher Vt = Ep[H,] <Ep[V;] =V
= I (H) = Vo = up(H).
= [int(H), Hsup (H)] = {Vo} = {7}
7 ist zudem ein arbitrage-freier Preis (einfach Definition iiberpriifen). O
Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung (sieh Follmer/Schied, Kap. 7)
II(H) = {r} = H ist erreichbar.
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5.2.2 Beweis des Min-Max-Lemmas

Im diesem Abschnitt wollen wir den Beweis von Satz 5.26 fithren, indem wir die entsprechende
Aussage fiir alle t € T beweisen (Satz 5.36). Fiir dessen Formulierung bendtigen wir aber
zunéchst noch einige Begriffe.

Snell’sche Einhiillende als Wesentliches Supremum

Satz 5.31. Sei (2, §, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ® eine Familie von Zufallsvari-
ablen

®={p:Q2—R}
Dann existiert ©* mit
1. ¢* > ¢ P-fast sicher fir alle ¢ € ®
2. Falls v > ¢ P-fast sicher ¥ ¢ € ®, so gilt
Y > " P-fast sicher
©* ist fast sicher eindeutig.
Definition 5.32. ¢* aus dem vorigen Satz heifit wesentliches Supremum von ®. Notation:
p* =esssup P
Analog definieren wir essinf @, bzw. essinf ® := — esssup(—P).

Beweis von Satz 5.31. O.B.d.A. sei p € [0,1] V ¢ € @, andernfalls betrachte h o ¢ mit
1 T
h(z)=— ( t —)
(x) — (arc an(x) + 5
Sei W C & abzahlbar. Definiere

oo (w) = ilégw(w)

= g ist messbar. Sei ¢ := sup {E[py] | ¥ C ® abzdhlbar}. ¢ wird angenommen, denn
falls (U,,) eine Folge von abzdhlbaren Teilmengen von ® mit

Elpw,] = ¢
Sei U* := |J V,,. Dann gilt
n=1
¢ =Elpy-]
und ¥* ist abzahlbar. ¢* := @y« erfiillt nun die geforderten Eigenschaften. U

Satz 5.33. Sei Hy eine amerikanische Option und Q ein Maf auf (Q,F). Sei Hy € L'(Q)
Vt=0,...,T. Dann gilt:

UtQ - EQ [HTmin

5] = esssup Eq[H,|F,
TeT®

mait
Tanin(t) := inf {s >t | USQ = HS}
T .= {r Stoppzeit | 7 € {t,..., T}}
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Beweis. U ist ein Q-Supermartingal, 7 € 7.
U? > B[U2|3] > E[H, 3]

Q ) _
= U;* > esssup E[H,|§:]. Sei Us”’ :=Us™™ und A := 7, > s
TeT®
= 1,00 =1,U, = 14 -Eg[Us1|Ts)
= EQ[US-i-l ) ]1A|SS] = EQ []lA ) U(s+1)/\7(t) |SS]

= Eo[la-UY [ = 14 -Eg[UY, 3]

Analog auf {T(t) < 3}:

U =U.w =UY,

min

min

d.h. auf {T(t) < s} gilt
U = Eo[Ui|5.] = UY,
d.h. UY ist ein @-Martingal.
= Eo[U. o 5] = Eo[Uy |3 = U = U2. Also gilt
UP = EqlU,« 8] = Eq[H. o |3]

min

= U = min E[H,|F] O
TET®

Bemerkung 5.34. Die Aussage des vorigen Satzes lédsst sich leicht auf Stoppzeiten ver-
allgemeinert, d.h. fiir eine §,-Stopppzeit 7 gilt

UP = esssup Eg[H,|F.]

o Stoppzeit,o>T
(Beweis durch Einschrankung auf die disjunkten Ereignisse {7 = t};c7).

Definition 5.35. [Universelle Snell’sche Einhiillenden| Sei R eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafen auf (2, §) und H eine amerikanische Option mit H; € L'(Q)Vt, VQ € R.
Dann heiflen
Ul = essinf U? = essinf Eq[H,
i =essinfU;” = essin eTs: ﬁg)p olH+ |54

U] = esssup U = esssup esssup Eq[H,|F]
QeR QER  +eT®

die (universelle) untere bzw. obere Snell’sche Einhiillende bzgl. R.
Satz 5.36. Mit R =B gilt fir allet € {0,...,T}:

Ul = esssupessinf E H,
t reT(f>p Pen [H|S:]

Das Min-Max-Lemma (Satz 5.26) ergibt sich aus Satz 5.36 im Fall ¢ = 0. Satz 5.36
fuft auf der wichtigen Beobachtung, dass man sich bei der Berechnung von Uf auf eine
spezielle Stoppzeit 7; beschranken kann

Uj = essinf Ep[H.,|F],
PcP

siehe Satz 5.42. Der Beweis hiervon erfordert jedoch weitere Vorbereitungen.
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Bedingte Verkniipfung von Wahrscheinlichkeitsmafien

Definition 5.37. Seien @); und @y zwei dquivalente Mafle auf (€2, (§¢)i—o..r) und o eine
(§+)-Stoppzeit. Dann ist ein neues Wahrscheinlichkeitsma$l @ auf (€2, (§;)) definiert durch

Q(A) = Eq, [Q2(A[F,)]
Wir nennen @ die bedingte Verkniipfung von Q)1 und Q)2 gegeben o und schreiben
Q=0Q10, Q.

Bemerkung. Anschaulich ist diese Operation einem wiederholten Miinzwurf vergleich-
bar, bei dem nach einer festgelegten Regel zur Spielzeit die Miinze ausgetauscht wird.

Lemma 5.38. In der Situation von Lemma 5.37 sei T eine weitere (Ft)-Stoppzeit und
Y : Q = Ry §p-messbar. Dann gilt

E5lY8-] = Eq, [Eq, [Y[Sov-][To]
Beweis.
1. CNQ I §o = @1, denn fiir X > 0, X §,-messbar gilt

EQ [X] = EQl [EQz [X|Sa]] = EQl [X]

=X

2. Sei p > 0 §,-messbar. Dann ist

_ _ )y ,7=0
SD]ITS‘T_{O L, T>0

Sowohl §,- wie auch §,-messbar. Die §,-Messbarkeit ist klar, fiir die §,-Messbarkeit
beachte man, dass ¢ nur wegen des Indikators nur auf 7 < o ausgewertet werden
muss.

3. Benutzt man nun nacheinander die Definition von @ , die §,- und die §,-Messbarkeit
von 1,<, erhélt man

E@[Y o Li<o] = Eg, [EQ,[Y - ¢+ 1r<,[So]|
= EQl [90 ’ ]lTSUEQ2 [Y|SUH
=Eq, [Lr<o - (¢ Eq, [Eq,[Y[S6]I8-])]
=Eg[lr<o - (¢ Eq,[Eq, [Y[F-][5-])]

wobei wir im letzten Schritt die Aussage aus 2. oben benutzt haben.
4. Mit Z = ¢ - Y gilt

Eglp Y - 1rso] = Eq,[Eq.lp - Lise - YIS6]]
= EQ1[EQ2 [ﬂr>a : Z|3'o}
= Eq,[Eq,[Eq,[Lrs0 - ZI5]|0]
= Eq, [Eq,[Eq,[YS-] - ¢l8s] - 1r50]
= Eg5[EqQ,[YIS7] - ¢ - Lrs]
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Nehmen wir 3. und 4. zusammen erhalten wir

EglY - o] =Eg [Lr<s - 0 - Equ[Eq, [YS][87]] + Eg[Eq, [Y[8:] - ¢ - Lrs]

= EglV[§:] = EQ,[VI:] - Lrso + Equ[Eq, [V IS,]IS-] - 1r<o
= EQl [EQQ [Y’SJVT] ‘ST] ]

Korollar 5.39. [Stabilitdt der Martingalmafe unter bedingter Verkniipfung] Falls Q1, Q2 €
B, o Stoppzeit, so ist Q) € P.

Beweis. 0 < s <t. Nach Lemma 5.38 gilt mit 7 = s

EQ[XA&s] — ]El[]EQ[Xt|Ss\/U]|'SS]
— El[Xt/\(SVU)|SS:|

= X(tn(svo))rs
=X, O

Lemma 5.40. Seien Py, P, € B, 7 eine Stoppzeit, B € §,. Weiter seien
oc=17-1g+T - -1gc
und P := P, ®, Py. Dann gilt:
UP =UP 15+ U 1pe
Beweis. Wir wissen Uf = ess s(u)p E5[H,|§-] nach Satz 5.33 bzw. Bemerkung 5.34. Ferner
peT(

gilt fir p > 7

Ep,[H,|8ovr| = Ep,[Hp[S,] - 1p + Ep,[H,[7] - 1 e
— Ep[H,|5,] 15+ H, 140

Mit Lemma 5.38 folgt

]Eﬁ[Hp‘gT] = EPl [EP2 [HP|ST\/U]|ST]
B [EnlH,I3) 1 + H, - el
= EPQ [Hp|37.] 1p+ ]EPI [HP|ST] A pe

Durch Ubergang zum esssup folgt hieraus

Es[H,|§-] < esssupEp,[H,|§;]- 1 +esssupEp, [H,|§,] - 1pc
peT (™) peT (™)

= UP <UP A+ UP 1p0

Seien nun p1, p, € T, dann ist

pi=po-lp+p-lpeeT?
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= Ep|Hp[87] = Ep, [Hp[S] - 15 + Ep [Hp[S7] - 1 e
= EPz [Hp2|37'] 1p+ EPI [Hp1|37'] 1pe

= U >  esssup Ep[H;3]
ﬁ:pg]lBerlﬂBC

p1,p2€T (T
=esssupEp,[H,,|§,] 1p + esssupEp, [H,,|F,| - 1gc O
p2€T (™) P €T

Lemma 5.41. Fir alle P € 5B und Stoppzeiten T gilt:
1. Es existiert eine Folge (P*)pen mit P* € B mit
i) Pt = Pg,
.. Upk . fUPl _ U‘L
i) Ur™ “essinf Uy 7

2. Analog zu 1. emistiert eine Folge (P*), P* € B mit

i) P& = Pg,
i) UF* A esssup = U]
Pey

Beweis. Wir zeigen 1. (2. verlduft analog). — Seien Py, P, € B, B := {U" > U2} € §.,
oc:=17-1g+T - -1gc und B
P .= P1 ®0' PQ.

Dann folgt aus Lemma 5.40
UP = UP A ge + U 15 = min (UD, UP?)
D.h. mit @ :={o =U? | P € B} gilt
V1,02 € P =1 ANpy € P
= Ut =essinfp = inf
r=essinfo = inf ¢

mit ®* C & abzahlbar und so, dass O.B.d.A. fiir ¢1, 2 € ®* auch p; A py € O* gilt.

inf @ = lim min{g; | j=1,...,k
= inf ¢ = lim min{p; [j=1,....k}

9

LEDP

€

= Pp := UP" erfiillt Bedingung ).

Angenommen, es gilt Py, = P, so ist nach Konstruktion zunéchst P = P, oy Py auf §,
identisch mit P, d.h.

Bs, = Piz, = P,
Weiter gilt 7 < o, d.h. §, C §,. Damit folgt also

Ps, = P, O
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Satz 5.42. Firt e {0,...,T} sei
7o=min{u>t| U} = H,}
Dann gilt P-fast sicher
U = essinf Ep[H., |5

Insbesondere ist

sup 2 Erlit) = o Erlih)

Beweis. Zunachst stellen wir fest, dass
UtP 2 EP[Ug‘St] 2 EP[H‘rtl"St]a

so dass
U} = essinf UF > essinf Ep[H.,|§] (+)
Pey Pep

Andererseits gilt
n<min{u>t|U]=H,} =1

da H, < U}y < UPVYu=0,...,T Zudem ist (UP)TtP + ein P-Martingal (siehe

u=t,t+1,...,
Beweis von Satz 5.33). Also gilt mit dem Optional Sampling Theorem

UF = UP) = Ep(UP) 18] = Erl(UD)T [31] = Ep[UF|34). (%)

Tt

Fixiere ein P € 3. Nach Lemma 5.41 existiert eine Folge (P*)en mit

k
ur essinf UY
Tt \>‘ PE‘J3 Tt

= Ep[H, |3 = Ep[U413)] = Epim U} |3]

(e

= Hm Ep (U713 = lm Epe U] 15

(*)
> limsupUth > Uti.
k

(Bei (x%) benuzen wir dominierte Konvergenz und
H, <UM <UPvkeN
und
Ul <(T+1-1)-
k=0,...,T

wobei stets vorausgesetzt war, dass Hy € L'(P) V k.) Daraus folgt also
essinf Ep[H,, || > U},
Pep

was zusammen mit (+) die gewiinschte Identitat liefert. Die Zusatzbehauptung ergibt
sich schliefflich aus

Us = jnf supEp[H,] = inf Ep[Hy,]

< sup inf Ep[H;] < inf sup Ep[H] = Us. o

T
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Beweis von Satz 5.36. Zu zeigen ist

U = esssupessinf Ep [H 5l
{ = esssupess i Ep 1[5

Gemaf Definition und Satz 5.42 gilt

Ul = essinfesssup Ep [H 5
t Pem reﬂ”p P [H 5]

= eSPSeiélf Ep [H;,§]
< esssupessinf Ep[H,|§]
reT) PR

< essinf esssup Ep[H,|F,] = U} O
PE® reT)

5.3 Nachtrag: Superhedging in unvollstandigen Markten

Im Folgenden werden wir stets davon ausgehen, dass

sup Ep(H;) <oo VteT. (1)
pPep

Diese Voraussetzung erlaubt es uns insbesondere eine integrierbare Majorante fiir die
Snell’sche Einhiillende zu konstruieren, um den Satz von der dominierten Konvergenz
anwenden zu konnen.

5.3.1 Minimalitat der uniformen Snell’schen Einhiillenden

Satz 5.43. Die obere Snell-Finhillende einer amerikanischen Option

UtT = esssup esssup Eq[H,|F:]
PePx 7T @)

gentgt dem folgenden rekursiven Gesetz
T _ T _ 0
Uy = Hy und U} = max(Hy, esssup Ep[U},|F1]).
pPeyp

Beweis. Geméi Definition von U, und U gilt
Ul = esssup U = esssup(H, V Ep[ULI13:]) = H, V esssup Ep[UL|3] (%)
Pep Pep P

Sei P € B fix und B, 1(P) die Menge aller P € P, die auf §;; mit P iibereinstimmen.
Nach Lemma 5.41 existiert eine Folge P, von Maflen aus B;.1(P), so dass Utljfl S U; e
Mit monotoner Konvergenz erhalten wir hieraus

ess sup Ep[UtTH |§¢] > esssup EP[UtI—Df—l ]
Pcp pep

= esssup esssup Ep[U] |3
PEP  Pep,i1(P)

> ess sup lim Ep[Uffl |5]
pep kK

= ess sup[UtTJr1 |5¢]
Pep

Folglich gilt Gleichheit iiberall, was eingesetzt in () die Behauptung ergibt. O
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Definition 5.44. Es sei 9 eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (F¢)te7). Dann heifit ein Prozess (X;);e7 ein Q-supermartin-
gal, falls er ein Q-supermartingal ist fiir alle Q € Q. Analog definieren wir ein Q-
submartingal bzw. Q-martingal.

Satz 5.45. Die obere Snell-Einhillende

Ul = esssup ess sup Eq[H,|§]
QER  reT®)

ist das kleinste P-Supermartingal, das H dominiert.
Beweis. Gemas Satz 5.43 gilt fiir P € P € ‘B, dass
Ul > Hy v Ep[U/[81) > Ep[U]4|54).

Da Ug eine endliche Konstante ist, folgt aus der Integrierbarkeitsbedingung (I) durch
Induktion, dass UtT integrierbar ist bzgl. jedem P € 3. Insbesondere ist U] ein -
supermartingal, welches H, dominiert.

_ Falls U, ein anderes H,-dominierendes PB-supermartingal ist, so folgt zum einen, dass
Ur > U} = Hp und dann induktiv falls Uy, > UtT v mit der B-Supermartingaleigenschaft

von U , auch dass
U, > H,V Ep[Up1|§:] > Hy vV Ep[ULL, 3] VP € B
Durch Ubergang zum esssup erhalten wir

fjt > H; V esssup EP[UtTH’St] = UJ»
peyp

letzteres wieder nach Satz 5.43. O

Bemerkung 5.46. Analog zeigt man, dass die untere Snell-Einhiillende

Ut = essinf esssup Eo[H, |
{ = espinf esssup Eq[H- 5

das kleinste B-Submartingal ist, das von H dominiert wird.

Korollar 5.47. Fiir eine europdische Option HY ist

Ul = esssup Eq[HE|§]
Pep

das kleinste B-Supermartingal mit U} > HP.
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5.3.2 Uniforme Doob-Zerlegung

Satz 5.48 (Uniforme Doob-Zerlegung). Fiir einen adaptierten nichtnegativen Prozess U,
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1) U ist ein P-supermartingal.

2) Es existiert ein adaptierter wachsender Prozess B, mit By = 0 und ein vorhersagbarer
Prozess &,, so dass

U =Uy+ (£ e X)), — B, P-fast sicher fir alle t € T.

Beweis. 2) = 1): Wegen U+ (£ @ X ), > U, > 0 ist der Prozess nach (U + (£ @ X);); nach
Satz 3.22 ein P-Martingal fiir alle P € 93, und es folgt 1).

1) = 2) (im Spezialfall, dass €2 endlich ist, fiir den allgemeinen Fall sieche [Follmer/Schied]):
Sei P € B, dann ist Uy — U;_; € L'((Q,§:, P). Wir behaupten, dass es £ messbar bzgl.
$i—1 und B > 0 messbar bzgl. §; gibt, so dass

U — U1 =&(Xy— Xy—1) — B P-fast sicher.
Angenommen, das ist nicht der Fall, dann liegt U; — U;_; also nicht in der Menge
C:=K — LY (05, P)={k—1|keK,le L (2T, P)}

wobei

Ky = {&(X = Xi1) [ € € L9, 811, P)}.

Die Spezielle Struktur der Menge C' als konvexe abgeschlossene Teilmenge des endlich-
dimensionalen Vektorraums L' (Q, §;, P) liefert die Existenz eines Vektors Z € L'(Q, F}, P)
mit Z(w) > 0 fiir alle w € Q, so das

0= sup E[ZW] < E[Z(Ut — Ut—l)] =:0. (+)
wec
und
0=E[Zk] VEke K,
s. Lemma 5.49 unten. Fiihren wir nun das neue MaB ein P = %dP mit Z;_, =

Ep|Z|§_1] so ist P ein Martingalmaf (vergl. Beweis von Satz 3.34). Mit diesem P €
gilt dann laut Voraussetzung aber wieder, dass E5[U; — Up—1|§:-1] < 0, also auch

0> Es[EsUs — Upa|§i-1)Zi—1] = Ep[(Uy — Up1) Zyq] = Ep[(Uy — Up1) Z) = 6,
im Widerspruch zu (+). O

Lemma 5.49. 1) In einem arbitragefreien Marktmodell auf einem endlichen Warschein-
lichkeitsraum Q) ist die Menge C := K; — L9 (Q, §, P) abgeschlossen in L'(Q, §¢, P).
2) Falls U € LY(Q, 5, P) \ C, so existiert ein Z € L=(Q,§;, P), Z > 0 mit

0= sup E[ZW] < E[Z(U; — U;_41)] =: 6. (+)
weC
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Beweis. Wir konnen o.b.d.A. davon ausgehen, dass P({w}) > 0 fiir alle w € Q. Auf-
grund der Endlichkeit von € ist die Konvergenz von w,, — w in LP(2, P) identisch zur
punktweisen Konvergenz w,(w) — w(w) fir alle w € Q. Sei nun w,, = k, — 1, = w
in L'(Q,:, P), dann haben wir die Darstellung w = k — [ fiir ein geeignetes Paar
(k,l) € K x LY zu zeigen. Falls die Folge &, in k, = &,(X, — X;_1) beschréankt bleibt,
so gibt es nach Auswahl einer Teilfolge &, ein F;_j-messbares £, so dass &, (w) — &(w)
fiir alle w € Q, und somit auch, dass k,, — k := £(X; — X;_1) in LY(Q, F;, P). Folglich
gilt auch Iy, — | := w — k in L', und daher auch [ > 0, da diese Eigenschaft unter
punktweiser Konvergenz erhalten bleibt. Damit ist die gewiinschte Darstellung im Fall,
dass liminf, |, |« < K gefunden. — Im Fall, dass liminf, |{,|, = oo betrachten wir die
Zerlegung

& =& +8,
mit
& € (Xi = X)) = {ne @), [n(X, — X, 1) = 0}
und
&€ (X=X )l ={CeL°F)  [n¢=0 V(e (Xi—Xia)')
Offensichtlich gilt
gn(Xt - Xt—l) = QL'(Xt - Xt—l)a
so dass wir im Falle lim inf,, ]f | oo < oo schlieflen kénnen wir zuvor.

Wir zeigen nun, dass lim inf, ]5 |.o = 00 nicht auftreten kann. Wegen &,(X; — X;_1) =
,U(Xt X; 1) konnen wir o.b.d.A. davon ausgehen, dass £+ = 0, d.h. &, € (X; —
X,_1)Il. Man beachte, dass (Xt X,_1)Il ein linearer Teilraum von L' (€2, §,, P) und somit
abgeschlossen ist. Setzen wir §n &n/|&n |0, SO gilt nach Ubergang zu einer Teilfolge, dass
& — € fiir ein gewisses € € (X; — X;_1)!l mit [€]c = 1. Zudem erhalten wir, dass

1 s _
0= hm |€, | hnm @(gn’(Xt — X)) — ln) = hnf}l <§n’(Xt - Xt—l)ln’>
= f(Xt - thl) - hnm ln = f(Xt - thl) —

wobei [ € LY der Grenzwert der Folge Ly =1Ly /1€ | ist. Folglich
I=E(X, - Xio1) € LY(Q, 80, P),

d.h. (durch Erwartungswertbildung bzgl. einem © € ), dass I = 0. Somit ist f €
(X, — X))t N (X, — X,—)! = {0}, also € = 0 im Widerspruch zu |¢]e = 1.
2) O.B.d.A. gilt P({w}) > 0 fiir alle w € Q. Die Erwartungsbildung

12|

— Z X(w)Y (W)P(Q) = (X,Y)p

definiert ein Skalarprodukt auf RIYl, dessen induzierte Norm |.|p dquivalent zur Standard-
norm auf R/ ist. Die Menge C' C Rl ist konvex und abgeschlossen mit 0 € C. Zu
U € R\ O sei & die |.|p-Projektion von U auf die Menge C, d.h.

Kk = argmin |U — w3,
weC
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dann gilt mit Z = U — k, dass (Z,w — k)p < 0 fiir alle z € C. Ferner ist (Z,U — k)p =
|U — k|% > 0, d.h.

Sup<Z>w - /€>P < <Z>U - H>P
wel

bzw.
sup(Z,w)p < (Z,U)p.

welC

Die Menge C ist ein konvexer Kegel in RI®l| d.h. mit w,v € C und p, A > 0 ist auch
Au + pv € C. Die Funktion
Co>w— (Z,w—K)p

ist linear und nach oben beschrankt, somit gilt

sup(Z,w)p <0,
welC

denn andernfalls wiirde fiir eine Folge w,, € C' mit (Z, w,)p — sup,cc(Z, w)p > 0 gelten,
dass sup,cc(Z, w)p > Um(Z, 2w,) p = 2sup,cc(Z,w)p > sup,cc(Z, w)p. Wegen 0 € C
ist schlieBlich sup,,c-(Z,w)p > 0.

Die Nichtnegativitat von Z ergibt sich nun daraus, dass insbesondere
0
(Z,-1) <0 Vie Ly,

d.h. falls nun Z(wp) < 0 fiir ein wy € 2, whle man [ : Q@ — R, [(w) = 1,,,(w), so fithrt das
auf einen Widerspruch. Falls Z nicht strikt positiv ist, ersetzen wir Z durch Z. = Z + ¢,
d.h. Z.(w) = Z(w) + €, wobei € > 0 klein genug gewahlt ist, dass weiterhin (Z., w)p > 0.
Ferner ist fiir w = (X, — X;1) — 1

(Ze,w)p = (Z,w)p — eEp|l] < (Z,w)p <0,
so dass weiterhin

sup(Ze, w)p = 0.
weC

Da die Menge K; C (' ist ebenfalls ein konvexer Kegel ist mit 0 € K, schlieen wir mit
denselben Argumenten wie oben, dass

sup(Z,k)p = 0.
keKy

K, ist sogar ein linearer Unterraum von Rl daher folgt hieraus sogar, dass
(Z,k)p=0 VEke€ K,. O

5.3.3 Minimales Superhedging

Definition 5.50. Eine selbstfinanzierende Strategie &, heifit Superhedging-Strategie fiir
die amerikanische Option, falls fiir den zugehorigen Wertprozess gilt

V, > H, P-fast sicher fur allet € T.
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Mit dieser Sprechweise nennen wir laut Definition 5.29 eine amerikanische Option
erreichbar, falls es eine Superhedging-Strategie fir H gibt mit H, = V, flir eine gewisse
Stoppzeit 7.

Satz 5.51. Es gibt eine Superhedging-Strategie mit der minimale Anfangsinvestition T, (H)
unter allen Superhedging-Strategien.

Beweis. Es sei (&, Be) das Paar von Prozessen in der uniformen Doob-Zerlegung des
B-Supermartingals U], d.h.

Ul =Ul + (¢ e X), — B, > H,.
Sei €, die selbstfinanzierende Strategie, die durch &, und die Anfangsinvestition
Uy = Toup(H)
definiert ist. Dann gilt fiir den zugehorigen Wertprozess
Ve=Uj + (§ 0 X), = H,
d.h. € definiert eine Superhedging-Strategie fiir H mit Anfangsinvestition Tsup (H ).

Falls es nun eine andere Superhedging-Strategie & gibt mit Vj = 7' < ma,(H), so
ware

‘7,5 := min(V;, V)

ebenfalls ein dominierendes B-Supermartingal mit Vo < Vo = U!l, im Widerspruch zur
Minmimaleigenschaft von Ug gemaf Satz 5.45. O



	Einführung – Der Arbitrage-Ansatz im Beispiel
	Das Einperiodenmodell
	Arbitrage im Einperiodenmodell
	Äquivalente Maße und Modelle

	Der erste Fundamentalsatz der Optionspreistheorie
	Replizierbare Ansprüche und Vollständigkeit von Märkten
	Arbitragepreise und -schranken im Einperiodenmodell
	Der zweite Fundamentalsatz der Optionspreistheorie

	Das Mehrperiodenmodell
	Selbstfinanzierende Handelsstrategien
	Äquivalente Martingalmaße
	Erinnerung an die bedingte Erwartung
	Martingale

	Der erste Fundamentalsatz im Mehrperiodenmodell
	Martingalmaße bei Wechsel des Numeraires

	Europäische Optionen im Mehrperiodenmodell
	Arbitragepreise und -schranken für europäische Optionen im Mehrperiodenmodell
	Vollständigkeit und zweiter Fundamentalsatz im Mehrperiodenfall

	Das Binomialmodell
	Explizite Berechnungen im CRR Modell
	Konvergenz gegen die Black-Scholes-Formel

	Arbitrage-Bewertung von Amerikanischen Optionen
	Optimales Stoppen
	Martingaltheorie in diskreter Zeit
	Snell'sche Einhüllende
	Amerikanische Optionen in vollständigen Märkten

	Arbitragepreise und -schranken für amerikanische Optionen in unvollständigen Märkten
	Risikoneutrale Bewertung für Amerikanische Optionen
	Beweis des Min-Max-Lemmas

	Nachtrag: Superhedging in unvollständigen Märkten
	Minimalität der uniformen Snell'schen Einhüllenden
	Uniforme Doob-Zerlegung
	Minimales Superhedging



