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Vorlesung 1:
Einflihrung in die Aussagenlogik




Elementare Aussagenlogik

DO Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder wahr
oder falsch ist. (Aristoteles)

Beispiele

(W A: Bonn ist eine Stadkt.

B: Kéin ist ein Dorf.

C: Kéln ist gréBer als Bonn.

D: Kéln ist eine Stadt.

E: Nachts ist es kalter als drauBen. (?)




Verkniipfungen von Aussagen
Elementarverkniipfungen

Durch Verkniipfung konnen neue Aussagen gebildet
werden.

Elementar-
verkniipfungen

(W 'NICHT': —A.

Bonn ist nicht eine Stadt. (Bonn ist keine Stadt.)
'ODER’: AV B.

Bonn ist eine Stadt oder Koln ist ein Dorf.
'UND": AA B:

Bonn ist eine Stadt und Kéln ist ein Dorf.




Formale Definition: Wahrheitstabelle

Fiir zwei Aussagen U und V definiert man

u (W W F F
v |W F W F

-U | F F W W

uvv| W W W F

UAV W F F F




Aquivalenzverkniipfung

Definition:
Aquivalenz U

==
ns
=

Sprechweise: U ist notwendig und hinreichend fiir B.

Beispiele

A < - B. (Wahrheitswert: W)
- A & B. (Wahrheitswert: W)
A < B. (Wahrheitswert: F)




Implikationsverkniipfung

Definition:
Implikation U

==
ns
=

Sprechweise: U ist hinreichend fiir V.

Beispiele

A = = B. (Wahrheitswert: W)
A = B. (Wahrheitswert: F)
B = A. (Wahrheitswert: W)




Tautologien

Aus Aussagevariablen enststehen durch Verkniipfung
und Klammerbildung Aussageformen z.B.

S(UA V)= -W).

BT Aussageformen mit Wahrheitswert W (fiir beliebige
Wahrheitswerte der Variablen) heiBen Tautologien.

A=A

AV -A

(A= B) & (B = -A)
(A= B) < (-AVB)
-(AVB) < (-AAN-B)
-(AANB) < (-mAV -B)




Nachweis: Wahrheitstabelle

Beispiel 1 A_|W F
A=>A[W W
A |W F
Beispiel 2 -A F W
AV-A|lW W
A W W F F
B W F W F
Beispiel 4 A= B W F W W
-AV B W F W W
(A=B)= (-AVB) |W W W W




Logisches Schliessen

M Bonn ist eine Stadt und Kéln gréBer als Bonn. Also ist
KélIn kein Dorf.

Struktur

Pramisse 1: A

Bonn ist eine Stadt
Koln ist ein Dorf

Koln ist groBer als Bonn
Koln ist eine Stadt

Pamisse 2: C
Pramisse 3: AANC=D
Pramisse 4: D = =B

o0 w>»

Konklusion: —B.

Benutzt
JEISM ANCA(AANC=D)A(D=-B)=-B




Gegeben

Folgerung

Schreibweise

Definition

Ubung

Giiltiges SchlieBen

Pramissen (P1),(P2),...,(Pn)
(Aussageformen)

Konklusion (C)
(Aussageform)

(P1), (P2), .-, (Pn) = (C)
Ein Schluss heiBt giiltig, falls
(P)A(P2)A---A(Py) = (C) Tautologie
(Theodizee). Wenn es Super__mann gibt und er ein guter
Held ist, verhindert er alles Ubel. Da es Ubel in dieser

Welt gibt, gibt es Supermann nicht, oder er ist kein
guter Held.
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Vorlesung 2:
Mengenlehre und Zahlen




Naive Mengenlehre

DL 'Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten
wolhunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens.’ (G. Cantor, 1845-1918)

SONCIIEE M 2< A 'aist ein Element der Menge A’
a¢ A 'aist nicht ein Element der Menge A’

BIEIICLINEE A= {a;,a,...} (Aufzihlung)
M\ A = {a|a hat Eigenschaft o} (Eigenschaft)

Beispiele

(B M = Teilnehmer des Tutoriums = {Anna, Hans, ... }
(W G = {z| zist ein Vielfaches der Zahl T} .

(B X ={x|x=x} (All-Menge)

(W (:={x € X|x#x} (Leere Menge)




Teilmenge
Gleichheit
Vereinigung
Durchschnitt

Komplement

Potenzmenge

Mengenalgebra - Grundoperationen

ACB:= (xeA=xeB)
A=B:(ACBABCA)
AUB :={x|x e AV x € B}
ANB:={x|x e AAx € B}
A\ B :={x|x € AAx & B}
P(A) := {M|M C A}

(Bel. Erweiterbar durch Verschachtelung)



Rechnen mit Mengen - Beispiele

() C A fiir jede Menge A
YIC Ty yeErd AN (BUC)=(ANB)U(ANC(C)

1. De Morgan’'sche
Gl A\ (BN C)=(A\B)U(A\C)

Beweis:

x€ED=>x€A

Beweis:

(x € A)A(x € BV x € B)

d
(xEAAXxEB)V(xeEAAXx € ()
Beweis:

(x e A)A=(x € BAXx € ()

d
(x€EAAXEB)V(xeEAANXx Q)

Ubung: Anwendung von de Morgan
A = Weinliebhaber, B = Biertrinker, C = Milchbubis




Media and Identity

& 30045 Tamy Mockier, ulici 3@unb ca

Created vsing the anfine Creafe-A-Venn system ot wenw wenndiogram.com

Karriereplanung nach de Morgan ...



Die Menge N der natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles
andere ist Menschenwerk.’ L. Kronecker (1823-91).

DLl Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}
ensteht durch sukzessives Hinzufiigen ('Addition’) von
1.

NGNS Ny = {0} UN={0,1,2...}

Zul3ssige
Operationen

Xl m+n=m+1+1+1+---4+1(n Mal)
WIIEIERI m-n=m+m+ m+---+ m (n Mal)
VA& m > n< (esex.ein /e Nmit m=n+1)



Subtraktion
in NQ
Definition Z
1. Teil

Definition Z
2. Teil

Beispiel

Zul3ssige
Operationen

Bemerkung

Die ganzen Zahlen Z

wird definiert via (m—n=1) < (m=n+1),
falls m>n

(z€Z) < (es ex. m,n € N so dass 'z’="m-n")

(zi = z2) & (es ex. ein | € Ng: m; = mp + [ und
n = n2—|—l)

'2-5'="1-4'="97-100'="0-3'= '-3'

Addition, Multiplikation, Vergleich,
Subtraktion

(-1)%(-1)= '0-1'%'0-1'=
"0%0+1%1)-(0x1+1x0)="1-0=1.



Division

in Z
Definition Q
1. Teil
Definition Q
2. Teil

Beispiel

Definition
1>1

Zul3ssige
Operationen

Die rationalen Zahlen Q@

wird definiert via (p+r=q) < (g=p=*r),
falls r Teiler von p

(g€ Q) < (es ex. p,r € Z so dass 'q'="p=r')

(g1 = q2) < (esex. eint € Z: py = pp * t und
r=ryxt)

'12+30="6 + 15" = 2 + 5'="2’
(g=2>0)< (m-n>0)
(g1 > q2) < (g1 — g2 >0)

Addition, Multiplikation, Vergleich, Subtraktion
Division



Beobachtung

Beispiele

Ansatz

Beispiel: 7

Definition R

Bemerkung

Die reellen Zahlen R

Es gibt physikalische GroBen (dh. Abstinde,
Flacheninhalte ... ), die nicht in Q liegen.

/2 (Diagonale im Quadrat mit Seitenlinge 1)
7 (Flacheninhalt des Kreise mit Radius 1)

Approximation durch rationale Zahlen.

P

\

r

W W

Eine reelle Zahl r € R ist eindeutig als groBte untere
Schranke einer geeigneten Teilmenge M C Q definiert.

R ~ 'Zahlengerade’



Briiche:
Kiirzen
Summe

Doppelbruch

In R:

Kommutativges.

Asssoziativges.
Distributivges.

Potenzen

Rechenregeln

I'm _ m

I-n n

m  m _ mn+m'n
n n’ nn’
m/n . m n/

m'/n" — n-m’

at+b=b+a a-b=>b-a
at+(b+c)=(a+b)+c,a-(b-c)=(a-b)-c
a-(b+c)=a-b+a-c

- spater -



Tutorien

Organisatorisches

Termin Ort Tutor
Mo 10-11 AVZ, Raum 116 Marcus Rang
Mo 11-12 AVZ, Raum 116 Marcus Rang
Di 12-13 | Wegelerstr. 6, Raum 501 | Stephan Knauf
Di 13-14 | Wegelerstr. 6, Raum 501 | Stephan Knauf
Di 16-17 | Wegelerstr. 6, Raum 501 | Stephan Knauf
Di 17-18 | Wegelerstr. 6, Raum 501 | Stephan Knauf
Mi 8-9 AVZ, Raum 2 Tomas Kruse
Mi 9-10 AVZ, Raum?2 Tomas Kruse
Mi 16-17 | Wegelerstr. 6, Raum 610 | Timo Geltinger
Mi 17-18 | Wegelerstr. 6, Raum 610 | Timo Geltinger
Fr 14-15 | Wegelerstr. 6, Raum 610 | Marcus Rang
Fr 15-16 | Wegelerstr. 6, Raum 610 | Marcus Rang




Organisatorisches

Anmeldung zu den Tutorien: Ab heute 15.00 Uhr
online auf der Vorlesungs-Home Page

www.math.tu-berlin.de/~mrenesse/agromath
Sprechzeiten Max v. Renesse

Freitags, 10.30-12.00 Uhr

Poppelsdorfer Allee 82

Zimmer 3.007

Die Statistik-Vorlesung von Herrn Eberle findet
statt. (S. Vorlesungsverzeichnis)

Gegen Ende dieses Semesters werden 3 (versch.)
Klausuren parallel angeboten: Angew. Math. und Stat
(BSc), Angew. Math. (Diplom), Statistik (Diplom).
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Vorlesung 3:
Ungleichungen




Vergleichsoperationen

DI a <b<=b—a>0
a<bs(b—a>0)V(a=b)
(Analog '>' bzw. '>")

a<b=atc<b+tc Beweis [2]

bc — ac
a<b,c>0= ac<bc —(b—a)c >0
a<b,c<0=ac> bc Beweis [1]
0<a<b0<c<d bd — ac
= ac < bd = b(d — c) + c(b - a)
0<a<b=t<i >0




Beispiel

Bestimmen Sie die Menge L aller x € R, so dass

1 3

4+ —>5 0).

T 2 (x #0)
REMEN L+ 2 >5e0= 2 >5=1>2

Fallunter-

scheidung ) )
Fall 1. x > 0: R A IR
=L ={x|0<x<3}CL

Fall 2. x < 0: IR RE Y
:>L2—{x|x<0/\x %} 0.
1
2

Al [ = [, UL, ={x|0<x<
(SPZON - Graph von x — f(x) = 1




Definition

Definition

Beispiele

Exkurs: Intervalle

I C R Intervall < (Mit je zwei Punkten s < t liegen
auch alle Zwischenpunkte s < u < t in /).

I={xeR|la<xAx<b}="]ab
I={xeR|la<xAx<b}="]ab|
I={xeR|a<x}="]a,o00[
I={xeR|a<xAx<b}="|ab]

I ={xeR|x<b}="]—o00,b|

| ={x € R} =R, bzw. [ = 0.

| abgeschlossen < (Alle Randpunkte von [ liegen in 1.)

| offen < ( Kein Randpunkt von [ liegt in /.) Ansonsten
| halboffen.

1) offen, 2) halboffen, 3) offen, 4) abgeschlossen,
5) abgeschlossen 6) offen und abgeschlossen (keine
Randpunkte).



Definition

Satz

Definition

Der Absolutbetrag

la] = a fallsa>0
A=Y a2 fallsa<o

| —al=al, |a- b| = |a| - |b]
la+ b| < [a] + |b]

x| <a&e x €[—a,a

x| >a< xR\ [—a,43
|la] — |b]| < |a— b

Beweis:

|a+ b
_Ja+b
| —(a+b)

B { E?ja)b +(~b)

< [a[ + [b]

|a — b| 'Abstand’ (Distanz) von a und b (a,b € R).



Beispiel

AUITClolM Bestimmen Sie die Menge L aller x € R, so dass

1—x 3
> -1
<3
[WSINIl \/orzeichenwechsel bei x = 1 bzw. x = —1.

Fall 1. x > 1: L—r_i <%(:>‘§1J;X)<%(:>x—l<%(x+l)

= -3 <Ixe=x>-5 = L[1=][l00

Fall 2.
ERPRR | | <3 X 31— x < 3(x+1)
<:>—%<§X<:>x>—— = L=]-11]

Xl <3 <3 e=1l-x<-3(x+1)

Fall 3. x < —1:

T+x (1+)
(:>§X<—§x<:>><<—5 = L3=]—o00,-5]

ATl [ = [, UL, ULy =] —o00,5[U[-%,00[=R)\[-5,—1].
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Vorlesung 4:
Potenz und Logarithmus




Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

ONEOLrS Firrc R,me N

Eigenschaften

m rl I+m

r =r
(rl)k — k!

H-n=(n-nr)

(r>s)e (rm>s™

(Strenge Monotonie bzgl. Basis)



Definition

Schreibweise

Satz

Beweis

Waurzeln

(s m-te Wurzel von r)

1
S—= fm
Fiir alle r > 0 und m € N existiert genau eine (positive)
1
m-te Wurzel s = rm.

s=GuS{qgeQ|q" >r}
wobei 'GuS’ = GroBte untere Schranke (‘Infimum’)



Beispiel

1. Schritt

2. Schritt

3. Schritt

4. Schritt

nach 4
Schritten

Bestimmung von Wurzeln durch

Intervallschachtelung

¥<2 =1<s

B8=8>2 =s5<2

_ bita
m = 121

, 27

} =S E]l, 2[::]31, bl[.

= 3 (Intervallmittelpunkt)

m;y = n >2=s5<m = s €la, m[=]az, by

my = 242 = 3 (Intervallmittelpunkt)

125
m3 = 1 <2= 5> m = s €lm, by[=]as, by
ms = b3J2F"’4 = H (Intervallmittelpunkt)
1331
mg = 50 > 2= s < m3=s E|asz, m3[=:]aa, ba|

s €]2, 4[=]1.25,1.375]

(s ~ 1,26).



Frage

Antwort

Anwendungsbeispiel

Ein Kugelférmiger Korper habe ein Fassungsvermogen
vom 8000 Litern. Wie groB ist der Radius.

Formel fiir das Kugelvolumen V = %7W3.

V =8-103(10cm)3 = %7”3
8- 103(10cm)3%% — /3

r=(8- 103(10cm)3%)%
rzZ-lO-lOcm(%)%
1

r:2(%)§m:2.6m

111



Definition

Potenzen mit rationalen Exponenten

Firr>0und k,me N

,r% (r#)k

. 1

r = —

rm

R Beispiel:
rf _ (r’)% Bezvei(s von »
m-/ m (r, ) = ((rl‘k))
rkil = rk o 1 o
KoK = () =r
r7-rt =rity d(;) =r
kK K s 1
r]_l rzl :(rl'r2)7 = rlk = rk




Beispiele

93 = (92)5 = 35 = 243
93 = (9%)2 = /50049 = 243

(%)—% —_1__55-5/5~11.18



Potenzen mit reellen Exponenten
Beispiel Ay

DISldle i Fiir r >1undseR

= GuS{ri | % > s}

AGEIIR Fir0<r<lundseR

= GuS{rﬁ | & < s},

Eigenschaften

rsL. 2 = r$1+52

(r51)52 — SIS

o =(n-nr)
S1>8,r>1=r>r%
n>rns>0=rK>r




Definition

Schreibweise

Satz

Beweis
(fir b > 1)

Logarithmus

r Logarithmus von a zur Basis b
=
a=>b"

r ="logya’

Fiir alle a, b > 0 existiert genau Logarithmus r von a zur
Basis b.

r=GuS{qg e Q|b? > a}



Anwendungsbeispiel: Halbwertszeit

VAGENISSwdl Der Zerfall einer Zellkultur wird beschrieben durch das
Gesetz

M(t) = Mo’y_t
mit
My >0 (Anfangsmenge)
-1
N = [%;MO} > 1 (Zerfallskonstante)

NECN Zu welchem Zeitpunkt t, ist nur noch die Halfe der
Anfangssmenge vorhanden?

Antwort

teoe
y
)




Logarithmusgesetze

log, a

log,a = fog, 2

log,(a- c) = log, a+ log, c
log,(2) = log,a — log, ¢

logp(a") = rlog, a
qb = blog.a

Beispiel. Beweis von 1:

Clogc a_ ,

Clogc b-logp a _ (Clogc b)logb a_ (b)logb a_ ,
= log. a = log. b - logy, a
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Vorlesung 5:
Funktionen




Definition

Schreibweisen

Definition

Der Funktionsbegriff

Eine Funktion besteht aus einem
'Definitionsbereich’ D C R
und einer

'Funktionsvorschrift',

die jedem x € D genau ein y € R zuordnet.

f:D—-R
p - R
D>x—y=f(x)eR

W(f)={y|y = f(x),x € D} 'Wertebereich von f'.



Beispiele

D=R, f(x)=mx+b
D =R, f(x) = x?

D =10,00[, f(x) = /x
D=1{1,2,7,4},

x |1]2] x| 4
y=Ff(x) [2[ 1] 15[ v2
D =10,1]u {2},

2 falls x € [0, 5]
falls x = %
falls x €]3,1]

falls x = 2.

\H

—~

x

N—r

Il
AR = X

Pegelmessung an der Elbe:
t(inStunden) | O | 2 | 4 | 6 | 8

h(incm) | 319 | 330 | 360 | 372 | 365




Darstellung durch Funktionsgraphen

Die Menge aller Punktepaare

graph(f) = {(va) ‘X eD,y= f(X)}
heiBt Funktionsgraph von f : D — R.

Definition

Der Graph kann als Punktmenge im zweidimensionalen
Koordinatensystem dargestellt werden.

BIEIEEN - Skizzen -




Elementare Eigenschaften von Funktionen

f gerade' < f(x) = f(—x)

Beispiel y = x?
f 'ungerade' < f(x) = —f(—x)
Beispiel y = x3

f 'monotonon wachsend’

& a>b=f(a)>f(b)

Beispiel y = mx 4+ b mit m > 0.

f 'monoton fallend’

& a>b=f(a) < f(b)

Beispiel y = mx + b mit < 0.

f 'periodisch mit Periode T'

< f(x+T)="1f(x)

Beispiel: f(x)=lodidkonzentration zum Zeitpunkt x
bei der Briggs-Rauscher-Reaktion (loduhr) ...



‘: (Quelle: Wikipedia)

mi

Dscillations produced by a selutfon of 0.050M potassium

fodate, 0.038M malonic acid, 0.0050M manganese 11 sulfate, 0.88M

hydrogen peroxide, 0.035M perchloric acid and 0.01% starch.

Floure .

Die Briggs-Rauscher-Reaktion (loduhr)




Standard-Funktionen

(NOEEICHESM (x) = mx + b, D(f) =R
Polynom f(X) = ag + ai1x + 32X2 + a3x3 4+ ... aNxN, D(f) =R

(Bezeichung ag, a1, ...,ay 'Koeffizienten', N 'Grad'.)
Rationale Fkt. = £ mit g, h Polynom. D(f) =R\ {x|h(x) = 0}.
el f(x) = x|, D(f) =R

Potenzfkt. |3
Exponentialfkt. |3
WSEIAMINISINM 7 (x) = log, x (a > 0), D(f) =]0, o0




Summe f+g

Differenz f — g
Produkt f - g

Quotient
Beispiel

Verkettung
fog

Beispiel 1:

Beispiel 2:

Operationen mit Funktionen

(f + g)(x) = f(x) + g(x), falls x € D(f) N D(g).

- analog -

g(x) = (—% falls x € D(f) N D(g) und g(x) # 0.

(
f(x) =x*g(x) = x = ¢ 1R\ {0} = R, [(x) = x.

(f o g)(x) = f(g(x)), falls g(x) € D(f).

D(g) = [1,00[,g(x) = x =1, D(f) = [0, 00, f(x) = v/x
= fog:[l,0[— R, (fog)(x) =vx—1.

Gewichtszunahme bei Schildkroten ...



Beispiel: Schildkrotenwachstum

Fulton'sches Gewichtsgesetz

Lange — Gewicht

Bertalannfy Wachstumsgesetz:

Alter — Lange

24 o
4 g
22 4 ——Fuiton M=K L
20 i =0,22 g/em’ (nach Pursall)
189 3 ——Le Cren M =a (L/em}®
S5 ] nach Hailey
) - far 1,01 hermanni a=0661 b =277
814 o = -
& van Bertalanfty Wachstumsformel z, | Luroithremsmi2=0549 b=276
g2 LO= Lnenion Conntior Lsond® ™ §
10 hier it Werten nach Hailey 8
e (fur 1.0 t hermanni in Griechenland)
S 81 Lange von sehr aken Tieren L, . = 22 3crm| 1
5 | Lange beim Schiupf Ly g = 4
. Wathstumskosfizient =007 1
o T T T
2 I B s e e e e T T T T
70 @ 0 5 10 20

Carapaxlénge in cm

ichtin g

Gewic

3500

3000

2500

1500

1000

500

Alter — Gewicht

T
0o 10
Alter in Jahi

ren

T T T Tl
20 30 40 50 60 70 80 90 100




Definition

Belsplelg

Defintion

Schreibweise
Grafisch

Umkehrfunktion

Eine Funktion f : D — R heilt umkehrbar, wenn der
Graph jede Parallele zur x-Achse hchstens einmal trifft.

D =R, f(x) = ax+ b, (a # 0) umkehrbar
D =R, f(x) = x? nicht umkehrbar
D = [0, 00|, f(x) = x? umkehrbar

Falls f : D — R umkehrbar und y € W(f), dann ex.
genau ein x = x(y), so dass (x,y) € graph(f).

Die Zuordnung W(f) 3 y — x(y) € R defniert die
Umkehrfunktion von f.

f~Lw(f) =R

graph(f~1) = {(y,x) |y € W(f), f(x) = v}
(Spiegelung von graph(f) an der Diagonalen)



Zerfallgesetz

Monotonie

Wertebereich
Umkehrfunktion

Bedeutung

Berechnung der Umkehrfunktion - Beispiel

f(x) = Moy™*, D(f) = [0, oq].
mit My > 0,v>1

Wegen v > 1list x >~y % = (%)X strikt monoton
fallend = f umkehrbar.

W (f) =10, Mo]
Sei y €]0, Mp], gesucht: x € D(f) so dass f(x) = y.
y = f(x) = Mpy™™

& ﬁo = 'y_xy
& —x = long(Vyo)
< x = —log.(7r)

A|SO f_l(y) = — Iog’y(MLo)' D(f—l) :]O, MO]
f~Y(y) = Zeitpunkt x, wenn f(x) = y.
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Vorlesung 6:
Polynome und Winkelfunktionen




Definition

Scheitelform

Scheitelpunkt
Offnung

Nullstellen

Linear-
Zerlegung

Quadratische Funktionen

f(x) = ax®> + bx + ¢ 'Quadratische Funktion'
b c
f(x)=a(x® + =x+ -
(x) = a(x* + Xt a)

= a0 + 2+ (24 (€~ ()
=a((x + 2_ba)2 g - (2—ba ) =1 A((x — B>+ C)

nach oben: A > 0, nach unten: A < 0.

x1p =B+ V-C=-L+\/(£)?— < ( p-g-Formel),
falls C < 0, ansonsten keine.

Alx —x1) - (x — x2)

=A((x—B)—v-C) - ((x—B)++v-C)

=A((x — B)?2+ C) = f(x)



Definition

Beispiel

Satz

Beweis

Polynome

p(x) = ap + arx + axx® + - - - ayxN 'Polynom’

p(x) = 3(x — 1)(x = 5)(x +2) = 3(x — 1)(x*> — 3x — 10)
=3x2 — 12x% — 21x + 30
(Interpolation) Fiir N + 1 Punktepaare

(x1, 1), (%2, y2), - - - (Xn1, yvpn) (mit x; # x; falls
i # j) ex. Polynom x — p(x) mit Grad N, so dass
p(x,-):y,-, i=1,...N+1

v

(Induktiv) pny1(x) = pa(x) + EH2C L T (x — x;)

HF:l(XnJrl—Xi)



Polynomdivision

Satz. p(x) : q(x) = s(x) +
Beispiel 1.

r(x)
)

a0 Mit grad(r) < grad(q).

(x* +3x3 =5x? +3x —5): (2x + 1)= 2x> + 2x* —

—(x* + 3x3)

%X?’ — 5x?
5,3 _ 5.2
—(3x° — 3X7)
—%Xz + 3x
25,2 25
(%X — %X
Yx—5
49 49
~(Fx+ 16
120 _
~16 — Rest
Beispiel 2.

(3x5 +6x* +3x24+2): (x* +2x —1) =3x?> +3x — 3 +

25
FXT

49 129 1

16 16 2x+1

Ix—1
x242x—1



Die Winkelfunktionen

Winkel- u.
Bogenmal

/)

Eine Ameise lauft auf einem Kreisbogen mit Radius r,
wobei der Winkelbereich [0, ] iiberstrichen wird.
Welche Wegstrecke hat sie zuriickgelegt?

E NS b ist proportional zu a.Falls o = 360° = b = 27
(Kreisumfang), d.h.

b(ar) = 3600‘

r beliebig S 3600‘ r



Sinus und Cosinus

P (cos a, sin a)

©sina)]” "~ |

|

|

a {
&‘y |

d(@©O,P) =1

sinus = y-Koordinate vom Schnittpunkt
cosinus = x-Koordinate zum Winkel «

Definition

£(x)=sin(x) (blau) und f(x)=cos(x) (gruen)
Graphen i ~

27 periodisch,

sin ungerade, cos gerade
cos(x) = sin(x + 7)
BULEEWER) sin’(a) + cos?(a) = 1




Tangens und Cotangens

cot o
07 e 2
/B0
Z%g\
04| 3
o 5 &8
— H _ _ sin(a) .
UM  tangens = Steigung = m = oy zum Winkel o
cotangens = m’ = cos()

sin(a) Steigung zum Winkel 5 — «

Graph

ES
|

| |7 periodisch,
" ungerade




Arkusfunktionen

arcsin = sin™ [ 11]—>[ 2,2

arccos = cos™ [ 1 1] [0, 7]

arctan = tan! :] — oo, co[— -2, 2]




Trigonometrische Identitaten

'Additionstheoreme’

cos® x +sin?x =1
cos(x + y) = cosxcosy — sinsiny
sin(x + y) = sin x cos x + sin y cos x

'Cosinussatz

"\ c®=a®+ b®>—2abcosy

Beweis:

hp = asin~y

b =acosy = b— b =b— acosy

= =m+(b-b)

2% sin2'y+b2 — 2abcos'\/+a2 cos2'y
a*(sin® y + cos? ) + b? — 2abcos
2+ b — 2ab cos v
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Vorlesung 7:
Folgen




Folgen

DIl Eine Funktion a: N — R heiBt 'Zahlenfolge'.

NCERN (2,) = (an)nen

Belsplels

an =1

P :{ 1 fallsng {10k k=1,2,...}
" 1 fallsne {105 k=1,2,...}
cn=(-1)"
dp=q¢" mit g e R
en =sin(1)
fo = cos(1)

g1:2.gn+1:4%+1
h1 =2, hy =2, hyy1=h,+ hyp_1




Definiton

Schreibweise

Sprechweisen

andernfalls

Beispiel
lim % =0

Folgengrenzwert

a 'Grenzwert' von (ap)
-
Zu jedem € > 0 gilt fiir schlieBlich alle n:

la—ap| <e.

g ’ ’ n—oo
a= "lim a,, a, — a
n—oo

(an) konvergiert/geht gegen a'

(an) divergent’, ' lim a, ex. nicht
n—oo
Zue>0wéh|en06Nsodassno>%:>%<e

1 1
:>\an—a\:]E—OI:;<efaIIsn2no.



Grenzwertsatz

Beispiel

Beispiele
b _{); falls n ¢ {10,k =1,2,...}
"T 11 fallsne {10k k=1,2,...}
= lim b, ex. nicht.
=0 falls |g| < 1
limg"¢ =1 fallsg=1
ex. nicht falls |g| > 1 oder g = —1

limsin(1) = 0,limcos() =1

Falls lim a, und lim b, existieren, dann
lim(a, ® bp) = (limap) @ (lim b,)

wobei ® = 4, =" bzw. *;

auch ® = '+, sofern lim b, # 0.
5 _ 540 _ |im(5+n%)
4 7 414040 — |im(4+%+ni2)
3
= lim Brz) lim 303
(4+%+niz) 4n’+2n+1



Beispiel

Frage

In Formeln

Geometrische
Reihe

g=1

Antwort

Summen

Bob (der B-Meister) will einen Wolkenkratzer bauen.
Am 1. Tag schafft er einem Meter, am Tag darauf die
Halfte, dh. 3 m, danach wieder die Hilfte, dh. § m

Wie hoch wird das Haus werden (B sei unsterblich)?

Haushohe nach n Tagen

n

=1 b+ (P4 (B = S
=1

k

-_17qk+1
2
ha =143 (1%)'1
S hy=1+372 =1 (- () X 2.

Bobs Wolkenkratzer wird 2m hoch.



Sprechweise

Definition

Schreibweise

Quotientenkrit.

Beispiel

Beispiel

Reihen

Es sei (a;)ien eine Folge, dann heiBt
Shi=ag+ai+---+an=.1ga
‘n-te Partialsumme der Reihe >_ a;.’

Falls S = lim,_ S, existiert, so heift die 'Reihe Y a;
konvergent.’

S=IlimS, = i aj'.

i=0

Falls lim;_ oo “Tf;i' <1, soist Y a; konvergent.
S 4 =0+1+3+3+... konvergent nach Quot. Krit.

> % =1+ % + % + % + ... Quot-Krit. hilft nicht.
Stattdessen ( 'Teleskopsumme)
(I+i+5+H)<1+3 +%A~%+njh
=1+(1-)+G-)+G-D+ G- =
1+1-1 <2:>Zi2 < 2 existiert.




Harm. Reihe
> 1= o

Die Harmonische Reihe (Inkabriicke)

Setze den jeweils den fertigen Turm auf einen neuen
Stein, so dass der Schwerpunkt genau auf der Kante des
unteren Steins liegt:

S, x-Koordinate des Schwerpunktes bei n Steinen

(0]
>~

= Die Briicke kann beliebig weit gebaut werden.
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Vorlesung 8:
Stetigkeit und Ableitung




Definition

Be|sp|elg

Stetigkeit

f:D CR— R heit 'stetig' in a € D, falls
lim f(a,) = f(a) fiir jede Folge (a,) mit a, —> a.
f heiBt 'stetig auf D', falls f stetig in allen a € D.

f(x) = x2, stetig

Beweis: Es sei a, — a, dann
Fan) — F@) = [(@P — 2
=la—ap-|lat+a, — 0-2]a] =0

-1 fallsx <0 .. .
f(x) = { 1 fallsx>0 unstetig in a = 0.




Beispiele - Oszillation

f(x) = {sm(l), iig unstetig

stetig

2+xsm(1) falls x >0
flx) = { falls x =0 ’

Beweis (fiir a = 0): Sei a, — a =0, dann
[f(an) = F(0)] = [2 + ansin(3:) — 2|
|3n5'n(an)| § |an| — 0




Zwischenwert-
satz

Beispiel

Satz vom
Max./Min.

Sprechweise

Bemerkung

Satze iiber Stetige Funktionen

Es sei f : [/, r] — R stetig, dann ex. zu jedem

y €[f(1),f(r)] ein &€ [l,r],
sodass f(§) =y.

t — x(t) (Abstand von x z. Zt. t) mit x(0) = 0 und
x(1h) = 30km = ex. t, € [0, 1h] mit x(t.) = 17.34km.

Es sei f : [/, r] — R stetig, dann ex. x, und xp, so dass

f(xm) < f(x) < f(xpm) fur
allex €[/, r].

Xm 'Minimalstelle', f(xy,) 'Minimum'.
xyv 'Maximalstelle', f(xy) 'Maximum'.

Die Stetigkeit von f, g libertragt sich auf f ® g
mit ® € {4, —,-,+,0}. (Achtung bei +: g # 0?)



Differenzierbarkeit

DISillileliM Eine Funktion f : D C— R heiBt 'differenzierbar im
Punkt a € D’, falls eine Zahl m € R existiert, so dass

fiir jede Folge a, —> a

f(an)—f(a0)

= m.
ap—a

limp—oo

Schreibweisen ENENHEIERAE

S WTEEM m = 'Ableitung von f im Punkte a’



Beispiele
f(x) = mx + C differenzierbar und f'(x) = m

F(x) = Ix]

nicht differenzierbar in 0

X2, x<1
f(x)_{ x—1, x>1

differenzierbar
xsin(), x#0
F(x) = { (x), x#

x=0
nicht dlfFerenzierbar in0

A
I

i 1
i mu
\‘\“”m}hdﬁgh
1
{
U

X2S|n(1), x#0 "\
(X)_ x=0 |

|
\
d|fferen2|erbar iy

I
|
|

Y
I WL |
| I
iy
| 1
Wil

IR I

| 1

[

/

V |




Geometrische Bedeutung

LEL-CUisl Falls f in a differenzierbar mit Ableitung m, so ist

ta(x) = mx + (f(a) — ma) ‘

die 'Tangente' an f in a.

Praktische
Bedeutung
(W x — f(x), f'(x) Steigung
t — p(t), p'(t) Geschwindigkeit
t — q(t), ¢'(t) Stromstarke
t — v(t), v/(t) Beschleunigung
p — m(p), m'(p) Preiselastizitat ...

NEiwdl Falls £ diffbar in a, so gibt es zu jedem € ein § > 0, so
dass |f(x) — ta(x)| < €|a — x| fiir alle x mit |a — x| < 6.

BIGONIl Das ist dquivalent zur Definition von Differenzierbarkeit.

(NCIIIET@ f differenzierbar bar in a = f stetig in a.
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Vorlesung 9:
Der Ableitungskalkiil




Berechnung der Ableitung: Beispiele

f(an)—f(a) __ 32—32 (an—a)(ant+a) _

an—a - = a,, a =an+a
= limp_oo f("’gg a( ) — my(a, + a) = 2a = f'(a).
flan)—f(a) _ af—a* ak-1 k—2 k-2, k—1
Fp— = a2 +a-a, "+---+a n+a
= Ilmn—>oo f(an) f(a) -

ap—a

lim,(ak= 1 +ak=24 ... ta,ak 2425 1) = kav—1 = f/(a).
limy_o S1X = 1 = £/(0)

o

] Vergleich der Flacheninhalte

(Eingeschlossene Flache: A= 5.)
Cos X sin x X tan x

2 < 2 <5
# = cosx < S'“7X <

— COsX

= 1 < limy_o 30X = f/(0) < 1.

(w]

1

0 coE X A B

Additionstheoreme &/ (x) = cos(x), cos’(x) = — sin(x).



Beispiele (1) - Der natiirliche Logarithmus
fa)—f(an) _ ce. Can—3a-1 _ ca. Con—1

a—anp an—a On

, 0p = ap — a.

Fiir C > 0 und §, — 0 existiert

und es gilt die 'Funktionalgleichung des Logarithmus'
|n(C1 . Cz) = |n(C1) + |n(C2)
BN Die 'Euler'sche Zahl' e is definiert durch In(e) =1, d.h.

) e =limyoo(l+ 2)" ~ 2,7182

N

L. Euler (1707-1783)

IIET@M Fiir 7(x) = C* mit C > 0ist f'(x) =In(C) - C*.
(CIIFT@B In C = log,.(C)

e-Funktion f(x) = e = f/(x) = f(x).




Summenregel

Leibniz-Regel

¢
<\

G.W. Leibniz (1646-1716)

Beispiel

Ableitungsregeln

Falls f'(a) und g’(a) ex. in a € Df N Dg so ex.

(f+g)(a) = f'(a) + &'(a)

Falls f'(a) und g’(a) ex. in a € Df N Dg so ex.

(f-g)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - &'(a)

F(x) = x% g(x) = x°

(f-g)(x)=x5 (f-g)(x) =5x* =2x-x3 4+ x*-

3x2



Kettenregel

Beispiel

Quotientenregel

Beispiel

Konsequenzen aus der Leibniz-Regel

Falls g’(a) ex. und f'(A) ex. in A= g(a), dann ex.

(fog)(a) = '(A)-&'(a)

h(x) = >, h=fog mit f(x) = ¥, g(x) = 3x2
H(x) = (fog)(x) = e -3.2x = 6xe>.

Falls f'(a) ex. und g’(a) # 0 ex. dann ex.

(_

f
g

1(4) — f(2)e(a)—g'(a)f(a)
)(a) = g°(a)

sin x

h(x) = tan(x) =

COs X

cos x-cos x—sin x(— sin x)

tan’(x) =
— 1
~ cos?(x)

cos?(x)

=1+ tan?(x),

(x # 27, k € Z)



Konsequenzen aus der Leibniz-Regel (II)

VINEWTSTIRISHONE Falls 0 # f/(a) ex. in a = f~1(x), dann ex.

(F0) =
NN f(x) = tanx, f~1(x) = arctan x
CUSELUEOE Rl arctan’(x) = tan}(a) = 1+taln2(a) mit a = arctan x, d.h.
1 _ 1

~ Tftan(arctan x)-tan(arctanx)  1+x2




Konsequenzen aus der Leibniz-Regel (II1)

Beispiel 2 I —() (x)( 0)

1
= S ek el

|
—

BRI /(x) = x* = e*nX,
(X“) = ax*! = h="fogmit f(x) =¢e*, g(x) =alnx
)=

= W(x)=(fog)(x ea'”x-a%:xo‘-a%

= ax®1
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Vorlesung 10:
Kurvendiskussion und Extremwertaufgaben




Kurvendiskussion von f(x) = x2e™2* (1)

VEYAUEIGAD D = R
finitionsbereich

SVIIMEER £ \veder gerade (f(x ) = f(—x))
noch ungerade (f(x ) = —f(—x)).

Asymptotik F(x) — { 0 fur X — 400
+oo fiur x — —o0

WISEIELN f(x) =0< x =0, ie xy=0.
(D.h. es ex. genau eine Nullstelle xy = 0)

WEEEIIERE 1/(x) = 2xe 2% — Ix2e 2% = (2x — 3x2)e 2~
verhalten f'(x)>0< (2x — %x2)e7%X < (2x — %xz) =

Ix-(4—x)>0

= f monoton wachsend auf [0, 4]

f monton fallend auf | — oo, 0] und [4, oo




Lokale
Extremstellen

Globale
Extremstellen

Wertebereich

Kurvendiskussion von f(x) = x2e2* (II)

Notwendiges Kriterium:
f'(xe) = 0.

ffx)=0< %x(4—x) =0< x. €1{0,4}

Hinreichendes Kriterium:
f'(xe) =0 und f”’(xe) # 0

F/(x) = (2 = x) = x - (4= x))e 2
f(0) = 2% = 2 > 0 = x. = 0 lok. Minimalstelle
f'(4) = —2e72 = =% < 0 = x. = 4 lok. Maximalstelle

f(x) == 400 = glob. Maximum ex. nicht
f(0) =0, f(x) > 0 = x =0 globale Minimalstelle
und 0 = 7(0) globales Minimum

Wf = [07 OO[



Wendestellen

konkav/konvex

Graph

Kurvendiskussion von f(x) = x2e~2* (Ill)

Notwendiges Kriterium:
f"(xw) =0

F(x) = ((2—x) I (4—x))e 2" =0
<:>((2—X)—*X (4—x))=0

S x2—8x+8=0<x, =4+2V2

= f"(x) > 0 auf | — 00,4 — 2v/2] und [4 + 2v/2, +-o0]
= f"(x) < 0 auf |4 — 2v/2,4 + 2/2]
:>XW,1:4—2ﬂundXW,2:4—|—2\@

f konvex auf | — 00,4 — 2+/2] und [4 + 21/2, 4+-o0]
f konkav auf [4 —2v/2,4 — 21/2]

— Skizze —



Satz

Satz
Satz

Bemerkung

Satz

Satz
Satz

Zusammenfassung

Falls f'(x) > 0 fiir x € [a, b]: f motonon wachsend.
Falls f'(x) < 0 fiir x € [a, b]: f motonon fallend.

Falls x. lokale Extremstelle, dann f/(x.) =0

Falls '(xe) = 0 und ”(xe) # 0: x. lokale Extremstelle.
(f"(xe) > 0: lok. Min.; f”(xe) < 0: lok. Max.)

Globale Extremstellen? Vergleiche mit anderen lok.
Extremstellen und mit 'f(4o00)’ bzw. 'f(—o0)’

Falls f”(x) > 0 fiir x € [a, b]: f n.o.gekrimmt/ 'konvex’
Falls f”(x) < 0 fir x € [a, b]: f n.u. gekrimmt/ 'konkav'

Falls x,, Wendestelle, dann f"(x,) =0

Falls f"(xw) = 0 und f"'(xy) # 0: x,, Wendestelle.
(f"'(xw) > 0: Ubergang konkav — konvex ;
" (xw) < 0: Ubergang konvex — konkav )



Hintergrund:
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

DENNAIIN 1 :]/, r[— R heiBt differenzierbar auf ]/, r[, falls f
differenzierbar in allen Punkten a €]/, r|.
BRIl Evtl. f ‘einseitig differenzierbar’ in | bzw. r.

\WNSEWEEE #8 Falls - [/, r] — R stetig und differenzierbar in ]/, ],
dann ex. ein £ €]/, r|, so dass

f’(f) — f(f)—f(/).

r—I

ISHIEM Streckenprofil bei der Tour der France:
[0,150km] 5 x — h(x)

(Hohe (iiber N.N.) bei Wegepunkt x.)
Durschnittliche Steigung
sl ek sy
= Es ex. x,, so dass h'(x.) = 3.3%.




Extremwertaufgaben - Beispiel

ANEElIN Wie sind Hohe und Radius einer zylindrischen Dose zu
wahlen, so dass (bei vorgegebenem Volumen) der
Materialverbrauch minimal ist?

WHILEd Volumen V = mr? - h=> h(r) = %
Oberfliche O(r, h) = 2mwr? + 27r - h.

= O(r) =2rr* + 2nrY = 27r? + 2V1
= Minimierungsaufgabe:

Finde ry,, so dass O(ry,) minimal.

Notw. Bedingung: O'(rn,) = 0.

O'(r) = 4mr—2¥ =

_3/v _
r= 27r_h

Da O(r) — oo fiir r — 0 oder r — oo ist rp, tatsachlich
optimal.
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Vorlesung 11:

Der Satz von Taylor
Elementare Differentialgleichungen




Aufgabe

0. Idee:
Konstante

Der Satz von Taylor — Beispiel

Berechne /1.3 moglichst genau
ohne Taschenrechner! (TR: 1.1401754)

f(x) = /x, gesucht f(1.3).

f(1.3)~Cmit C=f(1)=1.
Approximationsfehler: Ay = 0.1401



1 o Idee : j j j i "sqrix)
Tangente

05* (x-1) +1

15

05

0

tax)=m-(x—a)+ C
mit m = f’(a) und C = f(a) und a=1.

Fl(x) = 5, = (1) =}

= 1t(1.3)=0.15+1=1.15
Approximationsfehler: A; = —0.0099




2. Idee: Parabel

' Sqrt (x) ——
05 % (x-1) +1- (1218

0 05 1 15 2 25 3

p = pa(x) = ta(x) + a(x — a)?, wobei a so gewshlt, dass

p'(a) = f"(a) = a = 1f"(a)

f”(X) — %(X71/2)/ — _%Xf3/2, = f//(l) - _

A=

= pa(x) = ta(x) — §(x — a)?

i.e ps(1.3) = 1.15 — 0.09/8 = 1.13875
Approximationsfehler: A, = +0.002




3. ldee:

Polynom 3. : ‘ ‘ ‘ ‘ e
Ordnung

q
05% (x-1) +1- (x-1)™2/8 +3* (¢1)*3 /48

05

0

o 05 1 15 2 25 3

da(x) = pa(x) + B(x — a)3,wobei 3 so gewihlt, dass
q///( ) — f’”(a) = f= %f’”(a)
f’”(X) _ _%(X—3/2) %( —5/2), - f///(l) _ %

= Ga(x) = pa(x) + z5(x — a)°

i.e go(1.3) = 1.13875 + 2 - 0.3% = 1.1404375
Approximationsfehler: A3 = +0.00028




Satz von Taylor - Die Aussage

\WIEOES =Ll f :]a, b[— R mit Ableitungen £/, f/, ... , f(K)

DIV  'Taylorpolynom k-ten Grades von f zum
Enwicklungspunkt a’

p(x) = f(a)+f'(a)(x —a) + 3"(a)(x — a)?
4+ 4 %f(k)(a)(x — a)k

- Sk o ) (g

SEIFAMREVIE Falls F(k+1) ex. und |F(k+1)(x)| < C fiir x €]/, r[,dann

|Akl(x) = £ (x) = p()| < gy x—al <+




Beispiel

sin(0) = 0, sin’(0) = cos(0) = 1,sin”(0) = —sin(0) =0,

sin”’(0) = — cos(0) = —1, sin™)(0) =sin(0) =0, ...
m [0[1]2]3]4]|5]6]...

sintM) [o[1]o]-1]of[1]0]...

15

LEVICIIVAION p(x) = x — 1x3 + 25x®  (k=6)

Sin() ——




Anwendung: Fortsetzung von Messfehlern

ANTEIIM Sie peilen das Dach eines Hauses in 100m Entfernung
unter einem Horizontalwinkel von 10 4 1°. Wie genau
kénnen Sie die Haushohe damit bestimmen?

Antwort IREETGRERST (M
€10 — 1,10 + 1]
— Ak = [h(a.) — h(a)
<100 Cla — a,| = 100 - C - 25 - 2,
wobei
C = max{sin’(x) | x € [10° — 1°,10° + 1°]}
= max{cos(x) | x € [10° — 1°,10° + 1°]}
~ 0.98

|Ah| <0.172m = 17.2cm




Beispiel

Bemerkung

= Finde M(.)

Losung
Antwort

Ausblick: Differentialgleichungen

Ein Bakterienstamm reproduziert sich mit einer
kontiniuierlichen Rate von p = % Zum Zeitpunkt

t = 0 hat die Kultur eine GroBe von 2g. Wie groB ist die
Kultur nach einer Stunde?

Bedeutung kontin. Reproduktionsrate:
M t+A)—M t
o enge(t + A) enge(t) / A

A—0 Menge(t)
L M(E+A)-M() 1 1
= A, A me ~ MO

mit M'(t) = 223 M(t) und M(0) = 2g.

min

0.13

M(t) =2g - emn’*
013.1p 01360 min 7.8
M(1h) =2g-emin " =2g - e min =2e’°. g~ 4881

= M(1h) = 4.88kg




Die Logistische Differentialgleichung

K : Kapazitit (eines Okotops etc.)

W M(t) = KW

3/ (142 *exp(-5*

-10 5 0 5 10

AGIWEL YWl Populationen, Tumorwachstum, Schildkrdten ...



Rauber-Beute Systeme

Lotka-Volterra T —
Differentialgl. B'(t) = B(t)(a — 3 R(t))

R'(t) = R(t)(vB(t) — 9)

Lésung nicht explizit bestimmbar. Verstehbar mit
anderen mathematischen Methoden.

100

Zahl der Hasen
Zahi der F\'uchse

0 20 a0 60 80 100 120 140 160 180 200

INOTNLOLECGN Theoret. Okologie, Chemie, Sozialwissenschaften ...
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Vorlesung 12:
Integration




Frage

Bemerkung

Antwort

Approximativ

Beispiel

Eine Kugel wird zum Zeitpunkt t = 0 von einer
gewissen Anfangshohe fallengelassen. Wie gross ist die
im Zeitintervall [2sec, 5 sec] zuriickgelegte Wegstrecke?

Beschleunigungsgesetz im Schwerefeld der Erde:
v(t)=g-t mitg=09,81"%

sec?
5

t — x(t) (Position bei tsec); gefragt x(5) — x(2) =
x(3)—x(2) = v(2)-1sec = 9,81 % -2sec-1sec = 19,6m
x(4)—x(3) ~ v(3)-1sec =9, 81 sz -3sec-lsec >~ 29,4m
x(5)—x(4) ~ v(4)-1sec =9, 81sec2 -4sec-1sec ~39,2m

| = x(5) — x(2) ~88,2m|




VEGENEO Yl Schrittweite At = 0.5sec

x(2.5) — x(2) ~ v(2) - 0.5sec = 9.81m
x(3) — x(2.5) ~ v(2.5) - 0.5sec ~ 12.5m
x(3.5) — x(3) ~ v(3) - 0.5sec ~ 15m
x(4) — x(3.5) ~ v(3.5) - 0.5sec ~ 17.5m
x(4.5) — x(4) ~ v(4) - 0.5sec >~ 20m
x(5) — x(4.5) ~ v(4.5) - 0.5sec ~ 22.5m

| = x(5) — x(2) ~ 97,5m|

Geometrische

Bedeutung x(5) = x(2) = i v(t) - (At);

Flacheninhalt unter dem Graphen von v(.)

Exakte Losung

X'(t) = v(t) und x(0) = 0 & x(t) = 3gt°

x(5) — x(2) = 39.81(25 — 4)m ~ 102.4m




Integral - Definition via Treppenfunktionen

Definition b _ imax
J; f(x)dx :=lima_o Y f(x;) - Ax;

Imin

SNl Limes existiert fiir z.B. (stiickweise) stetiges f.

Bemerkung




Integraleigenschaften

/ab( f(x) + g(x))de = /bf dx+/b (z)dz,

/b>\f( de = A/f ydz, A€ER,

/f d$</ x)dz, falls f <g,

< / £(@)ld,

/abf(x)dx+/bcf(ac)dx—/:f(ac)dx fira<b<e.




Erinnerung

Satz

Beispiel

Beispiel

Sprechweise

Der Hauptsatz der Differentialrechnung

X(t) = v(t) = [, v(t)dt = x(5sec) — x(2sec)

Falls F'(x) = f(x), so ist

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

Flache unter einem Sinus-Bogen:
/ sin(x)dx = (— cos(r)) — (— cos(0)) = 2
0
Flache unter der Standard-Parabel:

1 1 1 1
2 3 3
dx=2-1"--0"= >

/OX 73 3 3

F 'Stammfunktion’ von f, falls F' = f.



Integrationstechniken: Partielle Integration

JPF(x) - g(x)dx = F(x) - g()[ =2~ [P F(x)g'(x)dx

1 1
Beispiel / x-e Xdx =x-(—e¥) (1)—/ 1-(—e™)dx
0 0

1
=—e1-0 —I—/ e *dx
0




Integrationstechniken: Substitution

J2 F(x)dx = [, F(g(x))g’ (x)dx

falls g auf [a, b] streng monoton!

BIISEIM Ficheininhalt des Viertelkreises:

arcsin(1)
/ \/1—x2dx—/ \/1 — sin®(x) cos(x

arcsin 0
/2
= / cos(x) - cos(x)dx
/ (cos(2x) + 1)dx
0

1
(5
(O—I———(O—I—O))— —

in(2x) + x)|7/?

1
2
1
2




Integrationstechniken:
Partialbruchzerlegung

Beispiel /1/2 1
dx =
“12 (T=x)-(1+x)

1 1 1
T—x) - 0+x) 20-—x 20+

1/2 1 1/2
/ dx 1/ (LJr L )dx
1/2(1—X) (1+X) 2 _1/2 1—x 1+X
(= In(1 = x) +In(1+x)) |7,

1+ xy1/2
'”(ﬁ)u/g

<In3 In(%)) ~In(3)

IO ONI-@ Funktioniert 'analog’ fiir bel. rationale Funktionen f.

l\)ll—‘l\)ll—‘l\)ll—‘
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Vorlesung 13:
Zinsrechnung und Abschreibung




Zinsen:

Bezeichnungen

Bedeutung

Anfangskapital
Endkapital

ganzzahlige Laufzeit
Zins
(nominaler) Prozentzinssatz

(nominaler) Zinssatz
Aufzinsungsfaktor

Abzinsungsfaktor

gebrochene Laufzeit=

Zinstage der Laufzeit
Zinstage pro Jahr

Beispiel

100 €

105 €

1 Jahr

5€

5%

0,05

1+0,05=1,05
1

=0,9524

>

180 fiir ein halbes Jahr
360

Anlagedauer




Einfacher Zins

SN Bei der einfachen Verzinsung werden die Zinsen bei

ldngerer Anlagedauer nicht wieder mitverzinst, sondern
ausgezahlt.

K =K, +K,-i =K, (1+i

K,=K,+K,-2i =K,-(1+2i)
K,=K,+K,-3i =K,-(1+3i)
K,=K,+K,-4i =K,-(1+4)

Endkapital

(Kn=Ko-(1+i-n)]




Beispiel

Ein Betrag von 100 Euro wird bei einer einfachen
Verzinsung von 6% genau zehn Jahre lang ausgeliehen.
Die Zinszahlung soll am Ende der Laufzeit erfolgen. Wie
groB ist die am Ende der Laufzeit angesammelte Summe
aus Kapital und Zinsen?

Ko = 100 - (1 + 0,06 - 10) = 100 - (1.60) = 160.



Zinseszins

I AOINERN Die Zinsen werden sofort wieder angelegt und zum
Kapital dazu addiert, so dass ab dem Zeitpunkt der
Wiederanlage auch die Zinsen mitverzinst werden.

K, = K, +K,-i = K,-(1+i)

K, = K+K.i = K-(+i) = K,-(1+if
K, = K,+K,-i = K-(+) = K, -(1+i)
K, = K, +K,-i = K,-(1+i) = K,-(1+i)
K, = K +K, i = K, -(+i) = K,-(1+i)

Endkapital (Kn=Ko-(1+1)"=Ko-q"




Beispiel

Ein Betrag von 100 Euro wird bei einer zinseszinzlichen
Verzinsung von 6% genau zehn Jahre lang angelegt. Wie
groB ist die am Ende der Laufzeit angesammelte Summe

aus Kapital und Zinsen?

Ko = 100 - (1 4 0,06)% ~ 179.



Frage

Rechnung

Antwort

Laufzeitberechnung

Wie lange dauert es, bis sich ein mit 5% zinseszinslich
angelegter Betrag verdreifacht hat?

Ky = (1+5%)"Ko = 3Ko
= n=logyg53 = |n105 =225

Es dauert 23 Jahre, bis sich das eingesetzte Kapital
verdreifacht hat.



Unterjahrige Verzinsung

Formel
ngmischt =Ko - (1 + i)n : (1 + - f)

Beispiel

Das Kapital von Viola Knete in Héhe von 100.000 wird zwei Jahre, 4
Monate und 17 Tage lang zu 8% Jahreszinsen angelegt. Zinseszinsen
werden erst bei einer Anlagedauer ab einem Jahr gezahlt.

K¢=100.000, Anlagedauer: » =2 und f = 4 +1—7 =0,3806
12 360

K =100.000 -(1+0,08) -(1+0,08-0,3806)=120.191,45

gemischt




Beispiel

Monatliche vs. Jahrliche Verzinsung

100 Euro werden bei jahrlicher Verzinsung zu 6%
angelegt.

Alternativ wird eine monatliche zinseszinsliche
Verzinsung zu 0.5% = 6%/12 angeboten.

Das Kapital betragt bei der jahrlichen Verzinsung nach
einem Jahr 106 Euro.

Bei monatlicher Verzinsung betragt das Kapital nach
einem Jahr 100 - (1 + 0.005)*? = 106.17 Euro.

Effektiver Zinssatz im Fall 1) 6%.
Effektiver Zinssatz im Fall 2) 6.17%.



Abschreibung

Eine Maschine zum Preis von 50.000 Euro soll nach 10
Jahren auf einen Restwert von 10.000 Euro
abgeschrieben werden. Wie sieht der Abschreibungsplan
aus?




Lineare Abschreibung

EIRISAHEWEN Jedes Jahr wird derselbe Betrag abgeschrieben.

m Kin An=d _ DPu"  Pu

0 50.000 - -

1 46.000 4.000 8,00 8,00
2 42.000 4.000 8,00 8,70
3 38.000 4.000 8,00 9,52
4 34.000 4.000 8,00 10,53
5 30.000 4.000 8,00 11,76
6 26.000 4.000 8,00 13,33
7 22.000 4.000 8,00 15,38
8 18.000 4.000 8,00 18,18
9 14.000 4.000 8,00 22,22
10 10.000 4.000 8,00 28,57

Bezeichnungen LEEES Restwert Am= Abschreibungsbetrag;
- 100 rel. Abschreibung bzgl. Restwert;

pm—K

pN = ’%’" - 100 rel. Abschreibung bzgl. Neuwert




Arithmetisch-Degressive Abschreibung

EIGIACISWEIN Der Abschreibungsbetrag wird jedes Jahr um einen Wert
d vermindert.

l<m Am pmN pm

50.000 - -

44875 5.125 1025 10,25
40.000 4.875 9,75 10,86
35375 4.625 925 11,56
31.000 4375 8,75 12,37
26875 4.125 825 13,31
23.000 3.875 7,75 1442
19375 3.625 725 15,76
16.000 3375 6,75 17,42
12.875 3.125 625 19,53
10.000 2875 575 2233

(d=250 Euro, A; = 5125.)

e N e R NV SR =




Geometrisch-Degressive Abschreibung

I ACSWEIN Der Abschreibungsbetrag ist ein fixer Prozentsatz des
verbliebenen Restwertes.

Ki An  Pwm Pm
50.000 - -
42,567 7.433 14,87 14,87
36.239 6.328 12,66 14,87
30.852 5387 10,77 14,87
26265 458 9,17 14,87
22361 3.905 781 14,87
19.037 3324 6,65 14,87
16207 2.830 566 14,87
13.797 2409 4,82 14,87
11.746  2.051 4,10 14,87
10.000 1.746 3,49 14,87

SV U A WN — OB




Lineare
Abschreibung

Arithmetische

Abschreibung

Geometrische
Abschreibung

Bemerkung:
\YEY)
Hintergrund

Berechnung der Abschreibungsplans aus

K07n7 Kn

Jahrlicher Abschreibungsbetrag A, =
m=1...,n

KO_Kn
n '

An= AL~ (m—1)-d, mit d = 27 (Ko k)

Am=Ko(1—p)" tpmit p=1— {/%2.

Arithmetische Reihe 1+2+3+---+n=%n(n+1)

Geometrische Reihe 1 +p+p?>+p3+---+p" =

1_pn+1
1-p



Vergleich der Abschreibungsplane

Vergleich von linearer, arithmetisch degressiver und geometrisch
degressiver Abschreibung

Km

50.000 \
45.000 ™~
-
40.000 Sy
~
35.000 So

30.000 ~ \
A ~
~ \.

25.000 ~ \

N -
20.000 — .\.
15.000 —

10.000
—Restwerte lineare Abschr_eibung
= = Restwerte arithmetisch degressive Abschreibung
Restwerte geometrisch degr. Abschreibung
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Vorlesung 14:
Renten-, Tilgungs- und Investitionsrechnung




Beispiel

Geometrische
Reihe

Bemerkung

Rentenendwert

Theo Knapp bringt 5 Jahre lang einmal jahrlich am
Jahresende 100 Euro zur Bank, die diese Einzahlungen
bei 5% Zinseszinsen ansammelt. Welcher Betrag wird
Theo nach Ablauf von 5 Jahren zur Verfgung stehen

(Rentenendwert)?

Nach Ablauf des 5. Jahres hat Theo

Rs = (145%)*-100+ (14 5%)3- 100+

. n_1
R,,:qu’:rq ,

wobei

r jahrlicher Neu-Analagebetrage
q = 1+ i Zinsfaktor (i Zinsssatz)
n Laufzeit

'Nachschiissige’ Rente

---+100 ~ 525



Beispiel

Antwort

Prinzip

'Ewige Rente'

Rentenbarwert

Aus einem Lottogewinn stehen Berta G. fiir die
ndchsten 10 Jahre jahrliche Zahlungen in Hohe von je
10.000 Euro zu. Welchen Wert hat dieser Lottogewinn
heute, wenn von 6% Zinseszinsen ausgegangen wird,
d.h. mit welchem Betrag konnte Berta heute ihre Rente
kapitalisieren lassen (Rentenbarwert)?

Der Endwert von Berta G.s Lottogewinn betragt
10000 10%)°=1 _ 131807, 95

Der Barwert Bertas Lottogewinns betrgt
131807,95/(1 + 6%)° = 73.600, 87.

Sie konnte sich also genauso Euro sofort auszahlen
lassen.

Barwert = Diskontierter Rentenendwert
R, g"—11

T+ Tg-1gq

Ro

Fals n=00 Ry = £

-



Beispiel - Rentendauer

Herr X legt 100000 zu 6% an und entnimmt am Ende
eines jeden Jahres aus dem Guthaben 10000 Euro.
Wann ist das Guthaben aufgebraucht?

NNVl gefragt ist nach n, so dass

R  q"—11

Ry = = —
S C ) LRI W,

mit Ry = 100.000, r = 10.000 und i = 6%.
Auflésen nach n ergibt

- Ing

also hier n = ILn11.656 =15.73

ATAWelal Nach gut 15 Jahren ist das Kapital von Herrn X
aufgebraucht.




Tilgungsrechnung

SN Anton Mobil nimmt einen Kredit von 36.000 Euro bei
10% Zinsen p.a. auf. Er will den Kredit in 3 Jahren
abbezahlen. Wie sieht ein Tilgungsplan aus?




Konstante Tilgungsraten

P4 Tilgungsbetrag T = Tp = --- = T, konstant.

k RS, Z, T, 4, 5,
1 36.000 | 3.600 | 12.000 | 15.600 | 24.000
2 24.000 | 2400 | 12.000 | 14.400 | 12.000
3 12.000 | 1.200 | 12.000 | 13.200 0
4 0 ¥=7.200

IV NI RSk Restschuld im Jahr k

Zinsen fiir das Jahr k (nachschiissig)

Ty Tilgung (am Ende von Jahr) k. Ay = Ty + Z
Annuitdt (am Ende von) Jahr k,

S, Restschuld am Ende des Jahres k.



Annutitatendarlehen

ePA[W Konstante Annuitit Ag = A; =--- = A,,
Barwert(Annutitdten) = Darlehensbetrag.

Beispiel

Bei einem Zinssatz von 7% (i =0,07 ) und einer Kreditlaufzeit von
5 Jahren muss der Schuldner 5 Jahre lang das 0,2439-fache der
Schuld zuriickzahlen. Bei einer Schuld von 10.000 € zahlt er fiinf
Jahre lang jeweils 2.439 € zuriick.

Probe: Insgesamt werden 5-2.439 € =12.195 € gezahlt. Der
Barwert dieses Betrags (abgezinst {iber 5 Jahre bei 7% Zinsen ist:

L07° =1 1

Ro=r- L =L L qn 2.43. —
" L07-1 1,07

g-1 ¢

Der Barwert entspricht also exakt der urspriinglich ausgeliehenen
Summe.

=2.439-4,1=10.000.




'Annuitidtenfaktoren’

A itil en bei verschied. Kreditl. iten und Zi

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10|

0,01 0,5075 0,3400 0,2563 0,2060 0,1725 0,1486 0,1307 0,1167 0,1056|
0,02 0,5150 0,3468 0,2626 0,2122 0,1785 0,1545 0,1365 0,1225 0,1113
0,03 0,5226 0,3535 0,2690 0,2184 0,1846 0,1605 0,1425 0,1284 0,1172
0,04 0,5302 0,3603 0,2755 0,2246 0,1908 0,1666 0,1485 0,1345 0,1233
0,05 0,5378 0,3672 0,2820 0,2310 0,1970 0,1728 0,1547 0,1407 0,1295
0,06 0,5454 0,3741 0,2886 0,2374 0,2034 0,1791 0,1610 0,1470 0,1359|
0,07 0,5531 0,3811 0,2952 0,2439 0,2098 0,1856 0,1675 0,1535 0,1424
0,08 0,5608 0,3880 0,3019 0,2505 02163 0,1921 0,1740 0,1601 0,1490|
0,09 0,5685 0,3951 0,3087 0,2571 0,2229 0,1987 0,1807 0,1668 0,1558|

0,1 0,5762 0,4021 0,3155 0,2638 0,2296 0,2054 0,1874 0,1736 0,1627|

Formel BN %ﬁ -1




i =8,5% und

Beispiel Baukredit

n=16 Jahr & RS, Z T, 4 S

0 @ 0) () ©) ©)
(3)=(2)-0085 (4)=(5)-(3) ©)=0)-()

1 100.000 8500 3161 1166135  96.839
2 96839 8231 3430 1166135  93.409
3 93409 7.940 3722 1166135  89.687
4 89687 7.623 4038 1166135  85.649
5 85649 7.280 4381 1166135  81.268
6 81268 6.908 4754 1166135  76.514
7 76514 6.504 5158 1166135 71357
8 71357 6.065 559  1L66135  65.761
9 65761 5.590 6072 1166135  59.689
10 59689 5.074 6588 1L66135  53.101
1 53101 4514 7048 1166135  45.953
12 45953 3.906 7755 1166135  38.198
13 38198 3.247 8415 1166135  29.783
14 29783 2532 9130 1166135  20.654
15 20654 1.756 9906 1166135  10.748
16 10748 914 10.748 1166135 0

BRIl Restschuld S = Barwert zum Zeitpunkt k der noch
ausstehendenk Annuitaten, bzw.
Sk = ST




Beispiel

Rechnung

Ergebnis

Bemerkung

Investitionsrechnung

Zur Auswahl stehen zwei Geldanlagen/Strategien

Anlage 1:
Jahr 0 1 2 3
Einnahmen/Ausgaben | -3000 1200 1200 1200
Anlage 2:
Jahr 0 1 2 3
Einnahmen/Ausgaben | -2000 -1000 1200 2450

Endwert Strategie 1 nach Ablauf des 3. Jahres:
—3000(1+5%)3+1200(1+5%)2+1200(1+5%)* +1200
= 310,25

Endwert Strategie 2 nach Ablauf des 3. Jahres:
—2000(1+5%)3 —1100(1+5%)2+1200(1 +5%)* +2450
= 202,25

Bei einem Kalkulationszinssatz von 5% ist die Anlage 1
die bessere.

Bei einem Zinssatz von 0% ist Anlage 2 besser.



Ergebnis

Allgemein

Kapitalwertmethode

Kapitalwert Strategie 1:

1200 1200 1200  __
—3000 + (1+5%) + (1+5%)2 + (1+5%)3 == 267, 78

Kapitalwert Strategie 2:

1000 1200 2450
—2000 — 7805 + ey + oy = 252,45

Bei einem Kalkulationsszins von 5% ist der Kapitalwert
der Strategie 1 hoher als der von Strategie 2, dh.
Strategie 1 ist vorzuziehen.

Anlage

= 'Cash flow' aus pos. und neg. Zahlungen.

Kapitalwert
= Barwert(Einnahmen) - Barwert(Ausgaben)



Interner Zinssatz
Kapitalwertfunktion Strategie 1:

3121 (b0 + 12 (1r10d)y2 + 12/ (1enl00)"3 ——

........
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IMWANICEYP A ca. ~ 9.5% (Nullstelle der Kapitalwertfunktion).

RWVESHIRNNEIE Falls Bankzinsen > Interner Zinssatz = Lege Geld bei
der Bank an.

Falls Bankzinsen < Interner Zinssatz = Investiere in die
Anlage.

PUIECIEN Bei der Wahl zw. verschiedenden Anlagen ist diejenige
mit hochstem internen Zinssatz vorzuziehen.

BRGNSl 'Effektiver Zins' eines Darlehens = Interner Zinssatz
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Vorlesung 14:
Renten-, Tilgungs- und Investitionsrechnung




Beispiel

Geometrische
Reihe

Bemerkung

Rentenendwert

Theo Knapp bringt 5 Jahre lang einmal jahrlich am
Jahresende 100 Euro zur Bank, die diese Einzahlungen
bei 5% Zinseszinsen ansammelt. Welcher Betrag wird
Theo nach Ablauf von 5 Jahren zur Verfgung stehen

(Rentenendwert)?

Nach Ablauf des 5. Jahres hat Theo

Rs = (145%)*-100+ (14 5%)3- 100+

. n_1
R,,:qu’:rq ,

wobei

r jahrlicher Neu-Analagebetrage
q = 1+ i Zinsfaktor (i Zinsssatz)
n Laufzeit

'Nachschiissige’ Rente

---+100 ~ 525



Beispiel

Antwort

Prinzip

'Ewige Rente'

Rentenbarwert

Aus einem Lottogewinn stehen Berta G. fiir die
ndchsten 10 Jahre jahrliche Zahlungen in Hohe von je
10.000 Euro zu. Welchen Wert hat dieser Lottogewinn
heute, wenn von 6% Zinseszinsen ausgegangen wird,
d.h. mit welchem Betrag konnte Berta heute ihre Rente
kapitalisieren lassen (Rentenbarwert)?

Der Endwert von Berta G.s Lottogewinn betragt
10000 10%)°=1 _ 131807, 95

Der Barwert Bertas Lottogewinns betrgt
131807,95/(1 + 6%)° = 73.600, 87.

Sie konnte sich also genauso Euro sofort auszahlen
lassen.

Barwert = Diskontierter Rentenendwert
R, g"—11

T+ Tg-1gq

Ro

Fals n=00 Ry = £

-



Beispiel - Rentendauer

Herr X legt 100000 zu 6% an und entnimmt am Ende
eines jeden Jahres aus dem Guthaben 10000 Euro.
Wann ist das Guthaben aufgebraucht?

NNVl gefragt ist nach n, so dass

R  q"—11

Ry = = —
S C ) LRI W,

mit Ry = 100.000, r = 10.000 und i = 6%.
Auflésen nach n ergibt

- Ing

also hier n = ILn11.656 =15.73

ATAWelal Nach gut 15 Jahren ist das Kapital von Herrn X
aufgebraucht.




Tilgungsrechnung

SN Anton Mobil nimmt einen Kredit von 36.000 Euro bei
10% Zinsen p.a. auf. Er will den Kredit in 3 Jahren
abbezahlen. Wie sieht ein Tilgungsplan aus?




Konstante Tilgungsraten

P4 Tilgungsbetrag T = Tp = --- = T, konstant.

k RS, Z, T, 4, 5,
1 36.000 | 3.600 | 12.000 | 15.600 | 24.000
2 24.000 | 2400 | 12.000 | 14.400 | 12.000
3 12.000 | 1.200 | 12.000 | 13.200 0
4 0 ¥=7.200

IV NI RSk Restschuld im Jahr k

Zinsen fiir das Jahr k (nachschiissig)

Ty Tilgung (am Ende von Jahr) k. Ay = Ty + Z
Annuitdt (am Ende von) Jahr k,

S, Restschuld am Ende des Jahres k.



Annutitatendarlehen

ePA[W Konstante Annuitit Ag = A; =--- = A,,
Barwert(Annutitdten) = Darlehensbetrag.

Beispiel

Bei einem Zinssatz von 7% (i =0,07 ) und einer Kreditlaufzeit von
5 Jahren muss der Schuldner 5 Jahre lang das 0,2439-fache der
Schuld zuriickzahlen. Bei einer Schuld von 10.000 € zahlt er fiinf
Jahre lang jeweils 2.439 € zuriick.

Probe: Insgesamt werden 5-2.439 € =12.195 € gezahlt. Der
Barwert dieses Betrags (abgezinst {iber 5 Jahre bei 7% Zinsen ist:

L07° =1 1

Ro=r- L =L L qn 2.43. —
" L07-1 1,07

g-1 ¢

Der Barwert entspricht also exakt der urspriinglich ausgeliehenen
Summe.

=2.439-4,1=10.000.




'Annuitidtenfaktoren’

A itil en bei verschied. Kreditl. iten und Zi

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10|

0,01 0,5075 0,3400 0,2563 0,2060 0,1725 0,1486 0,1307 0,1167 0,1056|
0,02 0,5150 0,3468 0,2626 0,2122 0,1785 0,1545 0,1365 0,1225 0,1113
0,03 0,5226 0,3535 0,2690 0,2184 0,1846 0,1605 0,1425 0,1284 0,1172
0,04 0,5302 0,3603 0,2755 0,2246 0,1908 0,1666 0,1485 0,1345 0,1233
0,05 0,5378 0,3672 0,2820 0,2310 0,1970 0,1728 0,1547 0,1407 0,1295
0,06 0,5454 0,3741 0,2886 0,2374 0,2034 0,1791 0,1610 0,1470 0,1359|
0,07 0,5531 0,3811 0,2952 0,2439 0,2098 0,1856 0,1675 0,1535 0,1424
0,08 0,5608 0,3880 0,3019 0,2505 02163 0,1921 0,1740 0,1601 0,1490|
0,09 0,5685 0,3951 0,3087 0,2571 0,2229 0,1987 0,1807 0,1668 0,1558|

0,1 0,5762 0,4021 0,3155 0,2638 0,2296 0,2054 0,1874 0,1736 0,1627|

Formel BN %ﬁ -1




i =8,5% und

Beispiel Baukredit

n=16 Jahr & RS, Z T, 4 S

0 @ 0) () ©) ©)
(3)=(2)-0085 (4)=(5)-(3) ©)=0)-()

1 100.000 8500 3161 1166135  96.839
2 96839 8231 3430 1166135  93.409
3 93409 7.940 3722 1166135  89.687
4 89687 7.623 4038 1166135  85.649
5 85649 7.280 4381 1166135  81.268
6 81268 6.908 4754 1166135  76.514
7 76514 6.504 5158 1166135 71357
8 71357 6.065 559  1L66135  65.761
9 65761 5.590 6072 1166135  59.689
10 59689 5.074 6588 1L66135  53.101
1 53101 4514 7048 1166135  45.953
12 45953 3.906 7755 1166135  38.198
13 38198 3.247 8415 1166135  29.783
14 29783 2532 9130 1166135  20.654
15 20654 1.756 9906 1166135  10.748
16 10748 914 10.748 1166135 0

BRIl Restschuld S = Barwert zum Zeitpunkt k der noch
ausstehendenk Annuitaten, bzw.
Sk = ST




Beispiel

Rechnung

Ergebnis

Bemerkung

Investitionsrechnung

Zur Auswahl stehen zwei Geldanlagen/Strategien

Anlage 1:
Jahr 0 1 2 3
Einnahmen/Ausgaben | -3000 1200 1200 1200
Anlage 2:
Jahr 0 1 2 3
Einnahmen/Ausgaben | -2000 -1000 1200 2450

Endwert Strategie 1 nach Ablauf des 3. Jahres:
—3000(1+5%)3+1200(1+5%)2+1200(1+5%)* +1200
= 310,25

Endwert Strategie 2 nach Ablauf des 3. Jahres:
—2000(1+5%)3 —1100(1+5%)2+1200(1 +5%)* +2450
= 202,25

Bei einem Kalkulationszinssatz von 5% ist die Anlage 1
die bessere.

Bei einem Zinssatz von 0% ist Anlage 2 besser.



Ergebnis

Allgemein

Kapitalwertmethode

Kapitalwert Strategie 1:

1200 1200 1200  __
—3000 + (1+5%) + (1+5%)2 + (1+5%)3 == 267, 78

Kapitalwert Strategie 2:

1000 1200 2450
—2000 — 7805 + ey + oy = 252,45

Bei einem Kalkulationsszins von 5% ist der Kapitalwert
der Strategie 1 hoher als der von Strategie 2, dh.
Strategie 1 ist vorzuziehen.

Anlage

= 'Cash flow' aus pos. und neg. Zahlungen.

Kapitalwert
= Barwert(Einnahmen) - Barwert(Ausgaben)



Interner Zinssatz
Kapitalwertfunktion Strategie 1:

3121 (b0 + 12 (1r10d)y2 + 12/ (1enl00)"3 ——
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41
30 20 10 o 10 20 30

IMWANICEYP A ca. ~ 9.5% (Nullstelle der Kapitalwertfunktion).

RWVESHIRNNEIE Falls Bankzinsen > Interner Zinssatz = Lege Geld bei
der Bank an.

Falls Bankzinsen < Interner Zinssatz = Investiere in die
Anlage.

PUIECIEN Bei der Wahl zw. verschiedenden Anlagen ist diejenige
mit hochstem internen Zinssatz vorzuziehen.

BRGNSl 'Effektiver Zins' eines Darlehens = Interner Zinssatz






Vorlesung Angewandte Mathematik und
Statistik f. Agrar- u.
Lebensmitteltechnologen

Universitat Bonn, WS 08/09

Dr. Max v. Renesse (TU Berlin)
mrenesse@math.tu-berlin.de

Basierend auf Vorlesungen friiherer Semester
von

Friedrich Kosswig (Uni Bonn)
Anja Voss-Bohme (TU Dresden)



Vorlesung 15:
Analytische Geometrie in der Ebene




Beispiel

Adressierung

Definition

Schreibweise

Geradlinige
Bewegung

Strahl

Punkte in der Ebene

1-Megapixel-Kamera: Qaudratisches Bildfeld von
1000x 1000 Bildpunkten.

Abzahlen in horizontaler und vertikaler Richtung, d.h.
Pixel p = (251,899) ~ 'rot'.

R? = {(x,y)|x,y € R} 2D Euklidischer Raum/Ebene’
p=(xy)= (j) € R? 'Punkt’

Starte bei t = 0 in (0,0) und gehe mit konstanter
Geschwindigkeit auf direktem Wege zum Punkt (2, 3),
so dass Du bei t =1 in (2, 3) bist.

[0,1] = p(t) = (£3) =t (5) € R?

S={t-p|t e R} CR? p 'Richtungsvektor

= Jeder Punkt p € R? ist Richtungsvektor eines Strahls.



Punkte als Vektoren

Beschreibe die gleichf. Bewegung
[0,1] > t — p(t) € R?,
so dass
p(0) = (3) und B(1) = (})-

0.1 5t — B(t) (32—1——i_tt.'((161_—28)))

“(5) e 6)

= B(0) + ¢ (B(1) — p(0))

Definition p= (;), G= (;:) =p+q:= (;i;;)
AB= ()

(RIS ENN 5 + G Verschiebung von g in Richtung ¢
A - p Streckung/Stauchung von g um Faktor A




Lange und Abstand von Vektoren

SEEVEN Wie weit ist der Punkt 5 = (3) vom
Koordinatenursprung 0 = (0) entfernt?
AGINTelel Satz v. Pythagoras im Dreieck A = (A, B, C)
mit A= (8),8 = (g) und C = (g)

?=22432=13= /= d(p,0) = V13.

Lange von p = (;)
@)=ty =6l

/

NElPA Abstand von g = (;) und q = (;,)

d(B,§) = I(F— ) == \/(x = x>+ (y — y')2

SEENEN J((3).(3) = Va2 +32=5




Winkel und Skalarprodukt

Unter welchem Zwischenwinkel sieht ein Beobachter in
0 die Punkte p = ( ) und § = ( )7

NS all Cosinussatz im Dreieck A(0, B, §)

B —d*> = |l + 1d* - 2|B| - 4] - cos

Beispiel

22 (212 3 2
= (v = arccos <|p| + ’qL _’,p q‘ >
2|q] - ||

 arccos( 112625
2v/174/26
Bemerkung SR ELERES (;ﬁ) ist

B> +14* — 1 — g

2

) ~ 64,65°

=x-x'+y-y

DIl Skalarprodukt

(B, G) =x-x'+y-y

Satz Z(p.d) = arccos((5. d) /|| - |d)



Definition

Beispiel

Satz

Beispiel

Antwort

Orthogonalitat und Abstandsbestimmung

pLg ‘orthogonal

= Z(B,q4) = 5.
p=(G).d=(7)=(F.d=1(-1)+1-1=0
= Z(P,q) = arccos(0) = § = pLq.

C)L(E) & () = A(%,) fir ein A € R.

Welcher Punkt auf dem Strahl S = {t- V|t € R} C R?
mit v = (_,) hat vom Punkt p = (g) den kleinsten
Abstand und wie groB ist dieser?

Fiir den optimalen Punkt s=t-v € S gilt (s — p)Lv.
= t(v,v) — (p,V) =0, d.h.

t=(,V)/|vP =230 =%
= 5=35(3) unds—p=35(7)
= d(3,5) =} |(7})] = £v2%5



Anwendung in der Dreiecksgeometrie:
Beispiel

Die Mittelhalbierdenden im Dreieck treffen sich im
Schwerpunkt der Ecken. Dieser zerteilt alle
Mittelhalbierenden im Verhaltnis 1:2.

Ma = %, Mb = de

gesucht u, A € [0,1] so dass
A+ (1 =NM, = uB+(1— )M,
Wiahle A = = 5

1A+( )B+C A+B+C

3
8 :%B""( %)A2 5

m H
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Vorlesung 16:
Analytische Geometrie im Raum




Definition

Schreibweise

Vektor-
operationen

Lange/Abstand

Skalarprodukt

Winkel

Analytische Geometrie in 3D

R3 = {(x,y,2)| x,y,z € R} '3-D-Euklidischer Raum’

X x'

! . ! ! !
Y11y >X'X+y~y+z~z
z z

() ()) = oeees (L

y
z

)- ()




Aufgabe

Rechnung

Beispiele

Sie wollen ein pyramidenférmiges Dach der Hohe 1m auf
einen quadratischen Tierkafig mit Kantenldnge 2m
errichten. Wie miissen Sie die vier dreieckigen
Dachseiten zuschneiden?

Lege das Dach so in das Koordinatensystem, dass die
Grundflache mit den Eckpunkten auf den
Koordinatenachsen der x-y-Ebene liegt, d.h.

& = (/2,0,0), & = (0,1/2,0), & = (—/2,0,0) und
€(0,—/2,0).

Die Dachspitze hat dann die Koordinaten s = (0,0, 1).

- =

Gefragt ist nach den Winkeln im Dreieck A = (&1, &, 5).

Fiir den Winkel in & ergibt sich o = Z(& — €1,5 — €1)
mit & — & = v/2(—1,1,0) und §— & = (—v/2,0,1),

also
2 \F
= arccos(4/ =) ~ 54,73°.
2_\@) (/3)

a = arccos(



Beispiel
(x-y-Ebene)

Beispiel

Normalenvektor

Ergebnis

Ebenen in R3

1 0
E={XeR3|X=\- <0>+u~ (1),)\,#61&}
0 0

={XeR3|X=(\u0),\ ucR}

("Parametrische Form')
0
= {XeR3| (X, <0>> =0}

1
('Normalenform’, 'Flachennormale’ 77 = (0,0, 1))

Bestimme die Normalendarstellung von
E= {;() = (1)273)—’_)‘(17272)—’_:“’(_27373) ‘ A?H € R}
7= (ngy,np,n3) €R3:
(7,(1,2,2)) =0 = ny +2n2 +2n3 = 0 und
(V,(—2,3,3)) = —2n1 +3m+3n3 =0
also z.B. v = (0,1, -1)
E= {X€R3\<X—(1,2,3)7(0 —1)) =0}
= {XeR*[(X,(0,1,-1)) = -1}



Lotfusspunkt (Orthogonale Projektion)

SIIEIEN Berechnen Sie den Abstand des Punktes p = (1,1,2)
von der Ebene

E= {)?:)‘ (17272)+M'(_27373)‘)‘7MGR}
WIAIES IS Gesucht: € € E, so dass (p— €) LE

= (F—8& =A-7mitv=(0,1,-1), d.h.

E=p—

(Probe) (8,1) = (B, ) — ﬁl”? (7,7)=0 =¢€ckE
I(r>|

V|

IANINTelal Abstand von p zu E: |€ — p| =

Si-




Der n-dimensionale Euklidische Raum R”

BN R = {X = (x1,x0, ", Xn)|X1, X2, -+ , Xp € R}
Vektorop' X+y (X1+y1a"'7xn+yn)' A)_(':(A'Xla“'v)\'xn)
Skalarprodukt JREEHEPANPIE

I

Lange /1%, %)
g ’X‘ X X I 1 /
WILER /X,y = arccos

E

SIIEIEN Winkel zwischen X = (1,3,0,2) und y = (1,0, 2,2)
(%7)=11+3.0+2-04+2:2=7
X|=VI+9+0+4=14

7 = VITOF a4 d— o3

= /(X,y) = arccos( ) ~ 51,42°

7
314




Definition

Sprechweisen

Schreibweise

Beispiel

Unterraume

Ein 'Unterraum’ E C R" ist eine Menge der Form

E:{)?:)\1.\71+)\2'\72+...)\k-\7k, ’Al,...,)\kER}

Vi,V -+, Vi 'Richtungsvektoren’
{V,...,Vk} 'Erzeugendensystem' (EZS)

E = span{vy, a,..., Vk}



Aufgabe

Mathematisch

Antwort

Bemerkung

Praktisches Beispiel: Produktionssteuerung
Fabrik f; produziert pro Tag

5t Milch, 1t Schlagsahne, 1t Jogurt und 2t Milchpulver.
Fabrik f = (4,1,3,2) und Fabrik 3 = (2,3,3,1).
Kdnnen Sie durch geeignete Laufzeiten A1, Ap, A3 genau

(100,20,10,40) Tonnen (Milch, Schlagsahne, Jogurt,
Milchpulver) erzeugen?

Existieren A1, A2, A3 € R, so dass

5 4 2 100

1 1 3 10

1 A1+ 3| Ao + 3| A3 = 10

2 2 1 40

Nein, weil

100
10 Z o2z 4
10 ¢E:span{f1,f2,f3}C]R
40

E = Menge der exakt produzierbaren Giiterverteilungen.



Minimales Erzeugendensystem und
Dimension

1 2
RNl £ = {X€R3|x= )\ - <1> + - <2>}

0 0
AN {1 =(1,1,0),» =(2,2,0)}
WO FIERFAR (Vi = (1,1,0)} bzw. {i» = (2,2,0)},
denn Xe Es x=\- vy,
i.e. span{\71, \72} = span{\71} =E
DI NIaleiW Es sei £ C R” ein Unterraum mit EZS V = {vy,..., Vi}
dann heiBt

‘ YV 'minimales EZS' ‘
falls span(W) # E fiir jede echte Teilmenge W C V
SN V = {V1, -, Vk} min. EZS von E =V 'Basis' von E.
DISIIANE Falls £ C R” mit Basis V = {vq,---, Vk}, dann heifBit

k = dim(E) 'Dimension’ von E.




Beispiel

AN7-ClM \Welche Dimension hat
E =span{(1,1,2,3),(1,1,3,2),(1,1,1,4)}

Il LTIl (1,1,1,4)=2-(1,1,2,3)—-1-(1,1,3,2)

= E =span{(1,1,2,3),(1,1,3,2),(1,1,1,4)}
= Span{(lv 1,2, 3)7 (17 17 3, 2)}

und es ex. kein A € R, so dass
(1,1,2,3) = X-(1,1,3,2)

={(1,1,2,3),(1,1,3,2)} min. EZS von E

AAWelel dim(E) =2
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Vorlesung 17:
Lineare Gleichungssysteme und Matrizen




Gegeben

Mathematisch

Antwort

Bemerkung

Erinnerung: Produktionssteuerung

3 Fabriken: Produktionsvektoren f; = (5,1,1,2) Tonnen
(Milch, Schlagsahne, Jogurt,Milchpulver) pro Tag,
f=(4,1,3,2), f = (2,3,3,1).

Kann man mit geeigneten Laufzeiten A1, A2, A3 genau
(100,20,10,40) Tonnen (M, S, J, MP) erzeugen?

Existieren A1, A>, A3 € R, so dass

5 4 2 100
1 1 3 10
R B R B R Al T
2 2 1 40
Nein, weil
100
10 22 2 .
o | #E=sean {A, BB} CR
40

E = Menge der exakt produzierbaren Giiterverteilungen.



Produktionssteuereung als Lineares
Gleichungssystem

Gleichungs- 5-M\ + 4-X + 2-)3 = 100
system 1-A 4+ 1-2 4+ 3:-23 = 10
1-A1 + 32 + 32 = 10
2:X1 + 2-X + 1-X3 = 40
'Koeffizienten- 5 4 2
matrix’ 113 2 2 2 )
A= 53 3= R hK)e R
2 21

DI A € R"™™ :& Koeffizientenschema aus m
IRV EMO@ 'Spaltenverktoren’ fy,--- , f, € R"

NHEEIEBIVEEE A) — 7 mit Ac R™™, X € R™ und 7 € R".
Lin. GI.-System



Rang einer Matrix

-

DETAINE Fir M= (7, fh ... f,)eR™m

rang(M) = dim(span{fi,--- , fm})

Beispiele 120
120 2 40

rang({2 4 0] =2, rang 00 1|~ 3
0 01 10 0

BRIl Matrix in 'Oberer Zeilenstufenform’ falls z.B

1 2 0 1 2 0 (1) ‘21 8
0 4 O|oder |0 4 O] oder 00 1
0 0 1 0 0 O 00 0

— Konsekutive Nullstellen von links wachsen von Zeile
zu Zeile oder fiillen schlieBlich die gesamte Zeile aus.

Matrix M in OZS-Form = rang(M) = Zeilenindex der
letzten Zeile # (0,0,0,--- ,0).




Zul3ssige Zeilenoperationen

Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A # 0.

1 2 0 1 2 0
2.B. (2 4 o) 2.2.%3 <6 12 o)

0 0 1 0 0 1
Addition einer Zeile auf eine andere

1 2 0 1 2 0
2.B. (6 12 o) 3%+ (6 12 0)

0 0 1 6 12 1
Vertauschen zweier Zeilen

12 0\ /6121
zB. |6 12 o] "=2“ (6 12 0
6 12 1 1 2 0

Zuldssige Zeilenoperationen andern den Rang einer
Matrix nicht.




Rangbestimmung mit dem Gauss-Verfahren

3 2 6
IAEIEN Bestimme rang 1 1 3
-3 -3 -5

3 2
3><22 Zl—>22 ( O 1 g >
-3 -3 -5

1+ 23— 23 (
—

Zr+23— 23 (
N

(obere Zeilenstufenform)

3 2
Ergebnis [ENT: 1 1
3




Losbarkeit von Lin. Gleichungssystemen

(CILLIl A c R™™M = (fl fr ... fm) und Z € R".
EENSNE X = (A, ,\pn) € R™, so dass AX = Z.
DIl Erweiterte Koefizientenmatrix’

A= fh ... fy Z)eRmx(mtl)

AX = Z ist lésbar < rang(A) = rang(A).
In diesem Fall ist AX = Z sogar eindeutig |osbar falls

ferner rang (A) = m, ansonten gibt es unendlich viele
Lésungen .

SNl Falls rang(A)=rang(A)=I<m, so ist die Losungsmenge
L = {X € R"|AX = Z} (m-l)-dimensional.




Beispiel

Gl. System A1+ 20 = 2 A3 = 7
221 + 3\ = 0
2\1 + A + 8 A3 = -28
Matrixschreibw. 12 =2
AN — 7 A:<2 3 0>,2:(7,0,—28),m:n:3
2 1 8
1 2 -2 7
A= < 2 3 0 0 )
2 1 8| —28
1 2 =2 7 1 2 =2 7
TR A < 0 -1 4|-14 > - ( 0 -1 4|-14 )
0 -3 12| —42 0 0 0 0

= rang(A)= rang(A) =2 < 3 =m.

= A\ = Z ist |6sbar mit einer 1-dim Losungsmenge.
GG 3. Zeile: A\3-0 =0, d.h. A3 beliebig wahlbar.

2. Zeile: —)\2 + 4A3 = —14, d.h. AQ = 4)\3 + 14

1. Zeile: Ay =7 —2Xp +2X3 = —21 — 63
SNl L = {X = (—21,14,0) 4+ A3(—6,4,1) |A3 € R}.




Zuriick zum Produktionsbeispiel

5 4 2 100
11 3 - 10
A=l s [ F7|wo
2 21 40
5 4 2100 5 4 2] 100
A— 1 1 3] 10 . 0 1 13| -50
1 3 3] 10 0 11 13| -50
2 2 1| 40 0 2 1 0
5 4 2 100 5 4 2| 100
- 01 13| -50 - 01 13 | —50
0 0 —-130| —500 0 0 —13| =50
0 0 -2 100 0 0 5| -20
5 4 2| 100
— 8 é _g _28 = rang(A) # rang(A).
0 0 0| —-10

HEIE A\ = Z nicht I8sbar.
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Vorlesung 18:
Lineare Abbldungen und Matrizen




Beispiel - Produktionsplanung

4 Rohstoffarten Ry, R», R3, Rs.

3 Zwischenprodukte Z;; 25, Z3.

2 Endprodukte E7, E;.

Beschriftete Pfeile geben Eingansmengen pro
produzierter Einheit an.



Frage

Antwort

Zuordnung

Matrix-
Schreibweise

Matrix fiir Zwischenprodukte

Welche Menge an Rohstoff Ry, R>, R3, und Ry sind
ndtig, um den Z = (21, Z»,z3) = (2, 3,4) zu erzeugen?
Fiir eine Einheit Z; bendtigt man 2R1,3R2,5R3 und OR,

= fiir 2 Einheiten Z; brauche 2 - R1 =2.
o

Fiir 3 Mengeneinheiten Z, brauche 3 - fég =3

N———

oFooNoN®

\_/
NN

o
N———"

Fiir 4 Mengeneinheiten Z3 brauche 4 - Ry=4-
8 0

)5 (3)+ ()
2 6

) E]R4X3

= Gesamtverbrauch

ﬁZIQ-EE%—3-§Z+4-R%I:2-<

QUIWH

7ZcR3 — ReR4

ﬁ:M-ZmitM:<

ocviwr

NON
=

o5oco



Multiplikation: Matrix - Vektor

Beispiel

3y
coZeo
++++
DO mn
oANON
++++
TN
Mo

~—
I

/N
NN <
N—

7N
ocoSo
coNON
MO

N———

) , wobei

NN N N
o & oo s
E O R IR

~
Il

c
(O]
-
]
s’}
=2
(0]
>
=
a0
(O}
N




Multiplikation: Matrix - Vektor

DISNale M Das Produkt M - Z fiir M € R und Z € R/ ist
definiert durch

M.Z7 = c R¥

SR Fl Die Zuordnung Z — R = M - Z ist 'linear, d.h.
M(Zl—FZQ):MZl—i-MZz
M-(\Z)=\M-2)

SISEER Verbrauch von Zwischenprodukten Z fiir die Fertigung
von Endprodukten E:

7=N-E mit E€R2 und /\/:(

TOws
NNO



Multiplikation: Matrix - Matrix
(Motivation)

el \Welche Mengen R = (R1, Rz, R3, R4) an Rohstoffen wird
fiir die Produktion von E = (2,1) Einheiten der
Endprodukte (Ez, Ez) bendtigt?

NNl 1. Bendtigte Zwischenprodukte:

46 oy [ 42461\ /14
z-n-e=(33)- (- (58) - (%)
2. Hierfiir benotigte Rohstoffe

som.z- (138). (¥
== () (1
26
1

114+8-840-12 78
_ [ 3144+28+012 \ _ ( 58
— \ s14r08+1012 | = | 190

0-14+2-8+6-12
= M- (N-E) = (78,58,190, 88)

Ergebnis

R
Frage [VEETENS)




Multiplikation: Matrix - Matrix (Beispiel)

I
On W rQ <o
— + 4 T g

—

e N mwn N \0) l_l
YIS . G 0030 —
SOw S~ oNOoN oS
~— Ly © L HO NHRM

S S U 4 oW
[ T I

T

=

~—

s

>
§
&
B I
w )
N 8
. =3
(@)}
s —
59}
Il S
\} 87
ANOW© N~
ANANLO ~—
00000 WY
SN— Ty
Il :
) o
—~
—
.
. — ~—
[
< I
2 w

i}
4
=




Multiplikation: Matrix - Matrix

Fiir M € R/ und N € R’*" ist das Produkt
O = M- N € R¥*" definiert durch

Definition

W,

o=m.n=| MM ,
(W) (W o) - ()

V e ,Mk € R/ die Zeilenvektoren von M und

Beispiel M —

36 16




Zusammenfassung
Lineare Abbildungen und Matrizen

Matrizen beschreiben lineare Zuordnungen E — Z von
Vektoren E € R" auf Vektoren Z € R™. (Lineare
Abbildung). Die beschreibende Matrix N einer solchen
Zuordnung hat m Zeilen und n Spalten, bzw. N € R™*"
Die Hintereinanderausfiihrung einer zweier Zuordnungen
E Y, Z M R zu einer linearen Zuordnung 7 %R
enstpricht auf der Ebene der beschreibenden Matrizen
der Matrixmultiplikation O = M - N.

(Hierbei missen die Spaltenzahl von M und die
Zeilenzahl von N identisch sein.)

Die Eintrag des Matrixprpoduktes M - N entstehen,
indem man die Zeilenvektoren von M mit den
Spaaltenvektoren von N skalar (.,.) multipliziert.
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Vorlesung 19:

Invertierung und Diagonalisierung
von Matrizen

Lineare Optimierung




Beispiel

Frage 1
Antwort 1

Frage 2

Rechnung

Antwort

Invertierung von Matrizen (Motivation)

Ein Apfel enthilt 20 mg/100g Vitamin C und 5
mg/100g Vitamin K. Eine Orange enthilt 30 mg/100g
Vitamin C und 9 mg/100g Vitamin K.

Welche Mengen an Vitaminen V = (vc, vk) (in mg)
entsprechen dem Verzehr von E = (ea, ep) (in 100g)?

Gesamtmenge V von Vitaminen durch Verzehr von E
V=M-E, M:(250390)

Wieviel Apfel und Orangen muB man essen, um den
Tagesbedarf von V = (110, 30) genau zu decken?

Lose das Gleichungssystem M - E L (13100)

<20 30110)_}(20 30110>

5 9] 30 0 6] 20

= E = (1,2) (in 100g)

Man muss 50g Apfel und 333g Orangen essen, um den
Tagesbedarf an den Vitaminen K und C genau zu
decken.



Invertierung von Matrizen (Beispiel)

SEV-CRl Wieviel Apfel und Orangen muB man essen, um den
Tagesbedarf von V = (v¢, vk) genau zu decken?

QEUIIES | 5se das Gleichungssystem M - E = (v€)

K
20 30| v¢ _ 20 30 Ve
5 9 | vk 0 6 |4vk —vc
2 3 Ve
- ( 0 1 %(4VK— V(_')
N 2 0 %VC %(4VK—V(_')
01 s(4vk —vc)
(20 gvc—2vK 10 1?VC VK
L0 1 —%vc+%vK 0 1 —gvc+%vK
= E = (l%vc VK,—%VC + %VK)

EESLECNINES 1) F = V-V mit M = ( 5 *1)
2)M-N=N-M=(}9
= N 'Inverse Matrix' zu M.



Definition

Satz

Berechnung

Beispiel

Bedeutung

Inverse einer Matrix (Def. und Berechnung)

Fiir eine (quadratische) Matrix M € R"*" heiBt
N € R™" die Inverse zu M, falls
M-N=N-M= E, € R™" (Einheitsmatrix).

Falls Rang(M) = n, so ex. genau eine Inverse Matrix
N=M"1

Simultane Anwendung des GauB-Verfahrens.

M = (250390)

20 30|1 O
5 9|01

/N7 N7 N

N

© o
oo o

| o

—_

|

Ll \®)

o

N~

3 _ 3
9 21> §M1:<101 21):N
6

M~1 stellt die (lineare) 'Umkehrabbildung von M dar.



Beispiel

Beobachtung

Sprechweise

Analog

Definition

Beispiel

Diagonalisierung einer Matrix - Beispiel

Fir ‘7:<\/§—1> und A = (V5 +1) gilt
oo (V1Y 2 — ( v5+1
M "_(1 0) (ﬁ—1>_< )
. V5+1 _ 1 o\ =
_<%(\/§+1)(\@1) 2(\f+ )( )—)\v
Der Vektor v = (\[2 1) ist ein 'Eigenvektor der Matrix
M = (}3) mit zugeh. 'Eigenwert' A = 3(v/5 +1).

Der Vektor w = (—(\/2§+1)> ist ein 'Eigenvektor der
Matrix M = (}13) mit 'Eigenwert = 1(1—/5)
Eine Matrix M € R™" heiBt 'diagonalisierbar’, wenn es

n Eigenvektoren 51, Bz, ... B,, gibt, die eine Basis des R"
bilden.

Die Matrix M = (1) ist diagonalisierbar mit den
Eigenvektoren b; = v und 52 =w.



Erinnerung

Matrix-
schreibweise

Eigenvektoren
M"v = \"V

M"w = p"w

Darstellung

1. Koordinate

= Binet'sche
Formel (1842)

Anwendung auf die Fibonacci-Folge

Fibonacci-Folge: fo41 = fp+ fo_1 mit fp =0, 1 =1

=0,11, 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 ...

Fo = (fy, foe 1):/?-%1 M - an.t/w (10)
= Fo=(M-M----M)- F1 ML Fy F = (1,0)

1) M*=(33)

) Eigenwert A = 2(v/5 + 1).

ZB. M2 =(2}), Y (3

-1
M-V =\, = M?V = MAV = AM - V = AV = A%V
Fi— 2 y— L
Fi=35" 25"
= Fo= M LRy = 2o — bt
ifn:%( ”—,u”)mlt)\—‘[l ule‘[
f= 35 (50 - (5




Mathematische

Formulierung

Zielfunktion

Neben-
bedingungen

Lineare Optimierung: Beispiel

Ein Weinhandler verkauft WeiBwein und Rotwein. Er
kann pro Tag von jeder Sorte hochstens 20 Flaschen
verkaufen, insgesamt hochstens 30 Flaschen. Bei einer
Flasche WeiBwein betrdgt sein Gewinn 1 Euro, bei einer
Flasche Rotwein 2 Euro. Wie viele Flaschen muss er von
jeder Sorte verkaufen, damit sein Gewinn maximal wird?

Es bezeichne x und y die Anzahl der verkauften WeiB-
bzw. Rotweinflaschen. Wir das Maximum finden von der

z(x,y) = x + 2y — Maximum

0] x <2
() y<20
() x+y <30
(V) x>0
(V) y=0




Das Planungspolygon

Die Nebenbedingungen der sind samtlich von der Form
(V,X) < c fiir geeignete Vektoren v und Konstanten c.
Damit definiert jede Nebenbedngung eine ('untere’)
Halbene von zuldssigen Planungsvektoren X = (x, y).
Die Schnittmenge aller diese Halbebenen ergibt das
'Planungspolygon’ der zuldssigen Planungsvektoren X.

edn)

Iv

II

1a

III

10 g v b




Antwort
(Alternativ)

Grafische Losung

20

al

40

a0

20

1o

10 2| 20

Zielfunktion ist konstant auf parallelen Geraden. =
Zeichne eine Gerade und verschiebe so weit wie moglich
nach oben. Beriihrpunkt entspricht dem optimalen X.
Hier Xopt = (10,29) (Schnittpunkt v. Gerade Il und 1)

Verkauf von 20 Fl. Rot- und 10 Fl. WeiBwein ist optimal.

Vergleiche Zielfunktionswerte auf den Ecken von Polyon.
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Drei Stufen der Analyse von Beobachtungsdaten
|. Beschreibende Statistik

» Aufbereitung der Daten
» Graphische Darstellung (Stabdiagramm, Histogramm, Boxplot,...)

» Berechnung von Kennzahlen
(Quantile, Mittelwert, Standardabweichung,...)



Drei Stufen der Analyse von Beobachtungsdaten
Il. Modellierung und Wahrscheinlichkeitsrechnung

» Erstellen von mathematischen Modellen fiir das betrachtete
Zufallsexperiment.

» In der Regel kennen wir das "richtige" Modell bestenfalls bis auf
einige unbekannte Parameter. Bei einer Meinungsumfrage kdnnten
wir z.B. annehmen, daB die Antworten verschiedener Personen
unabhingig sind, und jeweils mit Wahrscheinlichkeit p ein
bestimmter Kandidat bevorzugt wird. Den Wert von p kennen wir
aber zun&chst nicht.

» Berechnung von Wahrscheinlichkeiten fiir die beobachteten Daten
unter Annahme der (verschiedenen) Modelle.



Drei Stufen der Analyse von Beobachtungsdaten
I1l. SchlieBende Statistik

» Schitzung der unbekannten Parameter aus den Beobachtungsdaten
(mit Aussagen iiber den Schitzfehler). Riickschluss auf das
"richtige" zugrundeliegende mathematische Modell.

» Uberpriifen der Plausibilitit verschiedener Hypothesen zum
zugrundeliegenden Modell (z.B. "Die Erfolgswahrscheinlichkeit von
Kandidat A ist groBer als 50 %")

> Riickschluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit.



1. Grundbegriffe der beschreibenden Statistik

Statistische Einheiten, Grundgesamtheit

Definition
Die Grundgesamtheit oder statistische Masse () ist die Menge
aller uns interessierenden statistischen Einheiten w.

Beispiel.
Q) = alle Hérer im Saal, alle Agrar-/ELW-Studenten im 2. Studienjahr,
alle Bdume im Kottenforst, alle Fische im Poppelsdorfer Weiher, ...

Definition
Die Stichprobe x = {w1, wy, ..., w,} ist der von uns erfasste Teil
der Grundgesamtheit.

Eine Stichprobe ist also eine Teilmenge von (), z.B.

X = alle Horer, die heute in der 1. Reihe sitzen

X = 2000 Bdume auf 10 représentativ ausgewdhlten Flachenstiicken



Grundbegriffe der beschreibenden Statistik

Merkmale

Definition

Ein Merkmal X (w) ist eine uns interessierende Eigenschaft einer
statistischen Einheit w. Die Merkmalsauspragungen sind alle
moglichen Werte, die ein Merkmal annehmen kann.

Beispiel.

» X(w) = KérpergroBe des Studenten w (in cm)
Merkmalsauspragungen: alle positiven reellen Zahlen

> X (w) = von Wiahler w bevorzugte Partei
Merkmalsauspragungen: CDU, SPD, Griine, FDP, Linke, keine, k.A.

» (X(w), Y(w)) = (Alter von Wihler w, von w bevorzugte Partei)
mehrdimensionales Merkmal



Definition
Die in der Stichprobe beobachteten Merkmalsauspragungen

Xj = X(w,-), | = 1,2, ..o n,

heiBen Merkmalswerte, Beobachtungswerte, oder Daten.
Beispiel.
(X1, %2, .y xp) = (185,193,160, ....,168) (GroBe in cm)

(y1. Y200 ¥n) = (mw,w,....,m) (Geschlecht)
((x3.%1)0 s (X ¥n)) = ((185,m), (193, w), ...., (168, m))



Beispiel. (Meinungsumfrage zur Prasidentenwahl in den USA)

v

Q) = alle Wahlberechtigten in Florida
> x = "reprisentativ ausgewshlte" Stichprobe von 5000 Wihlern

v

Beobachtetes Merkmal: Antwort auf Sonntagsfrage

v

Merkmalsausprdgungen: Obama, McCain, Nader, Enthaltung,
unentschlossen

v

(%1, X2, ..., X5000) =(Obama, McCain, Obama, unentschl.,....)



Beispiel. (Klausurergebnis)

» () = alle Schiiler in Klasse 7c des EMA

x=Q

Beobachtetes Merkmal: Note in erster Matheklausur 2008/09
Merkmalsauspragungen: 1,2,3,4,5,6

(xg, %2, x07)=(2,1,1,2,3,2,4,1,....)

vV V. v v



Standarddarstellung von Datensétzen
(z.B. in Textdatei oder Excel-Tabelle):

Student
1
2
3

Geschlecht
m
w
w

Alter
23
25
18

GroBe
195
193
165



Welche Merkmalsarten gibt es ?

» Qualitative Merkmale

> Nominalskaliert:
Merkmalsausprigungen haben keine natiirliche Ordnung.
Z.B. weiblich/mannlich, CDU/SPD/Griine/FDP/Linke/k.A.
> Ordinalskaliert:
Merkmalsauspragungen haben eine natiirliche Ordnung.
Z.B. super-gut-mittelmiBig-schlecht
oder links-Mitte-rechts

» Quantitative Merkmale

» Metrisch skaliert (Kardinalskaliert):
Merkmale sind Zahlen, und kénnen auf sinnvolle Weise addiert
und subtrahiert werden (d.h. die Abstinde der Zahlen haben
eine praktische Bedeutung).
Z.B. Alter, Bevélkerungszahl, TemperaturmeBwert,....



Beipiele.

1. Prasidentenwahl USA
Merkmalsauspragungen: Obama, McCain, Nader, k.A.

Qualitativ, Nominalskaliert

2. Klausurnoten in der Schule
Das Merkmal ist eigentlich qualitativ und ordinalskaliert, denn
die Ergebnisse werden in geordnete Gruppen eingeteilt ("sehr
gut","gut","befriedigend",...). Hiufig wird das Merkmal
"Klasurnote" aber quantitativ interpretiert, und es werden z.B.
Mittelwerte von mehreren Klausurnoten gebildet.

3. KérpergréBe von Studenten
Metrisch skaliert - kontinuierlich



Beipiele.

1. Prasidentenwahl USA
Merkmalsauspragungen: Obama, McCain, Nader, k.A.

Qualitativ, Nominalskaliert

2. Klausurnoten in der Schule
Das Merkmal ist eigentlich qualitativ und ordinalskaliert, denn
die Ergebnisse werden in geordnete Gruppen eingeteilt ("sehr
gut","gut","befriedigend",...). Hiufig wird das Merkmal
"Klasurnote" aber quantitativ interpretiert, und es werden z.B.
Mittelwerte von mehreren Klausurnoten gebildet.

3. KérpergréBe von Studenten
Metrisch skaliert - kontinuierlich

4. Regentage pro Woche
Metrisch skaliert - diskret
(kann man auch als ordinalskaliert interpretieren)



Bemerkungen.

> Es gibt noch andere Arten von Merkmalsauspragungen.
» Nicht immer gibt es eine eindeutige Zuordnung.
» Quantitative Merkmale kénnen durch Klasseneinteilung in
ordinalskalierte Merkmale tiberfiihrt werden.
Beispiel. (Anzahl der Regentage pro Jahr)
0-70 trocken, 70-150 normal, >150 nass



Gesichtspunkte bei der Datenerhebung

Welche statistischen Einheiten werden betrachtet ? Wie wird die Stichprobe gew&hlt ?

» Welche Einheiten betrachtet werden, muB méglichst genau
abgegrenzt werden:

» sachlich (z.B. Horer der Vorlesung Biometrie und Methodik)
» rumlich (an der Universitdt Bonn, landwirtschaftl. Fakutit)
» zeitlich (erste Vorlesung im WS 08/09)

> Die Auswahl der Stichprobe muB genau durchdacht sein, und
wiederum genau abgegrenzt werden.

> Idealfall: Zufallsstichprobe

» Oft ist das Ziehen einer Zufallsstichprobe nicht moglich.
Klassische wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle sind dann
nicht mehr unmittelbar anwendbar. Wie erhilt man trotzdem
eine "reprasentive" Stichprobe, d.h. eine Stichprobe, deren
Eigenschaften denen einer Zufallsstichprobe "m&glichst nahe
kommen" ?



Beispiel zur Wahl der statistischen Einheiten

e Sie wollen die Ertrige pro Anbaufliche von Baumwollfarmer/innen im
Mittleren Westen der U.S.A. untersuchen. Mithilfe eines
"Stichprobendesigns" wahlen Sie 75 Farmen aus. Sie telefonieren mit den

Farmern, und haben anschlieBend einen Zettel vor sich, der ungefihr so

aussieht (die 75 Farmen haben Sie durchnummeriert):

e Einen

solchen Zettel nennen wir die Urliste.

Farm | Name | Tel.-No. Anbaufldche in Morgen | Jahresproduktion in Pfund
1. Jane 0361-5576 150 38250
2. Bob 0342-43487 100 37300
3. Gerry | 0416-6437 325 81250
4. Mary 0531-43476 400 130 000
5. Greg 0327-64764 370 103970
6.




e Der nichste Schritt ist die Bearbeitung der Urliste. Lassen Sie alle
Daten weg, die Sie fiir Ihre Untersuchung fiir unwichtig halten, z.B. den
Namen des Farmers / der Farmerin, die Tel-No. etc. ..

e Berechnen Sie die interessierende GroBe Ertrag/Anbaufliche

Farm | Flédche Jahresproduktion Flachenertrag
1. 150 38250 255
2. 100 37300 373
3. 325 81250 250
4. 400 130 000 325
5. 370 103970 281
6.

e Da Sie sich nur fiir die letzte Spalte interessieren, lassen Sie die drei
ersten Spalten weg und erhalten, indem Sie nach der Hohe des
Flachenertrags sortieren:



Tabelle der Baumwollertrage pro Flache (in Pfund/(Morgen X Jahr)) von
75 Farmen im Westen der USA

215 217 228 234 235
242 249 250 251 254
255 256 257 258 259
260 260 261 268 268

354 358 365 367 373

e Diese Darstellung ist zwar vollstidndig, aber nicht besonders
iibersichtlich. Besser ist es daher, die Daten in Klassen aufzuteilen.



Einteilung in Klassen
e In wieviele Klassen sollen wir die Daten einteilen? Einen Anhaltspunkt
liefert die Faustformel von Sturge:

K=1+logyn

mit K der Anzahl von Klassen (muss gerundet werden) und n der Anzahl
der untersuchten Einheiten. Fiir n = 75 liegt K = 7.037 ziemlich nah
bei 7.

e Den Wertebereich (215-373) teilen wir also in 7 gleichgroBe Klassen
der Breite (373 — 215) /7 == 20 auf. Durch die Rundungsfehler passt
der Wertebereich dann schlieBlich in 8 Klassen. Wir berechnen nun die
Hiufigkeit, dass der Ertrag/Fliche in einer bestimmten Klasse liegt:



Hiufigkeit und Klassenmittelpunkte in Pfund Baumwolle pro Morgen
und Jahr

Klasse Klassenmittelpunkt Haufigkeit

215-235 225 4
235-255 245 6
255275 265 13
275-295 285 21
295-315 305 15
315-335 325 7
335-355 345 5
355-375 365 4

Summe 75




e Nach Anschauen der Tabelle kénnte man nun sagen:

Der mittlere Baumwollertrag liegt im mittleren
Westen der USA bei ca. 295 Pfund/(Morgen x
Jahr)

e Kennt man nun die Gesamtanbaufliche von Baumwolle im Mittleren
Westen, kénnte man auf die jihrliche Gesamtproduktion schlieBen. . .



e Die vorhandenen Daten wurden falsch interpretiert. Man nehme einen
extremen Fall an: Eine Farmerin, Jill, ist eine gefiirchtete
Baumwollbaronin, mit einer Anbaufliche von 70.000 Morgen und einem
Ertrag von 367 Pfund/Morgen. Diesen weit iiberdurchschnittlichen
Ertrag/Morgen erzielt sie, da sie sich nicht an Umweltauflagen zu halten
braucht, stattdessen geht sie jede Woche mit dem Gouverneur essen. . .

» Obwohl die Farm von Jill die Gesamtproduktion sehr stark
beeinflusst, geht sie in unserer Statistik nur mit einem Eintrag ein,
genau wie die Minifarm von Bob.

» Unsere Daten aus der gruppierten Tabelle erlauben i.a. keine
Aussagen iiber den mittleren Ertrag auf einem Morgen. Es werden
in dieser Tabelle nimlich nicht die Morgen, sondern die Farmen als
statistische Einheiten untersucht.

» Wollten wir die Morgen untersuchen, miissten wir eine Tabelle

aufstellen, in denen der Ertrag eines Morgens auf jeder Farm mit
ihrer GréBe (also der Anzahl von Morgen) gewichtet wird.



e Sind die Daten in dem Diagramm also nutzlos? Nein, aber wir haben
sie so aufbereitet, dass wir nur noch nach dem fragen kdénnen, was
tatsichlich untersucht wird, die Effizienz der Farmer/innen! Richtige,
durch die Daten gestiitzte Aussagen sind z.B.:

> "Farmerin Jane mit 255 Pfund/(Morgen x Jahr) muss sich sorgen
um ihren Ertrag machen, denn die mittlere Farmerin / der mittlere
Farmer erzielt deutlich mehr - vielleicht macht sie etwas falsch?"

> "Die Baumwollbaronin Jill kann mit 367 Pfund/(Morgen x Jahr)
sehr zufrieden sein."

» "Ubertroffen wird sie nur von Farmer Bob mit der Minifarm. Das ist
sehr bemerkenswert und man sollte in Erfahrung bringen, was Bob
besser macht als die anderen"

> Die Daten sind also durchaus aussagekriftig (fiir Jane, Jill & Bob,
aber nicht fiir den Minister fiir Export, der die Gesamtproduktion
kennen méchte).
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Deskriptive Statistik < Inferentielle Statistik

/

Beschreibung von Daten,
Exploration

\

Schluss von einer Stichprobe auf
eine Grundgesamtheit oder eine
Gesetzmaligkeit



Deskriptive (beschreibende) Statistik

"Das Ziel der beschreibenden Statistik besteht darin, die bei
Beobachtungen, Erhebungen und Experimenten anfallenden Daten so
aufzubereiten, dass sie durchschaubar werden." (Lorenz, 1992)

Aufgaben:

» Zusammenfassende und ubersichtliche Darstellung quantitativer
Aspekte beobachteter Sachverhalte

» Zusammenstellung von Ergebnissen in
v Tabellen
v' Graphiken




Die Sprache der Statistik: Definitionen

Population:

Gesamte Gruppe von Personen, Tieren oder Dingen, uber die wir
Information sammeln.

Beobachtungseinheit (Versuchseinheit, Merkmalstrager; Individual
case, unit, experimental unit, sampling unit):

Die Objekte, die durch den Datensatz beschrieben sind.

Stichprobe (sample):
Teil der Population, von dem wir tatsachlich Informationen sammeln;
wird benutzt, um Schlusse auf die gesamte Population zu ziehen.



Beobachtungseinheit

(Versuchseinheit, Merkmalstrager, experimental unit, case, sampling unit)

ist die kleinste Einheit, an der die Beobachtungen durchgefuhrt
werden.

Beispiele:

> Patienten, Probanden

> Tiere

» Zellkulturplatten

» Gruppen von Individuen
v' Zwillingspaare
v Nachkommen

»> Kliniken



Merkmale

Merkmal (Variable) ist messbare Eigenschaft einer
Beobachtungseinheit,

z.B.
v KorpergroRe
v Symptom
v’ Laborwerte
v' Geschlecht

Merkmalsauspragung Wert, den die Messung eines Merkmals
ergeben kann

z.B.
v" 181 cm bei Merkmal KorpergroRe

v mannlich/weiblich bei Merkmal
Geschlecht



Von Informationen zu Daten

Informationen ]
Datenmatrix

« MeRwerte (Labor)

« Texte (Diagnosen) Nr. M, M;
. Bilder (EKG, CT...) 1
« Audio/Video 2




Beispiel: Kardiovaskulare Risikofaktoren bei Jugendlichen

Nr |Alter| Sex|SystMsgl|DiasMsgl|SystMsg2| DiasMsg2|Puls|Groe|Gew|Zuk|Chol|Gesch|Zig
20006| 16 | 2 148 94 . : 28 | 160 | 50 [113 2 10
202301 19 | 1 166 80 160 76 22 | 186 | 76 | 86 | 250 8 0
204351 18 | 1 131 68 129 67 18 1180 | 74 | 96 1 17
20602| 17 | 2 98 48 98 48 24 | 161 | 48 [111]|283 5 5
206341 18 | 2 115 68 116 72 22 2 15
20808 16 | 1 124 70 120 75 17 (171 | 61 [115]|122 2 0
208211 15| 1 126 74 117 74 20 | 173 | 66 | 81 |154 6 8
21128| 18 | 2 125 67 119 66 19 | 172 | 66 | 96 | 146 1 0
21163 17 | 1 138 77 135 83 23 |185| 70 | 88 |127 2 0
212551 15 | 2 105 63 107 63 21 |169| 50 | 87 1 0
212841 15 | 1 115 57 105 55 19 1180 | 64 |94 |173 1 0
214421 19 | 2 116 54 111 50 20 | 173 | 60 | 96 | 188 5 25
21480| 16 | 2 112 68 115 57 17 1163 | 53 | 79 | 181 2 0
21528| 18 | 2 126 68 122 64 18 | 172 62 | 92 | 128 4 0




Datei Bearbeiten Apgicht Daten  Transformieren  Analysieren Grafiken  Extraz Fenster  Hilfe

Faa Tur

indows U aten-t ditor

zBl8| =B -] )] [k sl £l BEE o

3J:syst 131}
Ifdnr alter SeX syst1 diast1 syst? diast? puls qr gew zuk clhi
1 20006 16.00 weiblich 143.00 84.00 -599.00 -5959.00 28 160.00 5000 113.00
2 20230 19.00 | maennlich 166.00 50.00 160.00 76.00 22 186.00 76.00 86.00
3 20435 18.00 | rmaennlich 131.00 Fa.00 129.00 B7.00 13 180.00 74.00 8500
4 20602 17.00 weiblich 83.00 48.00 88.00 48.00 24 161.00 48.00 111.00
5 206534 18.00 weiblich 115.00 Ba.00 116.00 72.00 22 -599.00 -599.00 -599.00
6 20808 16.00 | rmaennlich 124.00 70.00 120.00 76.00 17 171.00 F1.00 115.00
7 20521 15.00 | maennlich 126.00 74.00 117.00 74.00 20 173.00 BE.00 81.00
8 21128 18.00 weiblich 125.00 B7.00 119.00 BE.00 19 172.00 FE.00 8600
9 21163 17.00 | maennlich 133.00 77.00 135.00 §3.00 23 185.00 70.00 §5.00
10 21255 15.00 weiblich 105.00 F3.00 107.00 F3.00 21 169.00 &0.00 87 .00
11 21284 15.00 | rmaennlich 115.00 A7.00 105.00 55.00 19 180.00 g4.00 84.00
12 21442 19.00 weiblich 116.00 A4.00 111.00 50.00 20 173.00 B0.00 8F.00
13 21480 16.00 weiblich 112.00 Fa.00 115.00 A7.00 17 163.00 A3.00 79.00
14 215248 18.00 weiblich 126.00 B3.00 122.00 B4.00 13 172.00 B2.00 52.00
15 21764 20.00 weiblich 120.00 77.00 109.00 72.00 20 159.00 A4.00 -599.00
16 21994 17.00 weiblich 93.00 B0.00 87.00 £8.00 18 166.00 B5.00 85.00
17 2078 18.00 | rmaennlich 113.00 51.00 105.00 F3.00 15 171.00 FE.00 84.00
18 22113 18.00 | rmaennlich 140.00 67.00 125.00 72.00 20 180.00 72.00 8a8.00
19 27334 16.00 | maennlich 87.00 71.00 106.00 B2.00 23 151.00 39.00 100.00
_*ﬂ_ DA 18001 rasnnlich 121 00 7E00 11900 7300 17 179 00 FA OO 9E 00 5 :

[SPSS fiir Windows Prozessor ist bereit
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Datei Bearbeiten  Anzicht Daten  Tranzformieren  Analvsieren WEIEIA=a0 Extraz Fenster Hilfe

—-]-E‘@ !“] —J E] k ‘ ‘ﬂj B Lﬂi 3 I riteraktiv Balken...
1:Hfdnr m Balker... E:ri;kt...
Ifdnr alter sex sy :—;:”'Eh Bl diast? puls gr gew zuk c
ache... i S -
1 20006 16.00|  weiblich 1k EZE:‘:E"-'”'E“' 99.00 28 160.00 5000 113.00
2 20230 19.00 | maennlich (eadahlieh Krzis 76.00 22 186.00 76.00 a0
Pareta...
3 20435 18.00 | maennlich W pegse Bowplat... B7.00 15 150,00 74.00 9. 0
Eehlerbalken...
4 20502 17.00 weiblich Bosplat.. — 48,00 24 161.00 48.00 111.00
F_hl halk Hiztogramm...
5 20634 18.00 weiblich etk date : 72.00 22 99,00 99,00 -99.00
Streudiagiamm Streudiagrammm...
6 20805 16.00 | raennlich 1 T20.00 75.00 17 171.00 B1.00 115.00
Histogramm...
7 20521 15.00 | maennlich BEEE 117.00 74.00 20 173.00 56,00 £1.00
4.
8 21128 18.00 weiblich | 119.00 B, 00 19 172.00 56,00 95 00
g 21163 17.00 | rmaennlich 1| e 135.00 3.00 73 185.00 70.00 a8.00
Zeitreihen »
10 21265 15.00 weiblich 105.00 B3.00 107.00 £3.00 21 169.00 50.00 57,00
11 21284 1500 | maennlich 115.00 57.00 105.00 55,00 19 180.00 B4.00 94,00
12 21447 19.00 weiblich 116.00 54.00 111.00 5000 20 173.00 B0.00 9 00
13 21480 16.00 weiblich 112.00 £8.00 115.00 57.00 17 163.00 £3.00 79.00
14 21525 15.00 weiblich 126.00 55,00 122.00 B4.00 15 172.00 B2.00 52 00
15 21769 20.00 weiblich 120.00 77.00 109.00 72.00 20 159.00 £4.00 -99.00
16 21594 17.00 weiblich 99,00 G000 57.00 58,00 15 166.00 B5.00 500
17 22075 18.00 | maennlich 113.00 B1.00 105.00 £3.00 15 171.00 BE.00 a4.00
18 22113 18.00 | maennlich 140.00 B7.00 125.00 72.00 20 150.00 72.00 f7.00
19 22334 16.00 | maennlich 97.00 71.00 106.00 52,00 73 151.00 39.00 100.00
20 AE2A 1800 raennlich 12100 JE 00 119 00 300 17 179 00 E5 00 OF 0
KN I

|SPSS fiir Windaws Prozessar ist bereit

11



Skalenniveaus der Merkmale/Messungen

qualitativ (categorical) quantitativ (numerical)
ordinal nominal stetig (continuous) diskret

metrische Skala, Intervallskala
Verhaltnisskala

12



Dichotome/binare Merkmale

Ein Merkmal heiBt dichotom (oder binar),

wenn es genau 2 Auspragungen annehmen kann

Beispiele:
v Geschlecht
v Krankheit vorhanden/nicht vorhanden

v Miinzwurfergebnis

13
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Geschlecht
Blutgruppe
Symptome
Schmerzintensitat
Tumorstadium
Alter [in Jahren]
Herzfrequenz
Gewicht

GroRe
Blutdruck

# Thrombozyten

Beispiele

14



Visuelle Analog-Skala (VAS)

Gietan B it Hile des snhw'ar'zeea die von |hnan empfundane Schmerzstarke en _:]
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WOHETELLEARER
ECHMERE
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Haufigkeiten

Nimmt der Wertebereich K Auspragungen an, dann heift fur jede

Auspragung x in einer Erhebung vom Umfang N:

h(x) absolute Haufigkeit
f(x) = h(x)/N relative Haufigkeit

F(X) = 2 f(X) relative Summenhaufigkeit

In der Praxis keine uibergenauen Prozentangaben!
Faustregel:

N < 30 keine %-Angaben

30 < N < 300 ohne bzw. hdchstens eine Nachkommastelle

300 <N <3000 eine Nachkommastelle

16



Haufigkeitsverteilungen

Darstellung erfolgt durch ...

Urlisten
Dot Plots
Haufigkeitstabellen

YV V V VY

Kreisdiagramme, Stabdiagramme,
Stem and leaf-Diagramme, Histogramme

» KenngroRen

17



Dot plot for item asking patients how reassured they were by the exercise stress

test after testing and at one month follow-up in experimental groups, including
means (95% confidence intervals)
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Beispiel fur eine Haufigkeitstabelle

Verteilung der Blutgruppen in einer Erhebung vom Umfang N = 50

Blutgruppe X h(X) f(x)
0 19 38%
A 21 42%
B 6 12%

AB 4 8%

) 50 100%



Beispiel fur ein Kreisdiagramm

AB
8%

38%

=320
Aufteilung der
X f(x)  Winkelsumme
0 38% 0.38 - 360° = 136.8°
A 42% 0.42 - 360° = 151.2°
B 12% 0.12 - 360° = 43.2°
AB 8%  0.08 - 360° = 28.8°

20



Beispiel fur ein Kreis(Torten)diagramm

12% 8%

38%

42%

21



Beispiel fur ein Stab-, Balken-, Saulendiagramm

60

AB




Beispiel fur ein Balkendiagramm

23



Beispiel fur eine Haufigkeitstabelle

Anzahl der Kinder pro Familie in einer Erhebung vom Unfang N = 17689
(ECRHS, 30 Zentren)

Anzahl 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 >9

Absolute 1706 5068 4385 2708 1590 887 544 314 195 120 172
Haufigkeit

Relative 9.6%  28.7% 24.8% 15.3% 9.0% 5.0% 3.1% 18% 1.1% 0.7% 0.9%
Haufigkeit

Relative 9.6% 38.3% 63.1% 78.4% 87.4% 92.4% 95.5% 97.3% 98.4% 99.1% 100%
Summen-

haufigkeit

24



Prozent

40

30 A

20 -

10

Beispiel fur ein Stabdiagramm

Kinder pro Familie

N =17689

>9

25



Beispiel: Stabdiagramm ,,nach Lander*

Prozent

50

40 1

30 -

20 -

10 -

Anzahl der Kinder

N = 3000

Land

-Deutschland

- [talien
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Typen von Haufigkeitsverteilungen
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Klassenbildung

In der Regel erforderlich bei stetigen Merkmalen:

Einteilung des Wertebereichs in endlich viele disjunkte Klassen bzw.

Teilintervalle

Z.B. KorpergroRe

[0; 140) [140; 150) [150; 160) [160;170) [170;180) [180; 200)
Aspekte:

» Offene Klassen

» Anzahl der Klassen (Faustregel: Klassenanzahl ~ VN )

> Aquidistante bzw. nicht-dquidistante Klassen

» Festlegung, ob Grenzen zur unteren oder zur oberen Klasse

28



Urliste Kreatinkinase von 45 Herzinfarktpatienten

CK-Werte

59
/8
109
111
119
121
129
147
151
157
158
168

aus Trampisch, Windeler, 1997

169
170
171
181
188
189
190
191
191
191
193
194

194
201
201
206
214
215
218
224
247
248
252
259

272
274
275
278
288
294
297
409
437

29



Beispiel: Kreatinkinase von 45 Herzinfarktpatienten

Intervall H(x) f(X) [%]
(0; 100] 2 4.4
(100; 200] 23 51.1
(200; 300] 18 40.0
(300; 400] 0 0.0
(400; 500) 2 4.4
> 45 100

aus Trampisch, Windeler, 1997
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Histogramm CK-Werte
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Beispiel: Kreatinkinase von 45 Herzinfarktpatienten

Ungleiche Klassenbreiten

Intervall H(x) f(X) [%]
(0; 100] 2 4.4
(100; 120] 3 6.7
(120; 200] 20 44 4
(200; 300] 18 40.0
(300; 500) 2 4.4
3 45 100

aus Trampisch, Windeler, 1997 33



Beispiel: Kreatinkinase von 45 Herzinfarktpatienten

Korrektes Histogramm

nmu' relative Haufigkeit pro Einhall

"
0.008'
]
0.006 ]
0.004 —
0.002] !7
:—l
0.000* :
0 100 200 300 400 500

CK ]

Abb. 5.6. Graphische Darstellung der klassierten CK-Werte als Histogramm.
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Beispiel: Kreatinkinase von 45 Herzinfarktpatienten

Ungleiche Klassenbreiten

f(x)/

Intervall H(X) f(x) [%] Intervallbreite

(0; 100] 2 4.4 0.00044

(100; 120] 3 6.7 0.00335

(120; 200] 20 44.4 0.00555

(200; 300] 18 40.0 0.00400

(300; 500) 2 4.4 0.00022
Y 45 100

aus Trampisch, Windeler, 1997 35



Haufigkeitspolygon und Histogramm

Frequency

Histogram and Frequency Polygon

0-9 10- 20- 30- 40- 50- 60- 70- 80-
19 29 39 49 59 60 79 89

Weight (Ibs)
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Merke:

» Beim Histogramm sind die Flachen der Rechtecke proportional zur
relativen oder absoluten Haufigkeit der Klassen
(Prinzip der ,,Flachentreue®).

Nur bei aquidistanten Klassen ergibt sich, dass die Hohen der
Rechtecke proportional zur Haufigkeit sind

» Beim Stab-, Balken- und Saulendiagramm sind die Hohen der
Rechtecke bzw. Stabe proportional zur relativen oder
absoluten Haufigkeit der Klassen
(Prinzip der ,,Langentreue®).

» Beim Kreisdiagramm sind die Flachen (oder Volumen) der Segmente

proportional zur relativen oder absoluten Haufigkeit der
Klassen

(Prinzip der ,,Flachentreue®).
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Qualitatives Merkmal

MaRzahl, um die Haufigkeitsverteilung zu charakterisieren:
Modalwert: Haufigster Wert

Evtl. nicht eindeutig

Beispiel: Verteilung der Blutgruppen

AB
8%

12%

0 Modalwert = Blutgruppe A

38%

38



Ordinales Merkmal, Rangmerkmal

Mal3zahlen, um die Haufigkeitsverteilung zu
charakterisieren:

» Modalwert: Haufigster Wert
» Quantile
Z.B. Median X (Zentralwert):

Mindestens 50% der Werte sind kleiner oder gleich
und mindestens 50% sind grél3er oder gleich X.

Der Median teilt die Verteilung ,in der Mitte“

39



Median (Zentralwert) x, .4 oder X

Mindestens 50% der Messwerte sind kleiner oder gleich und
mindestens 50% sind groBer oder gleich x__, -

Der Median teilt die Verteilung ,,in der Mitte“

40



Urliste und Rangliste

Gegeben: (mindestens) ordinal skalierte Merkmale

Urliste
Xy X, Xs Xg  Xg X, Xy
I I — I I I
X1y %@ X@) X4 %) Xe) X
Rangliste

Median X = X,

41



Berechnung des Medians

(X , falls n ungerade
N )
X =X 1
—(xX, +x, )
2 ) G° fallsngerade
Beispiele

Beurteilungen n = 7: gut, gut, mangelhaft, sehr gut,
befriedigend, sehr gut, mangelhaft

Median X =X, = gut

Beurteilungen n = 6: gut, gut, mangelhaft, sehr gut,
befriedigend, mangelhaft

. - 1
Median X =§(x(3)+x(4))=’? 2-3 oder 2.5

Beachte: Viele Rangmerkmale sind quasi-quantitativ

42



Perzentile (Quantile)

Ein (empirisches) p-Perzentil gibt den Wert x, auf der Skala an, bei dem
ein Anteil von ca. p aller Beobachtungen kleiner und ein Anteil von ca.
1 - p groBer als x,, ist; p < [0, 1].

Genauer: mindestens ein Anteil p aller Messwerte sind < x, und
mindestens ein Anteil von (1 — p) aller Messwerte sind 2 x,,

(Oft Angabe in %)

Beispiele:

Median = x;, = 50. Perzentil = 50%-Perzentil = 50er Perzentil
unteres Quartil = x,; = 25%-Perzentil

oberes Quartil = x,;=75%-Perzentil

Perzentile mit p in %; z. B.:
90. Perzentil, 90er Perzentil oder 90%-Perzentil

Quantile, Fraktile x, mit 0 <p <1 ;z. B.
Median = Xg5
unteres Quartil = X;,5

43



Bestimmungsmethode

. Berechneq=np

. Fallunterscheidung:

v’ Ist g keine ganze Zahl, soist X, =X ., ,
wobel g* die auf q folgende ganze Zahl ist.

: oo~ 1
v Ist q eine ganze Zahl, soist X, = i(x(q) +X(gi1))

44



Urliste und Rangliste

Beispiel: N =10, p =0.90

Rangliste

X X2 Xe)Xa@ X6 X6 @) X@E) Xo)

X(10)

45



Beispiel: Liegedauer in Krankenhausern

Urliste: Haufigkeitstabelle:
Liegedauer x;
10914141512 14111110 ?Tage] H(x)

1
17131320281013151111 9

121281414111213 1211 12

12
13
14

15
17
20
28
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Beispiel: Liegedauer in Krankenhausern

edauer x
Tage

H

~
X
~

9
10
11
12
13
14
15
17
20
28

R RPFEPNOSOCTO WERERE

X510 - q—np—BO 01—3 d.h.
X 10 = (x(3)+x(4))— (10+10) 10

X; o5 . g=np= 30:0.25=7.5, d.h.
X025 = X(g) =11

Yo_5o:q—np 30 - 05 15, d.h.
Xo.50 = (X(15)+X(16))_ (12"‘12) 12

w
o

Xo.90 - q=np=30-0.90=27,dh,
Xo.90 = (X(27)+X(28))_ (15"‘17) 16
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Anwendung der Perzentile

Kritischer Bereich: 95er Perzentile T

10

Zahler revisionsbedirftige §5I
Wundheilungsstérung £ 8 i
Nenner Einling, Sectioentbindung g P i !!i
lm
a .,.n|a|nummllllllllllllllm||m I ’15

' Krankenhauser
Benchmark: 57er Perzentile A — BRI o |
A A

Abbildung 1. Qualititsindikator ,, Revisionsbediirftige Wundheilungsstorung nach Sectio“ [2]. Der hier Benchmark gc’mrmrc Referenzbereich 2]
Kliniken mit erstrebenswerter Qualitat, fuffend auf der Rationale, dass revisionsbediirftige Wundheilungsstorungen nacl

gelhafte Hygiene oder verbesserungswiirdige Wundversorgungstechnik sind.

Selbmann, Externe Qualitatssicherung in Deutschland, 2001, Med Klin, 754

igt
Sectio ein Indiz fiir nan-
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BOS

Qualitats-
report
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Ergebnisse: Indikation bei Ovareingriffen

Anteil von Patientinnen mit fehlender postoperativer Histologie oder
Follikel- bzw. Corpus-luteum-Zyste oder fehlender Organpathologie als
fiihrender histologischer Befund an allen Patientinnen mit isoliertem

Ovareingriff (ochne Adnektomie bei Mammakarzinom) mit vollstandiger
Entfernung des Ovars oder der Adnexe

2004 2002* Qu alitats-
Gesamtrate 24,09 % 26,58 % report
Vertrauenshereich 2442 -2556% | 2590-27.27%
Gesamtzahl der Félle 22 381 15 940
80 %

70 %
60 %
50 %
40 %

30 %
Median

20 %

50% der schlechteren 50% der besseren

Patientinfien chne Histologie oder Organpathologie oder mit Zyste

0%
Krankenhauser

Wedian der Krankenhausergebnisse 238%

Spannweite der Krankenhausergebnisse 0,0-75%

Anzahl der Krankenhauser mit = 20 Fallen 465

Referenzhereich =23,8%
(50%-Perzentile)
Anzahl auffalliger Krankenhauser 232 von 465

* Varjahresargebnisse wurden mit den geanderten Rechenregeln zum Qualitatsindikator 2004
berechnet und weichen deshallywon der BOS-Bundesauswertung 2003 ab.

Dtsch Arztebl, 7.10.2005 Quelle: BQS-Qualtatsrepart, Disseldarf, 2004 50



BMI kg/m?

19
8 90. Perzentil: 0,043 kg/m2 Gewichtszunahme pro Jahr

17

16 50. Perzentil: 0,019 kg/m2 Gewichtszunahme pro Jah
15
14\«’W

13 10. Perzentil: 0,019 kg/m2 Gewichtszunahme pro Jahr

12
68 70 72 74 76 78 B0 82 84 86 88 90 92 94 96 98

Jahr (1968-1998)

Aus: [23] Herpertz-Dahlmann B, Geller E Bohle C, Khalil C,
Trost-Brinkhues G, Ziegler A, Hebebrand J: Secular trends in
body rmass index measurements in preschool children from
the City of Aachen, Germany. Eur ) Pediatr 2003; 162
104-109. Mit freundlicher Genehmigung des Springer-Yerla-
ges, Heidelberg.

Die Zunahme des Bodymass-Index (EMI) von Einschiilern
(5 081 Jungen) der Stadt Aachen zwischen 1968 und 1999
jeweils entsprechend dem 10, 50. bezichungsweise 90,
BEMI-Perzentil. Im oberen Gewichtshereich (hier 90. Per-
zentil) ist der durchschnittliche jahrliche Anstieg des EMI
etwa doppelt so hoch wie im Normal- bezichungsweise
Untergewichtsbhereich (50. beziechungsweise 10, Perzentil)
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Grafik 1
BMI (kg/m?)
30
28
2

—— P25

4

o 1 2 3 4 5 & 7 ¥ 9 10 1M 12 13 14 15 16 17 138
Alter (Jahra)

24

22
20

13
16

14

12

EMI-Perzentilen fiir Madchen m Alter  bis 18 Jahren (modifiziert nach Krohmeyer-Hauschild
at al., 2000]. Dtsch Arztebl 2005, A50-58 52



Begrenzter Interventionserfolg

Dtsch Arztebl 2006, A334-340

00, fleiHrereravvielt) Und 07. a=hemesites) Perzentile des BMI fiir Jungen und Médchen

im Alter von 0 bis 18 Jahren

Jungen Madchen
Alter BMI BMI BMI BMI
{Jahre) {90. Perzentile) (97.Perzentile) {90. Perzentile) {97. Perzentile)
0 14,28 15,01 14,12 14,81
1 18,73 19,81 18,25 19,22
2 18,01 19,14 17,92 19,03
3 17,62 18,82 17,64 18,84
4 17.54 18,83 17,54 18,85
5 17,61 19,02 17,69 19,16
6 17,86 19,44 17,99 19,67
7 18,34 20,15 18,51 20,44
8 19,01 21,11 19,25 21,47
9 19,78 22,21 20,04 22,54
10 20,60 23,35 20,80 23,54
1 21,43 24,45 21,61 24,51
12 22,25 25,44 22,48 25,47
13 23,01 26,28 23,33 26,33
14 23,72 26,97 24,05 27,01
15 24,36 27,53 24,59 27,45
16 24,92 27,99 24,91 27,65
17 25,44 28,40 25,11 21,72
18 25,91 28,78 25,28 27,76

nach Kromeyer-Hausschild et al.. Monatszeitschrift Kinderheilkunde 2001; 149: 807-18.
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Anwendung: Referenzbereiche

‘ KorpergroBe

b normales
by Wachstum

e d 2| Adrenogenitales
2 ) gl Syndrom

\
N\
N
X

140 >

N
\
\‘1

\:\‘
N
\1
LR

\

Hypophyséarer
s
A S Zwergwuchs

p—— - Primordialer
Zwergwuchs

e A
100 G A

Abbildung 2.7: Drei typi-
sche Beispiele pathologischen

strichelten Linien das 3. und 97.
| Perzentil darstellen.

(nach A. Prader)
L] | ] -

2 4 6 8 10 12 14 16 Lebensalter

; Wachstums im Vergleich mit
4 % einer Perzentiltabelle. Die mit ,

;" / Zahlen versehene Kurvenschar ,

J gibt den Bereich normalen °
/ : Wachstums an, wobei die ge-
|
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Referenzbereich (Normbereich)

ist ein ,,innen“ liegender Bereich, der bestimmte innen liegende Werte der
Verteilung uberdeckt, z. B.:

— 90%-Bereich (X5 bis Xg5)

— unterer 95%-Bereich (bis Xy5)

Ein Referenzbereich erlaubt zu beurteilen, wo ein Merkmalstrager liegt
bezuglich der anderen Merkmalstrager (etwa ,,innen*“ oder ,,auen®),

jedoch ist damit keine Entscheidung uber ,,gesund/normal® oder
»Krank/nicht normal“ getroffen.
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Anwendung: Referenzbereich/Perzentiltabellen

Frnntuucclpﬂaler Knpfumfang
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Beispiel: Liegezeiten nach Kaiserschnitt

Stamm Blatt absolute relative Summen-
Stem and Leaf-Diagramm Hiufigkeit  Hiufigkeit haufigkeit
Tage  Stunden H(z) f(z) = —P%((;”—’ F(z) =) f(z)
8 20 1 0,033 0,033
9 13 1 0,033 0,067
10 04, 05, 17 3 0,100 0,167
11 04, 08, 09, 12, 16, 23 6 0,200 0,367
12 04, 06, 08, 08, 12 5 0,167 0,533
13 01, 06, 19, 23 4 0,133 0,667
14 01, 02, 03, 22, 22 5 0,167 0,833
15 08, 20 2 0,067 0,900
16 0 0,000 0,900
17 19 1 0,033 0,933
18 0 0,000 0,933
19 0 0,000 0,933
20 18 1 0,033 0,966
21 0 0,000 0,966
22 0 0,000 0,966
23 0 0,000 0,966
24 0 0,000 0,966
25 0 0,000 0,966
26 0 0,000 0,966
27 0 0,000 0,966
28 00 1 0,033 1,000

(aus Harms, 1998)



Summenhaufigkeitsfunktion,
empirische Verteilungsfunktion

F(X )= klzof(xk ) relative Summenhaufigkeit

Relative Haufigkeit der Beobachtungen, die kleiner oder gleich x; sind;
d.h. kumulierte (relative) Haufigkeit.

F(x;) ist eine Treppenfunktion, deren Stufen auf den beobachteten
Auspragungen liegen; die Stufenhohe an der Stelle x; entspricht der
relativen Haufigkeit der Beobachtungen, die auf x. fallen.
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Beispiel: Liegedauer in Krankenhausern

Liegedauer x;

ol 0 o0
9 1 0.033 0.067
10 3 0.100 0.167
11 6 0.200 0.367
12 5 0.167 0.533
13 4 0.133 0.667
14 5 0.167 0.833
15 2 0.067 0.900
17 1 0.033 0.933
20 1 0.033 0.967
28 1 0.033 1.000

30

1
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Beispiel: Liegezeiten nach Kaiserschnitt

T Hixl f
Stabdiagramm
02+8
0113 |
SR 1 M P e
i 18

s 4 B H © 12 MW 0 B M % A

(aus Harms, 1998)



Beispiel: Liegedauer in Krankenhausern

ey

1o} Summenhdufigkeitsfunktion (Vertellungsiunktion)

0@+t ---

08

07

Liiay

4
a3+

02 -

o1 4.

(aus Harms, 1998)

Nuwniag L 5 -

LTIl = Ry s R ———

(VOIS Gl 3 vevmmeninn -

LI TN

§

61



Anwendung: Uberlebenskurven

Foo & Summenhé&ufigkeitsfunktion
100% T der Todesfélle

) Uberlebenskurve
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Mediane Uberlebenszeit

— ist der Zeitpunkt t,;, an dem die Halfte der Patienten noch lebt

5-Jahres-Uberlebensrate

— ist der Anteil der Patienten, der nach 5 Jahren noch lebt

63



Grafische Bestimmung des g-Quantils x, aus der Summenhaufigkeitskurve
Xq = F(q)

d. h. x, ist der Urwert (Umkehrwert) von g.

»Gehe von q nach rechts:

Wenn man ,,zwischen” 2 Treppenstufen trifft, nimmt man den oberen
Messwert

Wenn man genau eine Treppenstufe trifft, nimmt man den Mittelwert der
entsprechenden Messwerte.“

64



Bestimmung der p-Quantile aus der Verteilungsfunktion

1. Fall: Man trifft die Stufe = p-Quantil ist der Mittelwert
der beiden Messwerte

2. Fall: Man trifft den Absatz = p-Quantil ist der ,obere* Messwert

Fid

10} Summenhaufigkeitsiunktion (Vartellungafunktion) ,
I'I‘g g P I
0%
o7
o8t
o
o4
03t
o2
o1} 1
_ v
2 4 8 & W .12 WM %® B 2 2 2 2/ M 80 Tage
efhe A &
T & F &
iii % 3
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Bei klassierten Erhebungen: Polygonzug

Beispiel: Kreatinkinase von 45 Herzinfarktpatienten

Intervall H(x) f(x) [Yo] F(x) [%]
(0; 100] 2 4.4 4.4
(100; 200] 23 51.1 55.5
(200; 300] 18 40.0 95.5
(300; 400] 0 0.0 95.5
(400; 500) 2 4.4 100

S 45 100



Verteilungsfunktion: Polygonzug

0 100 200 300 400 500 600
CK-Werte
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Cumulative Relative Frequency Plot

Percent
of Children

Weights of Daycare Children

*Place a point with a horizontal
axis marked at the upper
interval boundary and a
vertical axis marked at the
corresponding cumulative
relative frequency.

120%

100% -
80% -

sEach point represents the
/ cumulative relative frequency

and the points are connected
with straight lines.

60%

40%

20% A

*The left end is connected to
the lower boundary of the first
o Qv.S | 19.5 | 29.5 | 39.5 | 49.5 | 59.5 | 69.5 | 79.5 | 89.5 Interval that haS data'

Weight Range




Graphical Methods:
Cumulative Relative Frequency Graph

Weights of Penn State Students

120

100 o o o
80 | //
60 /

40 / /./ —e— Female

20 / / —=— Male
Q —= -

[ I I I I I I I

110 120 130 140 150 160 170 180 190 >190
Weight (Ibs)

Percent of Students




Quantitative Merkmale

Mal3zahlen, um die Haufigkeitsverteilung zu
charakterisieren:

» Modalwert: Haufigster Wert
» Quantile
» (Arithmetischer) Mittelwert

X, X,,...,Xy Beobachtungen

1 N
an (X X, +. .+ Xy)

n=1
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Das arithmetische Mittel x

X, X,,...,Xy Beobachtungen

N
_ 1
x:—N- E X, :—N-(x1+x2+...+xN)
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Berechnung des Mittelwerts aus Haufigkeitstabelle

Beispiel: Liegedauer in Krankenh&usern

Llegfedauer X;

Tage] H(x) % H(X)
1 8
9 1 9
10 3 30
11 6 66
12 5 60 1
13 4 52
14 c 20 = 20 -390 =13
15 2 30
17 1 17
20 1 20
28 1 28

w
o

390



Eigenschaften der Lageparameter

» Arithmetischer Mittelwert
v'Nur sinnvoll bei quantitativen Daten
v Empfindlich gegeniiber Ausreil3ern
v'Vorsicht bei schiefen Verteilungen (z.B. Laborwerten)

» Median
v'Sinnvoll auch bei ordinal skalierten Daten
v'Unempfindlich gegeniber Ausreil3ern

v Unpraziser” als Mittelwert, da er die meisten Informationen
nicht ausnutzt

> Modalwert

v'Absolut unempfindlich gegentber Ausreil3ern
v'Interpretationsprobleme bei mehrgipfligen Verteilungen
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Lageregel

Bei symmetrischen Verteilungen gilt : X = X = h (Modus)
Beirechtsschiefen Verteilungengilt :h < X < X

Histogramm der absoluten Haufigkeiten
eines klassierten stetigen Merkmals

80

70

60

50

40 1

30 T

g1

0
o 10 2 30 40 50 60 70 80
aquidistante Klassen

absolute Haufigkeiten

Beilinksschiefen Verteillungengilt: X <X <h



Streuungsparameter

Grofle Streuung

b

]

Kleine Streuung

L
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Streuungsmale

Voraussetzung: quantitatives Merkmal

» Spannweite
» Quartilsabstand

> Varianz

» Standardabweichung

> Variationskoeffizient

F=Xm - Xa)

1 n
s®=—"—3(x, —X)*
n—1§(' )
S = 45
S
CV:j
X
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Alternative Berechnung der Varianz

1 n

s°=—"Y(x —X) =
206X
1-(nx.Z—Z x-ix.+n xzj:
n-1\iZ 3
il-(zn;xf—z X-Nn-X+n ij:
n— i=1
=

>
I
H .
1=
X
N
|
-
X
N
N——
A
@D
O
=
@D
-
st
o
=
=
©

I
=
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Berechnung der Varianz aus Haufigkeitstabelle

Beispiel: Liegedauer in Krankenh&ausern

X =13
Liegedauer x;
?Tage] H() %=X (x-X)2  H() (%)

1 -5 25 25
9 1 -4 16 16
10 3 -3 9 27
11 6 -2 4 24 1
12 5 -1 1 5 s? = -400 =13.79
13 4 0 0 0 30-1
14 5 1 1 5 s=+13.79 =3.71
15 2 2 4 8
17 1 4 16 16
20 1 7 49 49
28 1 15 225 225

w
o

400
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Bemerkungen zur Varianz

» Alternative: Im Nenner N statt N — 1
v' N: Varianz ,rein deskriptiv*
v' N —1: Varianz als Schiatzwert (ergibt ,,Erwartungstreue®)

> Bei symmetrischen, gemaR einer Glockenkurve verteilten
Merkmale (,,Normalverteilung“) gilt, dass im Bereich x+s
ungefahr 68% der Werte liegen

» Weiteres Streuungsmah: S
Standard error of mean: sem =—
N

Gibt die Genauigkeit des Mittelwerts als Schatzwert an
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Standard-
abweichungen

0,5 -

0,4 -

0,3 -

0,2 -

0,1 -

,Sigma-Regeln*

E | ] d

-2 .| X +1§ +2 +3
: i 683 —! : :
95.4
99.7

% der gesamten Verteilung
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Zur Interpretation der Standardabweichung s

Grobe Merkregel:

s gibt naherungsweise an, um wie weit die Einzel-Werte ,,durchschnittlich®
vom Mittelwert x entfernt liegen

Bei Normalverteilung gilt, dass im Bereich x % s (,,1 o-Bereich)
ca. 68 % der Messwerte liegen

Fur wachsenden Stichprobenumfang N gilt:
s >0

d.h. ,,geschatzte” Standardabweichung s der Stichprobe nahert sich der
,tatsachlichen* Standardabweichung o der Grundgesamtheit an.
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Gesetz der groRen Zahlen

Fur wachsenden Stichprobenumfang N gilt:

X—M

d.h. ,,geschatzter” Mittelwert x der Stichprobe nihert sich dem
,tatsachlichen* Mittelwert p der Grundgesamtheit an.

S—>O0

d.h. ,,geschatzte” Standardabweichung s der Stichprobe nahert sich der
,tatsachlichen* Standardabweichung o der Grundgesamtheit an.

82



Bemerkungen zum Variationskoeffizient

S
CV =—

X

» Nur berechnen, falls ein verhaltnisskaliertes Merkmal mit positiven
Merkmalsauspragungen vorliegt

> Relatives StreuungsmaR: Sinnvoll, falls die Streuung aufgrund
einer inhaltlichen Logik proportional zum Mittelwert wachst

> Der Variationskoeffizient ist ein dimensionsloses MaR
(unabhangig von der Einheit, in der gemessen wurde)

» Anwendung in der klinischen Chemie
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MaBRzahlen zur Charakterisierung der
Haufigkeitsverteilung eines quantitativen Merkmals
» Arithmetisches Mittel X =
» Varianz S =
> Standardabweichung S = ++/s2

> Variationskoeffizient CV =
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Zulassige KenngroRen

Skalenniveau Zulassige Zulassige
Lagemale Streuungsmale
Nominal Modalwert keine
Ordinal Modalwert keine
Median, Quantile
Metrisch (Modalwert) Spannweite
Quantile Quartilsabstand
Mittelwert Standardabweichung

Varianz
Variationskoeffizient
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Boxplot (Box- und Whiskerdiagramm)

Messwerte

Grofdter Wert

Oberes Quartil

Mittelwert
Median

Unteres Quatrtil

Kleinster Wert
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BOS

Beziehung zwischen der BQS-Standarddarstellung fiir Ergebnisse von Qualitdtskennzahlen
und dem Box-and-Whisker-Plot fiir die Verteilung der Ergebnisse

95%-Perzentil

7 5%-Perzentil

25%-Perzentil

5 %-Perzenti]

i

Dfe Abbildung sefgt, wie Perzentilen Medion und Extremwverte der Benchmark-Grofik auf der linken Seite im
Bow-and-Whisker Plot auf der rechten Seite abgebildet werden. Die schwarzen Ffeile in der Benchimark-Gro fik
fiitren zur Stelle im Box-and-Whisker-Fot, an der die rechis auffen genannte Mafzohl dargestellt wird.

Qualitats-
report
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BOS

Vergleich mit Vorjahresergebnissen

Qualitats-

report

e BOS Standarddarsteliung fiir die Analyse der
Ergebnisentwickiung im Zeitvedauf zeigt die Verter
lung der Ergebnisse einer Qualititskennzahl fiir
Jedes lahr in einem Box-ond- Whisker Aot Oie Ge-
samtrate wird jeweils mit einer Raute gekennzeichnet.

Verteilung der Krankenhausergebnisse
eines J]ahrs als Box-and-Whisker-Plot

Dig Grundgesamtheit fiir den Box-and-WhiskerPlaot
wird von den Krankenhiiusern mit 220 Fillen ge-
bildet. Im Box-and-Whisker-Plot werden Daten an-

hand von Parzentilen zusammenfassend dagestellt.

= Die Box (Schachtel) wird begrenzt durch das 25%-
und das 75%-Perzentil, sie umfasst demnach die
mittlaren 50% der Vereilung.

= Die Whiskers idie Box ausdehnende, vertikals,
diinng SchnurrhaarLinien®) verbinden im BOS-
Qualititsreport 2005 das 25%-Parzentil durch
aine Linie mit dem 5%-Perzentil und das 75 %-
Perzentil mit dem 95 %-Perzentil.

= Minimum und Maimum werden durch einen
Stern gekennzeichnet.

& Der Median als Querstrich halbiert dis Box. Ein
Viertel der Vertailung liegt zwischen dem Median
und der aberen Begrenzung der Box, ein Yiertal
liegt zwischen dem Median und der unteren
Begrenzung der Box. Der Meadian teilt die Anzahl
der Beobachtungen (hier dig teilnehmenden
Krankenhiuser mit =20 Fillen) in zwei Hilften.
Er wird von extremen Werten {Ausreitam) prak-
tisch kaum beeinflusst. Deshalk kann der Median
bei unsymmetrischen Verteilungen besser inter-
pretiert werden als der arithmetische Mittelwert.
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Beispiel: Systolischer Blutdruck 1. und 2. Messung

14

12

10

0
95.0 105.0 115.0 125.0

BD sys 1.Mess. [mmH(]

135.0

145.0

155.0

165.0

14

95.0 105.0 115.0 125.0 135.0 145.0 155.0 165.0

BD sys 2.Mess. [mmH(]



NK

RK

NK+ FD

RK+FD

Box-Plots

Abbildung 3: Boxplots zur Darstellung der Verteilung der Cholesterindnderung 28 Tage

nach Beginn der Didit.
Schumacher & Schulgen, 2007
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Box plots present follow-up data for serum
creatinine concentration

1000 1000
g mm: W T —
=’ 800 T 800
== =
g g
=, 6007 3, 600
£ E
£ 400 £ 400
® ©
e g e
O 200 O 200
group 2, n=5, 0.1 mmol/kg bw
0 0

Baseline 24 h pi 48 h pi 72 h pi Baseline 24 hpi 48hpi 72hpi 96 hpi 120 h pi

Sonnad, S. S. Radiology 2002;225:622-628

Radiology

Copyright ©Radiological Society of North America, 2002



Reliabilitat
(Zuverlassigkeit, Reproduzierbarkeit, Wiederholbarkeit, geringe Variabilitat,
»Prazision® in klinischer Chemie)

~ MaR fur Stabilitat eines Messergebnisses bei Wiederholung der Messung

Inter-Beobachter-Variabilitat

Intra-Beobachter-Variabilitat

Validitat

(Gultigkeit, Accuracy, geringer Bias, ,,Richtigkeit” in klinischer Chemie)

~ MaR, ob Methode misst, was sie soll
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Hoch

Prazision

Validitat

Abb. 8.1: Verschiedene Kombinationen hoher und niedri-

ger Prizision und Validitdt
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Abb. 3.1: Blutzuckerwert einer Blutprobe in 10 schwedischen Krankenhauslaboratorien, von denen jedes 16 Bestimmungen

der gleichen Probe durchfiihrte.
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Wichtige Begriffe

Beobachtungseinheit, Merkmale
Tabellarische Darstellung: Haufigkeitstabellen
Klassierung

Summenhaufigkeits-/Verteilungsfunktionen

Perzentiltabellen

YV V. V VYV V V

Graphische Darstellungen:
v Kreisdiagramme
v' Saulen- bzw. Balkendiagramme, Stabdiagramme, Histogramme
v' Boxplots

» Lageparameter

v' Mittelwert, Median, Perzentile/Quantile, Modalwert

» Streuungsparameter
v' Varianz, Standardabweichung, Variationskoeffizient,
Spannweite, Quartilsabstand
> Reliabilitat, Validitat

.

Institut fir Medizinische
Statistik, Informatik
und Epidemiologie
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Mundliche Prifungen

1. Prufer
nicht
bestanden | pestanden | gesamt
-L'a_:_)s bestanden 17 13 30
o nicht
~l | bestanden 3 67 70
gesamt 20 80 100
erwartet diskordant: 3080 + 7020 =138

100 100

d.h. 22/38=0.58, oder 58%, der erwarteten diskordanten
Entscheidungen waren stattdessen konkordant.



Konkordanzmal3e
Cohens Kappa

Konkordanz- _ @+d
0 1 2 rate N
a b a+b
C d c+d
uberzahlig konkordant
a+c | b+d 4 erwartet diskordant
2{ald-bl[ct)

T @+ c+d)+(a+b)(b+d)




Miss America 1984 - 2002

<<

Kdrpergewicht (Pfund)

150

140

130

120

110

100

90

62

64

66 68
KdrpergroBe (Zoll)

X

70

72




Miss America 1984 - 2002

y 567”X >67" | gesamt
<117 Ibs 4 2 6
>117 Ibs 1 5 6

gesamt 5 / 12

= 20405-20) _ - _ 3 _ iberzahlig konkordant
56B6+61F "~ 6  erwartet diskordant



Korrelation

X und Y zwei Zufallsvariable
10 Realisierungen




Kovarianz Cov(X,Y)

Y

ECY) -

E(IX)

x>E(X), y>E(Y) oder x<E(X), y<E(Y) —— [x-E(X)]Qy-E(Y)]>0
x>E(X), y<E(Y) oder x<E(X), y>E(Y) —— [x-E(X)]{y-E(Y)]<0

Cov(X,Y) = E([X-E(X)]TY-E(Y)])




Cov(X,Y)>0

Kovarianz Cov(X,Y)

Cov(X,Y)LD

Cov(X,Y)<0



Kovarianz Cov(X,Y)

Es seien (X,Y) ein Paar von Zufallsvariablen und
(X1,Y1),---,(X,,Y,) €ine Stichprobe aus n unabhangigen
Realisierungen von (X,Y).

Ein "guter" Schatzer (d.h. unverzerrt, konsistent,
meistens effizient) der Kovarianz Cov(X,Y) ist die
empirische Kovarianz.

Sy =37, (x =)y, -Y)




Miss America 1984 - 2002

X; Yi X; = X Yi~Y
63" 100 Ibs -3.8” -18.6 |bs
68" 120 Ibs 1.2" 1.4 |bs
69" 114 Ibs 2.2"  -4.6 Ibs
68" 116 Ibs 1.2" -2.6 Ibs
70" 131 Ibs 3.2"  12.4 |bs
63" 108 Ibs -3.8” -10.6 Ibs
68" 118 Ibs 1.2" -0.6 Ibs
66" 110 Ibs -0.8" -8.6 Ibs
71" 145 Ibs 4.2"  26.4 |bs
69" 133 Ibs 2.2" 14.4 |bs
64" 118 Ibs -2.8" -0.6 Ibs
63" 110 Ibs -3.8" -8.6 Ibs

X =66.8"
y =118.6 Ibs
S,y =29.3"llbs



Miss America 1984 - 2002

X Yi X; =X Yi~Y
1.60m 454kg -0.10m -8.4Kkg
1.73m 544kg 0.03m 0.6kg
1.75m 51.7kg 0.05m -2.1Kkg
1.73m 52.6kg 0.03m -1.2Kkg
1.7 8 m 594kg 0.08m 5.6Kkg
1.60m 49.0kg -0.10m -4.8 kg
1.7 3m 53.5kg 0.03m -0.3kg
1.688m 499kg -0,02m -3.9kg
1.80m 65.8kg 0.10m 12.0 kg
1.75m 60.3kg 0.05m 6.5kg
1.63m 53.5kg -0.07m -0.3Kkg
1.60m 499kg -0.01m -3.9kg

x=1.70m
y =53.8 kg
S, =0.33 mikg



Pearson Korrelationskoeffizient

~ Cov(X,Y)
T T
X Y

-1<r <+1 ist dimensionslos

Karl Pearson
Sy LSy (1857-1936)




Miss America 1984 - 2002

S,, =29.3 "lbs

s, =2.9"
Sy =12.4 |bs
r, =+0.81

Sy = 0.33 mikg
S, =0.073 m
Sy = 5.6 kg

r, =+0.81




Pearson Korrelationskoeffizient

vy Misst die Starke und Richtung des
linearen Zusammenhangs zwischen X und Y.



Pearson Korrelationskoeffizient
Signifikanztest

Zufallsvariable  XCN(y,042), YCN(Wy,0y2) alle unbekannt

HO iy = 0 H ANy 7 O (zweiseitig)

Hypothesen
H0 Ny S 0 HA ey 2 O (einseitig)

n-2

1 -T5

Teststatistik T = Fyy O \/

kritische Werte Gogjanp  (2Welselto)
Lo n-2 (einseitig)



Regressionsmodelle

Regressionsmodelle dienen dazu,

eine Variable aus einer oder mehr
anderen Variablen vorherzusagen.

Wissenschaftler nutzen Regressionsmodelle flr
Aussagen uber ein Ereignis, wenn die dafur
notwendigen Informationen billiger zu bekommen sind
als Informationen Uber das Ereignis selbst, oder wenn
das Ereignis erst in der Zukunft eintritt.

http://www.psychstat.smsu.edu/introbook/sbk16.htm



Regressionsmodelle

lineare exponentielle logarithmische
Regression Regression Regression
Y Y
X X
y =a+bX y =a+ebX y =a+blog(x)




Lineare Regression

Y: ZielgroBe
X: EinflussgroBe
E: Zufallsfehler

Flr E wird im Allgemeinen eine N(0,02)-Verteilung mit
unbekanntem o unterstellt.

Y=-a+bIX+E




Lineare Regression




Kleinste-Quadrate-Prinzip
(lineare Regression)

Wahle a und b so, dass >’ (a+b 0k ~y;)> minimal ist!

y
f(x) = a+bi

X

Das Kleinste-Quadrate-Prinzip stellt sicher, dass die
Schatzer von a und b bei Angemessenheit eines linearen
Modells unverzerrt sind.



Lineare Regression

> (a+bx -y;)* minimal

d <n d
gZizl(a+b5<i—yi)2:0 Ebz (@+bx -y)* =0

\ \
|

2 (=X Hy; -Y)
le(x _X)z

und 4=y -brk




Miss America 1984 - 2002

Xi =X Y~y
-3.8” -18.6 Ibs X =66.8"
1.2 1.4 |bs _
22"  _4.6 |bs y =118.6 Ibs
1.2" -2.6 Ibs i
3.211 12.4 DS Zi—l (XI — Y) qyl — V) — 322_16
-3.8" -10.6 |bs )
1.2"  -0.6 Ibs . _
08" -86lbs (X —X)*=93.68
4.2" 26.4 |bs
2.2" 14.4 |bs
-2.8" -0.6 Ibs A ~
_3.8" 8.6 Ibs a=-111.29 b=3.44




Miss America 1984 - 2002

Korpergewicht (Pfund)

150

140 -

130 -

120 A

110 -

100 -

90
62

64 66 68 70
KdrpergroBe (Zoll)

72




Bestimmtheitsmal

Es seien (X,Y) ein Paar von Zufallsvariablen und
(X4,Y1),---,(X,,Y,) €ine Stichprobe aus n unabhangigen
Realisierungen von (X,Y).

DI L CORY]
Zinzl Lyi - V]z

R2 bezeichnet den Anteil an der Variation der Zielgrofe,
der durch das Regressionsmodell f(x) erklarbar ist.



Pearson Korrelationskoeffizient

’r\xY ist anfallig gegen AusreiBer!

12

to- Ty = 0.55 .




Spearman Rang-Korrelationskoeffizient

Es seien rg[x;] und rg[y;] die
Range von x; bzw. y,, wobei
Bindungen durchschnittliche
Range zugewiesen werden.

Ersetze x. durch rg[x.] und y.
durch rgly;].

Berechne den Pearson
Korrelationskoeffizient fur rg[x]

und rgly;].

Charles E. Spearman
(1863-1945)



Spearman Rang-Korrelationskoeffizient

"
A —q- 6D (rglx]1-raly 1)’
Par = n{n*-1)

-1<p,y<+1 ist dimensionslos

Pyy Misst die Starke und Richtung des
monotonen Zusammenhangs zwischen X und Y.



160

Spearman Rang-Korrelationskoeffizient

vy = 0.85
120 4
Py = 1.00
80
> 25
40 A
| = 1.00
0 1 pXY — 1-00
15 -
-40 - - - - >
-1 0 1 2 3 e
10 -
5-
0 . . . .
0 5 10 15 20 25
rg[x]




Miss America 1984 - 2002

X; Yi rg[x] rgly] d?
63” 100 Ibs 2 1 1
68" 120 Ibs 7 9 4
69” 1141Ibs 9.5 5 20.25
68" 116 Ibs 7 6 1
70" 1311lbs 11 10 1
63" 108 Ibs 2 2 0
68" 118 Ibs /7 7.5 0.25
66” 110 Ibs 5 3.5 2.25
71" 1451Ibs 12 12 0
69” 133 1lbs 9.5 11  2.25
64" 118 Ibs 4 7.5 12.25
63" 110 Ibs 2 3.5 225

2

n

i=1 |

d’ =46.5
P,y =0.84




Spearman Rang-Korrelationskoeffizient

12

1o- By = 0.55 .
g - 6XY — '0.72




Korrelation durch Inhomogenitat

35

30 -

25 -

20 -

> 15 -

10 A
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Let them be confounded and troubled for ever;
yea, let them be put to shame, and perish.

Psalm 83:17



Ursache und Confounding

et

Confounding

|

StorgroBe
Nikotinkonsum

ZielgroBe
Blutdruck \
I StérgroBe
Ursache Korpergewicht

Korrelation

Einflussgrof3e
Koffeinkonsum




Cl:

C2:
C3:

Confounding

Eine StorgroBe wird als Confounder des
Zusammenhangs zwischen Einfluss- und
ZielgroBe bezeichnet, wenn sie

entweder die ZielgroBe beeinflusst oder
das Surrogat einer EinflussgroBe ist,
mit der Einflussgrofe korreliert ist, und

keinen Zwischenschritt in der Kausalkette
zwischen Einfluss- und Zielgroe darstellt.



Confounding

X Y X+ Y

0' k‘ 0'
* *
* * *

’S
*
¢ * . *
% * - *
- * - °
LS * LS -
R ., R
4 ( . - ( .

X: Geschlecht, Y: Verhalten, C: Bildung

X: Therapie, Y: Morbiditat, C: Mobilitat
X: Ernahrung, Y: Lebenserwartung, C: Sozialisation
X: Mobiltelefon, Y: Schlafstorungen, C: Lebensstil



Kausalitatskriterien

"Wissenschaftliches Arbeiten bleibt immer
unvollstandig - egal ob observational oder
experimentell. Jede wissenschaftliche
Arbeit lauft Gefahr, durch fortschreitendes
Wissen Uberholt oder uUberfllssig zu
werden. Dies erlaubt es uns aber nicht,
derzeitiges Wissen zu ignorieren oder
MaBnahmen, die heute ergriffen werden
mussen, in die Zukunft zu verschieben."

Austin Bradford Hill, “The Environment and
Disease: Association or Causation?,”
Proceedings of the Royal Society of Medicine, 58
(1965), 295-300.

Sir Austin Bradford Hill
(1897-1991)



Kausalitatskriterien

Zeitliche Beziehung (1)
Ursache geht Wirkung voran

Starke (2)
starkerer Zusammenhang = wahrscheinlichere Kausalitat
Dosis-Wirkungs-Beziehung (3)
starkere Exposition erhoht Wirkung oder Risiko
Konsistenz (4)
wiederholbar bei unterschiedlichen Methoden und Umstanden

Plausibilitat (5)

mit derzeitigem Wissen erklarbar



Kausalitatskriterien

Alternative Erklarungen (6)
Erwagen und Verwerfen alternativer Erklarungen

Experiment (7)
Wirkung ist experimentell steuerbar

Spezifitit (8)

eine einzelne Ursache fur eine gegebene Wirkung

Koharenz (9)
vereinbar mit vorliegenden Fakten und Theorien



Zusammenfassung

- Die Starke und Richtung der Assoziation zwischen zwei
quantitativen Zufallsvariablen wird durch ihre Kovarianz
gemessen.

- Der Pearson Korrelationskoeffizient misst die Starke und
Richtung des linearen Zusammenhangs zwischen zwei
quantitativen Zufallsvariablen.

- Regressionsanalysen erzeugen mathematische Modelle fir
den quantitativen Zusammenhang zwischen
Zufallsvariablen.

- Kausalitat folgt nicht notwendigerweise aus dem Vorliegen
einer Korrelation, sondern bedarf zusatzlicher Evidenz (z.B.
gemal Bradford-Hill-Kriterien).



