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Ana | Kapitel 9 Fourieranalysis

Fourieranalysis - Die ldee
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Ana | Kapitel 9 Fourieranalysis

Anwendungsbeispiele

» “Willkdrliche” Spannungen durch harmonische synthetisieren
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» Kompressionsverfahren z.B. MP3, JPEG.




Ana | Kapitel 9 Fourieranalysis

"Trigonometrische Polynome’
Trigonometrische Polynome vom Grad n:

n
tn(t) := % + Z ay cos(kwt) + by sin(kwt)
k=1

mit der Kreisfrequenz w = 2% und den Koeffizienten %, ag, by € R,
firk=1,---,n.

Periodische Funktion

Eine Funktion f : R — R heil3t periodisch mit Periode T

= f(t+T)=f(t)furallet e R

Bemerkung: Falls f : [0, T] — R, so existiert eine eindeutige
T-periodische Forsetzung f : R — R.
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Ana | Kapitel 9 Fourieranalysis

Berechnung der Fourierkoeffizienten

Sei f: R — IR (oder C) eine T—periodische Funktion, w = 2% Dann
definieren wir fir alle k € IN die Fourierkoeffizienten von f durch

2 T

a =2 / (1) cos(kwt)a,
T Jo
2 T

bk = / f(t) sin(kwt)dt.
T Jo

Das Fourierpolynom n—ter Ordnung von f ist
ap i
f~Z + ;(ak cos(kwt) + by sin(kwt)).
Generalvoraussetzung fir die Fourieranalysis

Die Funktion f sei immer stlickweise monoton.



Ana | Kapitel 9 Fourieranalysis

Rechenbeispiel: Sagezahnkurve (s. Tafel)
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Ana | Kapitel 9 Fourieranalysis

'Orthogonalitatsrelationen’
Fir alle k,/ € N und w = 2 gilt:
2 T
T/ cos(kwt)sin(lwt) dt = 0
0

9

)

N = O

;
2/ cos(kwt) cos(lwt)dt =
T Jo

.
2/ sin(kwt) sin(lwt)dt = {O’
T Jo 1

I

Intepretation

falls k # 1
fals k =/1>0
fals k =/=0

falls k # loder k = =0
falsk=1/>0

Die Funktionen {17, \/?(sin kwt), \/;(cos kwt),k=1,2,---} sind
eine (vollstandige) Orthonormalbasis bzgl. dem Skalarprodukt

Ueyv := fOT u(t)

- v(t) dt ¥ ]
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Fourier-Analysis

Wiederholung

Berechnung der Fourierkoeffizienten

Sei f: R — R eine T—periodische Funktion, w = 2%. Dann definieren
wir flr alle kK € IN die Fourierkoeffizienten von f durch

2 T
ax = / f(t) cos(kwt)dt,
T Jo
2 T
by = / f(t) sin(kwt)dt.
T Jo
Das Fourierpolynom n—ter Ordnung von f ist

n
(1) ~ % + 3 (ax cos(kuot) + by sin(ket)).
k=1

L}



Fourier-Analysis

Beispiel: Rauschunterdrickung

Ausgangssignal

-2 -1 ‘ 1 2

(1-periodische Fortsetzung f von t +— 2Jt|, -5 < t < 1)

Spektrum (Amplituden)

L}



Fourier-Analysis

Beispiel: Rauschunterdrickung

Verrauschtes Signal

Spektrum (Amplituden)
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Fourier-Analysis

Beispiel: Rauschunterdrickung

Gefiltertes Signal (Amplituden < 0,05 abgeschnitten)

10
0.8
0.6

.4

-2 -1 ‘ 1 2

Spektrum (Amplituden)
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Fourier-Analysis

Tricks beim Berechnen der Fourierkoeffizienten

1. Fdr eine T—periodische Funktion f : R — R gilt

T T/2
/0 f(t)alt = /_ o

2. Fur eine ungerade Funktion f: R — R (z.B. f(t) = sin(t)):

/_LL f(1)dt =

3. Fur eine gerade Funktion f : R — R (z.B. f(t) = cos(t)):

/_Lf(t)dt / f(t

4. Furf,g: R~ Rsei h: R~ R, h(t) := f(t)g(t), dann
» falls f und g gerade = h=f - g gerade,
» falls f und g ungerade = h = f - g gerade,
» falls f ungerade und g gerade = h = f - g ungerade. -I.E



Fourier-Analysis

'Orthogonalitatsrelationen’
Fir alle k,/ € N und w = 2 gilt:
2 T
/ cos(kwt)sin(lwt) dt = 0
T Jo

9

)

N = O

;
2/ cos(kwt) cos(lwt)dt =
T Jo

.
2/ sin(kwt) sin(lwt)dt = {O’
T Jo 1

I

Intepretation

falls k # 1
fals k =/1>0
fals k =/=0

falls k # loder k = =0
falsk=1/>0

Die Funktionen {17, \/?(sin kwt), \/;(cos kwt),k=1,2,---} sind
eine (vollstandige) Orthonormalbasis bzgl. dem Skalarprodukt

Ueyv := fOT u(t)

- v(t) dt ¥ ]



Fourier-Analysis

Approximation im quadratischen Mittel

Definition

Ein T—periodisches trigonometrisches Polynom ¢ approximiert eine
gegebene T—periodische Funktion f im quadratischen Mittel optimal,
wenn

/T(f( t) — ¢(1))?dt  minimal.
0

Satz
Sei f eine stickweise monotone T—periodische Funktion.

1. Das n—te Fourierpolynom ¢, von f ist die beste Approximation
von f im quadratischen Mittel unter allen trigonometrischen
Polynomen der Ordnung n.

2. Der Approximationsfehler fOT(f(t) — ¢n(1))2dt konvergiert fir
n — oo gegen Null. -..ﬁ



Abschlie3ende Bemerkungen

1. Falls f : R — R unstetig in xp, d.h.
dann gilt fir ¢n(t) = 2 + >_1_; (ax cos(kwt) + by sin(kwt))

nleoo ¢n(XO) _ f(XO_) ;— f(X0+)

2. Falls f : R — € und T—periodisch kann man auch mit der
komplexen Fourier-Approximation arbeiten: w := 2%

Yn(t) = cxe™!

k=-n

1 /T oA
o= /O (1) - e~ ket

L}
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1.1 Vorbemerkungen

Analysis I: eine Variable, 1—-dimensionale Funktionswerte

f: R — R, x+— sin(x) 1‘°E

Analysis Il: mehrere Variablen, 1—dimensionale Funktionswerte

h: R? — R, (x,y) — sin(x)sin(y)
Graph:




1.1 Vorbemerkungen

Analysis I: eine Variable, 1—-dimensionale Funktionswerte
f: R — R, X+ sin(x)

Analysis Il: mehrere Variablen, 1—dimensionale Funktionswerte

h: R? — R, (x,y) — sin(x)sin(y)
Graph:
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1.1 Vorbemerkungen

Analysis I: eine Variable, 1—-dimensionale Funktionswerte

f: R — R, x+— sin(x) 1‘°E

Analysis Il: mehrere Variablen, 1—dimensionale Funktionswerte

h: R? — R, (x,y) — sin(x)sin(y)
Hohenlinien:




1.1 Vorbemerkungen

Analysis I: eine Variable, 1—-dimensionale Funktionswerte
f: R — R, X+ sin(x) 1‘°E

Analysis Il: mehrere Variablen, mehrdim. Funktionswerte
v:R% — R2?, (x,y) — (cos(x)sin(y),sin(x) cos(y))

Vektorfeld: . PR B R
\\l{lj/ik\\\f//,
‘,\i*f//&\\\f//,.
AN T
I N R R R
SERERR VAR
N A A

N R
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1.1 Vorbemerkungen

Analysis I: eine Variable, 1—-dimensionale Funktionswerte

f: R — R, x+— sin(x) “’E

Analysis Il: eine Variable, mehrdimensionale Funktionswerte

7: R — R?, t — (cos(t/2),sin(t)/2)
Kurve:

1=0.00007
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1.1 Vorbemerkungen

Analysis |: eine Variable, 1—dimensionale Funktionswerte

f: R — R, X+ sin(x) “’E

Analysis Il: eine Variable, mehrdimensionale Funktionswerte

7: R — R? x R?, t— (cos(t/2),sin(t)/2, — sin(t/2)/2,cos(t)/2)
Kurve mit r

Geschwindigkeitsvektor: 06F

04f

02}

202}
-04f

-06f

L}



1.2 Topologie im R"

Der n—dimensionale Euklidische Raum R”"

X1
» Vektoren, Punkte: X = (xy,...,x,) oder X=
Xn
» Skalarprodukt: X-y = Y"F_4 XkVk = X1Y1 + - .. + XnYn-
» Betrag, Lange, Norm: [¥| = VX - ¥
Fir den Betrag gelten folgende Formeln (c € R, X,y € R")
> [cX| = |cl|X]
> X+ Y <X+ Y Dreiecksungleichung.
» Xy < |X]|Y] Cauchy—Schwarzsche Ungleichung.
> Abstand: |% — J| = \/S0_ (x — Y2
Die Dreiecksungleichung ergibt fir den Abstand
X —Z| < [X =yl +1|y - 2|

L}



1.2 Topologie im R"

Begriffe aus der Topologie im R”

» Offene Kugel um a mit Radius r > 0:
B(a)={XeR"||X—a <r}

» Ein Punkt a € R" heiBt Randpunkt einer Menge A C R", wenn fir

alle r € Ry qilt:
B(a)NA#( und B.(a) N (R"\ A) # 0.

» Ein Punkt 2 € R" heiBt innerer
P"unlft einer Menge A quR”, wenn o
far ein r € R5o gilt: B/(a) C A. (///’Z‘

o ,"Inuégge /
/ ?t;’/uk Ji /

SR

» A C R heif3t offen, wenn kein Randpunkt von A in A enthalten ist.

» A C R" hei3t abgeschlossen, wenn alle Randpunkte von Ain A
enthalten sind.
W



Analysis Il f. Ingenieure

4. Vorlesung 28.10.10

Folien:
Max v. Renesse

nach Vorlagen von

G. Paul Peters

Fakultat Il: Institut fir Mathematik

L}



Wiederholung: 1.2 Topologie im R"
Erinnerung:

» Offene Kugel um a mit Radius r > O:
B/(3)={XcR"||Xx—3 <r).
» Ein Punkt 4 € R" heiBt Randpunkt einer Menge A C R”, wenn es

in allen offenen Kugeln um a solche Punkte gibt, die in A liegen
und welche, die nicht in A liegen.

» Ein Punkt 2 € R” hei3t innerer

Punkt einer Menge A C R", wenn ﬂ/\ >

es eine offene _Kugel um a gibt, die ///7;?; LA e
in A enthalten ist. (A ek /L
\\/ ,?uuk/v

» A C R heif3t offen, wenn kein Randpunkt von A in A enthalten ist.

» A C R heif3t abgeschlossen, wenn alle Randpunkte von Ain A
enthalten sind.
W



Wiederholung: 1.2 Topologie im R"

Satz 6 (Offenheitskriterium)

Eine Menge A C R" ist genau dann offen, wenn alle ihre Punkte
innere Punkte sind.

Weitere Begriffe aus der Topologie im R"

» Eine Menge A C R" heiBt Umgebung von a € A, wenn & innerer
Punkt von A ist.

» Eine Menge A C R" heif3t beschrankt, wenn es ein R € R gibt,
sodass A C Bg(0) ist.

» Eine Menge A C R" heif3t kompakt, wenn sie beschrankt und
abgeschlossen ist.

L}



Wiederholung: 1.2 Topologie im R"

Satz 6 (Offenheitskriterium)

Eine Menge A C R" ist genau dann offen, wenn alle ihre Punkte
innere Punkte sind.

Weitere Begriffe aus der Topologie im R"

» Eine Menge A C R" heiBt Umgebung von a € A, wenn & innerer
Punkt von A ist.

» Eine Menge A C R" heif3t beschrankt, wenn es ein R € R gibt,
sodass A C Bg(0) ist.

» Eine Menge A C R" heif3t kompakt, wenn sie beschrankt und
abgeschlossen ist.

L}



1.3 Konvergenz im R"
Definition 9 (Konvergenz)
Eine Folge (Xx)xen heiBt konvergent gegen &, wenn
lim |Xx —al =0.
Jim_ Xk —al =0
Man schreibt dann
lim Xx = a.
dm =2
Satz 11 (Komponentenweise Konvergenz)

Eine Folge von Vektoren konvergiert genau dann, wenn alle
Komponentenfolgen konvergieren.

Satz 15 (Folgenkompaktheit)

Jede Folge in einer kompakten Teilmenge A C R" enthalt eine in A
konvergente Teilfolge.

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit
Definition 17 (Grenzwert einer Abbildung)

—

fTR">G— R™ aec R", b € R™. Dann sagen wir
f(X) konvergiert gegen b fiir X gegen 3,
wenn fir jede Folge (X )ken in G\ {2} gilt

im % =4 = lim f(X)=b.

k—oo k—oo

Wir schreiben kurz

Definition 19 (Stetigkeit)

f:R"> G — R™ 3 e G.Dann heiBt f stetig in 3, wenn

lim (%) = £(3).

X—a
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1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Definition 17 (Grenzwert einer Abbildung)

f:R"> G— R™ deR", be R™. Dann sagen wir
f(X) konvergiert gegen b fiir ¥ gegen &,

wenn fiir jede Folge (Xx)ken in G\ {a} qilt
im % =4 = lim f(X)=b.

k—o0 k—oo

Wir schreiben kurz

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Definition 19 (Stetigkeit)
f:R"> G — R™, 4 G. Dann heiBt ?stetig in & wenn

Eine Abbildung heif3t stetig, wenn sie in allen Punkten ihres
Definitionsbereiches stetig ist.

Stetigkeit widerlegen

Finde eine gegen a konvergente Folge (Xk)ken in G, sodass
(f(Xk))ke]N nicht oder nicht gegen f( a) konvergiert.

Stetigkeit nachweisen
Finde eine stetige Funktion g: G — R mit g(&) = 0, sodass

(%) - F(3)] < g(X). T



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Beispiele
Beispiel 1
X2 fi
QZRZHR; g(ij):{ W ur(x,y);é(0,0)
0 far (x,y) = (0,0).

g ist stetig in ¥ = 0 = (0,0), denn sei (X = (Xk, Yk))k>0 €ine beliebige
Folge mit X, — 0, dann

. . . X2
19(0) — g(X)| = g(X) = ——E— < |x¢| — 0,

VXt Vi
d.h. fiir alle solche Folgen mit X, — 0 gilt
lim g(Xi) = g(lim X).

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Beispiele

Beispiel 1 (Forts.)

g:R*—R; M&MZ{XWW

Funktionsgraph:

far (x,y) # (0,0)

far (x,y) = (0,0).

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Beispiel 2

fRZ-R; f(x,y) = N f‘?r(xvy)#(o’o)
0 fo(X,y):(0,0)

f ist nicht stetig in X = 0 = (0, 0), denn sei z.B. X := (1,0), dann gilt

lim f(%) =1+#0=f(0)=f(lim %).

k—o0 k—o0

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Beispiel 2
X
fRZ—R; f(x,y):= OVX2+y2
Funktionsgraph:

far (x,y) # (0,

0)
far (x,y) = (0,0

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Satz 22 (Komponentenweise Stetigkeit)

f=(f,...,fn) ist genau dann stetig, wenn alle
Komponentenfunktionen f; stetig sind.

Rechnen mit stetigen Funktionen

» Hintereinanderausfihrungen stetiger Funktionen sind stetig.

» Insbesondere sind stetige Verknipfungen stetiger Funktionen
stetig.

» z.B.: Summe, Differenz, Skalarprodukt, Vektorprodukt, Produkt
einer skalaren Funktion mit einer vektorwertigen, Division durch
eine nicht verschwindende Funktion.

L}



1.4 Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit

Definition
Sei f: R" > G — R eine Funktion. Dann heiBt M € R Maximum (bzw.

Minimum) von f auf G, wenn fir alle X € G gilt f(X) < M (bzw.
f(X) > M) und es ein Xy, € G gibt, sodass f(Xy) = M.

Satz 25 (Extremwerte auf Kompakta)

Eine stetige Funktion nimmt auf einer nicht—leeren kompakten
Teilmenge ihres Definitionsbereiches ihr Maximum und Minimum an.

L}
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Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Erinnerung: Ableitung von Funktionen f: R — R

) Tangente Sekants
Funktionsgraph
2] l

/ fi 200 - fxy)

f()(O}I / X
/ g Kot

L}



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Erinnerung: Ableitung von Funktionen 7 : R — R

1) Tangerte Sekante

Funkionsgraph

| o) fxg)

x
/ o XX
-

Tangente an f im Punkte xo = Gerade g(x) = a+ m- x mit

m = f'(xp) | und ‘ a= f(xo) — mxo ‘

Approximationsfehler

[f(x) = g(x)| = [f(x) — f(x0) = m- (x — X0)| < |X = Xo - r(|X — Xol)
mit

r(|x — xo|) — 0 fiir x — Xo.

L}



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Erinnerung: Ableitung von Funktionen 7 : R — R

Sekante
) Tangente

Funktionsgraph

[ flxg+AX) - o)

Definition/Satz

f: R — R is differenzierbar in Xy € R genau dann, wenn es eine
geeignete Gerade g(x) = a+ m- x gibt, so dass

[17(x) = g(x)| < |x = xo| - r{]x — xo) mit r(|x — xo|) — O fir x — xo

bzw. (aquivalent) falls ex. m € R, so dass

‘ [f(xo + A) — f(x0) — m- A| < |A] - r(|A]) mit r(JA]) — O fir A — 0.‘

Name: m ='f'(xo)’ Ableitung von f im Punkt xo. (= a = f(xo) — mxp) -.ﬁ



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Affin-Lineare Funktionen auf R"

Definition
Eine Funktion g : R" — R der Form g(X) = a+ (v, X) mit festem a € R
bzw. v € R" affin-linear.

Bemerkung: Verallgemeinerungvon R 5 x — g(x) =a+ m-x € R.
Beispiel: n=2,a=2, v =(1,3)

Interpretation: a = Achsenabschnitt, v= Steigungsvektor '..ﬁ



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Differenzierbarkeit von f : R" — R

Definition

f:R"— R is differenzierbar in X, € R" genau dann, wenn es eine
geeignete affin-lineare Funktion g(X) = a+ (v, X) gibt, so dass

If(X) — g(X)| < |X — Xo| - r(]X — Xo|) mit r(|X — Xp|) — O flr X — Xy

bzw. (aquivalent) falls ex. v € R”, so dass

f(% + &) — f(X) — m- A| < |A] - r(JA]) mit r(|A]) — 0 fir A — 0.

Name: v ='df(Xy)’ Ableitung von f im Punkt Xy. (= a = f(Xo) — (V, Xo))-

L}



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Beispiel
Rotationsparaboloid (n = 2): f(X) = f(x,y) = x2 + y?

f(Xo + D) = f(xo + Ax, Yo + Ay)
= XE +2X00x + DZ+ yE + 20y + A2
2X0 AX ~N2 !
=t + (o) () + 18
(X0, ¥0) <2y0 Ay> A
= f(Xo) + (V, &) + | A2

mit V := (2xo,2)p) € R?. Folglich

(X + &) — £(X) — (V. &) = |Af = |&|r(|Al)

mit r(|A|) == |A| — 0, falls [A] — 0. = ist f
diff’bar in )_('0 = (Xo,yo) mit df()?o) = (2X0, 2y0) ﬂﬁ



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Beispiel (Forts.)

Rotationsparaboloid (n = 2): f(X) = f(x,y) = x2 + y?

Bestimmung der Tangente an f Giber FuBpunkt z.B. Xy = (

v =(2x0,2y0) = (1,1) e R?

l >

1
2

J

1
2

)

L}



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Differenzierbarkeit von Abbildungen f:R"— R"

Definition
f1(
Die Abbildung f : R” — R™, f(X) = (

)

) mitfi,--- ,fm:R"— R, is
m(X))

differenzierbar im Punkt X, € R"” genau dann wenn jede der
Komponentenfunktionen fi, - - - , f, in Xo € R" differenzierbar ist.

Die Zeilenmatrix gebildet aus den Ableitungsvektoren der
Komponentenfunktionen

heil3t totales Differential, Funktionalmatrix oder Ableitung von fim
Punkt )?0.

L}



Ableitung von Abbildungen f : RN — R™

Differenzierbarkeit von Abbildungen f:R"— R"

Satz

Die Abbildung f : R" — R ist genau dann differenzierbar in X, mit
Funktionalmatrix M ¢ R™<" wenn

(X + &) — f(X) — M- A = |A|r(|A])

mit

r(|A]) — O fir |A] — 0.

L}
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Satz

Differenzierbare Abbildungen sind stetig.
Beweis
[f(X 4+ A) — £(X)] < [(df(X),A)] + |A|r(A)—0 fir A — 0.

Bemerkung

Die Umkehrung gilt nicht. Bsp.: f(¥) = |X| stetig in 0 aber dort nicht
diff'bar.

L}



Richtungsableitung
Seien G C R" offen und f: G — R™ eine differenzierbare Abbildung.
Dann gilt N (v Lt _ (v

F1(3)7 = t"”(‘) f(xX + tvt) f(X)

fir alle X € Gund v € R". Ist V ein Einheitsvektor, d.h. |V| = 1, so heif3t

-

of o 4 o -
a—v(x) = f(X)v

die Richtungsableitung von f an der Stelle X in Richtung V.

Beispiel: f : R? — R, f(x) = x2+ y2, v=(1,2)

t—0 t
_ 2xt+4yt+ 2 + 412
al, t X+ 4y ¥ ]




1.7 Partielle Ableitung und totales Differential

Definition 35 (Partielle Ableitungen)
Die partielle Ableitung von f: R" 5 G — R™ an der Stelle X ist

—

i fo fx,...,x- tooo,xn) —f(Xq,...,X

a—x::a—ﬂ(x):llm(1 i+ n) = 1 n)
oX; oe; t—0 t

Falls alle part. Ableitungen g—;()"(’), j=1,---,nin X € R" existieren

hei3t f dort partiell differentierbar.

Beispiel: f : R? — R, f(x) = x2 + y?

F o (xR yR—x® P
5()(1)_&% t

. 2xt 4 +12

t—0 t

L}



1.7 Partielle Ableitung und totales Differential

Satz 36 (Bestimmung der Ableitungsmatrix aus partiellen

Ableitungen)

Falls f differenzierbar in X, 80 ist f auch partiell diffbar in X und die
Funktionalmatrix f'(X) = df(X) berechnet sich aus den partiellen

Ableitungen gemap:

ofy (o
4 ax (%)
fo=|

o (X)

of (o
g (X)

Ofn (v
o (X)

Satz 38(Hinreichendes Kriterium flr Differenzierbarkeit)

Existieren fiir f: R" > G — R™ alle partiellen Ableitungen und sind
diese als Funktionen auf in X € G stetig so ist f im Punkt X

differenzierbar.

Bemerkung: Alternative sprechweise: f total differenzierbar.



1.7 Partielle Ableitung und totales Differential

Strategie zum Ableiten

» Stetig? Ja oder weif3 nicht: weitermachen. Nein: Abbildung ist
nicht differenzierbar (kbnnte aber partiell differenzierbar sein).

» Partielle Ableitungen bestimmen. Wenn das nicht geht: nicht
differenzierbar.

» Partielle Ableitungen stetig?

» Ja: Funktion ist differenzierbar, Ableitungsmatrix aus partiellen
Ableitungen.

» Nein: Fehlergrenzwert aus der Definition der Differenzierbarkeit
untersuchen. Die Matrix A ist dabei durch die partiellen Ableitungen
gegeben.

L}



1.7 Partielle Ableitung und totales Differential

Beispiel 1: f(x, y) : R?2 — R, f(x,y) = x2 + y?

of
oK) =2x=19(x,y)
R? 5 (x,y) — g(x,y) = 2x stetige Funktion,/
5700 =2y = h(x.y)
R2 5 (x,y) — h(x, y) = 2y stetige Funktion,/
= f differenzierbar in jedem Punkt X € R? mit df(X) = (2x, 2y).

L}



1.7 Partielle Ableitung und totales Differential

Beispiel 2: f(x,y): R? — R, f(x,y) = { oV 1578
inX#0:
L YRRty A
%(X) = x2+y22 22— g(x,y)
inX=0

(%) = lim_o (OO0 _ jim, ;0= 0.

Also z.B. fiir % = (1/k,1/k) — 0

. of o Sy V2
Illr(na—x(xk) = Illr(ng(xk) = Illr(n 2(1})2
ve- s of
_ V2 — 9 iim x
= Illr(n 5 #0 = 8x(“m Xk)

= Die Funktion R? > X — 9£(X) € R istim Punkt ¥ = 0 nicht stetig,
d.h. hinreichendes Kriterium nicht anwendbar. -llﬁ



1.7 Partielle Ableitung und totales Differential

Beispiel 2 (Forts.): f(x,y) = xy/y/X? + y?

Analog: in ¥ =0 :
(%) = limy_o (00100 — fim;_50 = 0.
Behauptung: f ist tatsachlich nicht diffbar in ¥ = 0,
denn andernfalls muss also (nach Satz 36)
af(0) = (5£(0), 4£(0)) = (0,0)
Seinun z.B. A = (A,A) € R2, dann

. - L o 1
[f(0+A) — £(0) — (df(0), &) = |f(A)] = !A\\ﬁ
= |A|r(A) mit r(A) :=2 4 0 fir A — 0.

= f ist partiell differenzierbar in X = 0 aber dort nicht (total)
differenzierbar.

L}



Beispiel 2 (Forts.): f(x, y) = xy/\/X2 + y?

Funktionsgraph:

L L L 1 "
-10 —-0.5 0.0 0.5

('Doppelknick’) ~ keine Tangentialebene tiber ¥ = 0.

L}
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1.8 Gradient

Definition 40 (Gradient)

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f: R" D G — IR ist die
Ableitung f'(X) interpretiert als Vektor oder, genauer, Vektorfeld:

8)(1( ) T
or of
%(X)

L}



1.8 Gradient

Gradient und Richtungsableitung
Sei v € R" mit |V| = 1, dann gilt fiir die Richtungsableitung:

:;'_;()?) = grad; f - V = | grad; f| cos(4(grad; f, V))

Beispiel: f : R? — R, f(x,y) = X2 + y2,V = (2) € R?

g()—(’): lim f(X+tV1vy+tV2)_f(X7y)
8\7 t—0 t
— lim (X+tV1)2+(y—|—tV2)2—X2—y2
t—0 t
2t t2v2 + 2t 2v2 .
_ tllng XVi + 1°Vy ‘;‘ yVo + V5 = 2XVi + 2yVp = <(§§>7 V).

L}



1.8 Gradient

Satz 41 (Bedeutung des Gradienten)

Der Gradient einer Funktion f (eines skalaren Feldes) weist in die
Richtung des starksten Anstiegs von f. Er steht senkrecht auf den
Niveaus von f.

Ne:={XeR"|f(X)=c}
hei3t das c—Niveau (n = 2: Héhenlinie, n = 3: Niveauflache) von f,
ceR.

L}



1.8 Gradient

f(x, ) = sin(x) sin(y)

_ (cos(x)sin(y)
grad(X,y) f= (sin(X) COS(}’))

!

-

-~ N\ f//*\\tﬁj/”
,‘\\if//'»\\w//"
«//4\\\jj;;w§\\t
TN T
RN A

\

SNy l//‘

t
‘\\~}//#\\ [ A
..//l\\\k‘-yA N
SN
S s
PN *‘r/lll“




1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Anwendungen des Gradienten (I)

» Kraft auf einen Ladungstrager im Elekirischen Potentialfeld
R? > p— ¢(p) € R
F(B) = =Ve(p)

» Horizontale Geschwindigkeit eines ('Uberdampften’)
Massekérpers in Héhenlandschaft R 5 p — ¢(p) € R

— =

V(p) = =Ve(p)

» Flachennormale einer Flache
F ={Z=(x,¢(x)) |x € R¥} C R¥*"im Punkt z = (p, ¢(p))

I/}‘(Z) — 1 <_v90(p)) )
VI+IVePPR \ T

L}



1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

lllustration

F ={(x,¢(x)) |x € R} c R

I/].'( ) _ 1 <_v90(p)
T+ [Ve(p)2 \ 1

).

L}



1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Anwendungen des Gradienten (lI): Gradient und
Messfehler

= — - = T
f(X + Ax) ~ f(X) + f(X)Ax

Beispiel 37: Daumenregel fir Wirkung von (Mess-)Fehlern

» Messdaten X = (xi, ..., X,) mit Fehlern AxX = (AXq,. .., AXp).

» Eine differenzierbare Formel f: R” > G — R™ fiir eine
interessante Grof3e.

» Daumenregel flr die Auswirkung Af = f(X + Ax) — f(X) der
Messfehler auf die interessante Grof3e f:
T FEr = O s ot
f~f(X)Ax = x (X)Axy + ...+ aXn(x)Ax,,

L}



1.12 Fehlerapproximation und Fehlerschranken

Satz 58: Fehlerschrankensatz

f: R" O G — R differenzierbar, G offen, X,y € G und ihre
Verbindungsstrecke Xy C G. Existieren Schranken M, ..., M,, sodass
far alle Z € Xy gilt

of .

_ < M..
8X,‘ (Z) Ml

Dann gilt
F(X) — F) <D Milx; — yil.
i

Auswirkung von Messfehlern
IAf] <) Mi|Ax|.
i

L}
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1.10 Rechenregeln fiir die Differentiation

Summe und Skalarprodukt mit Konstanten

Seien f g: R" > G — R differenzierbar und ¢ € R. Dann ist f+g
und cf differenzierbar und (f +9) = f+d, (cf) =cf'.

Produkiregeln

» -R"D>G—R,g: R"D> G — R™ diff.bar:
L afg _ of . .9g
fg diff.bar und a—xj = ax/g + fax,-

» ,G: R" > G — R™ diff.bar:

of-g of . - 99

f - g diff.bar und ox, ax, g+f'87xj
» ,G: R" > G — RR® diff.bar:
S ofxg of . - a3
f x g diff.bar und ox; _6—)(j><g+f><a—xj

L}



1.10 Rechenregeln fiir die Differentiation

Satz 50 (Kettenregel mit partiellen Ableitungen)

af ° g agl
Z 8x, 8x, (X)

Satz 49 (Kettenregel mit Ableitungsmatrizen)

Hat man differenzierbare Abbildungen g: R” > G — R™ und
f:R™> G — RP, so ist die Komposition fo g dort wo sie definiert ist
differenzierbar und 2

(fog)'(x) = F(g(x))d (X)

Rechenregeln fir den Gradienten

grad(fg) = ggrad f + fgrad g grad(fog)=(f'og)gradg
f,g: R"— R ffR—R,g:R" =R

L}
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1.11 Koordinatensysteme

Ebene Polarkoordinaten

|

Radius p, Winkel ¢:

x:pcos¢ y =psing,
< —cos¢, a¢ = —psing,
a )

a9y = Sing, 5t = pcosé.
p=\/X2+y2,

9p _x O _ Yy

ox — proy = p’
00 _ _y 9 _ x

ox T p2 9y T p?”

Y

L}



1.11 Koordinatensysteme

Zylinderkoordinaten

» Radius p, Winkel ¢, H6he z:

> X =pCOS¢,y =psSing,z=2.

L}



1.11 Koordinatensysteme

Kugelkoordinaten
» Radius r, geographische Breite 6, Lange ¢:

» X =rsinfcosg¢,y =rsinfsing, z=rcosé,

> % —sinfcos g, %% = rcos6 cos ¢, g—; = —rsinfdsing,
> —y = sin@sing, % = rcosfsing, 2% = rsiné cos ¢,
> W—cose, 80f—rsm0, 55 = .

> r=/XxX2+y2+22 0

b O _Xx O _y o _z

ox — r>9y — r>dz  r’
06 __ cosfcos¢p 9O __ cosfsing

ox r Yoy T r ’ .
00 __ _siné
0z — r

> dp _  sing 0¢p __ coso @_0
Ox — rsin@’ 9y ~ rsing’ 9z — -
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1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Hohere Ableitungen

Definition 61

Sei f: R" > G — R. Die zweiten partiellen Ableitungen von f sind

or 0 (5)

0X;0X; : OX;
falls g—;l_ nach x; partiell differenzierbar ist.
Satz von Schwarz
Sei f: R" > G — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

?f  0°f
oxj0x; — 0Xj0X;

L}



1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Satz 62 (Taylorformel 2. Ordnung)

Sei f: R" > G — R zweimal stetig partiell differenzierbar, XAx C G.
Dann gibt es ein t €]0, 1[ sodass

2
f(% + Dx) = f(% Z (x)A, ZzalafijrtAx)Ax,Ax,

Es gilt dartber hmaus

L " 0%

f(% + Ax) = f(%) + Z 2 . 5xo% ————(X)Ax;Ax; + Fehler
- 82f

f(x + Ax )+ Z 2 ax,ax, X)Ax;Ax; + Fehler

Taylorpolynom

Fehler
Bx—0 |AX|2 - ﬂﬁ

mit




1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Hesse-Matrix

Bezeichnung
Die Matrix

82f nxn
A= (alj) B (axiaxj),’j_1...n €R

wird auch Hesse-Matrix Hess;, (f) der Funktion f: R" — R (an der
Stelle Xo € R") genannt.

Taylorformel 2.0rdnung — Kurzschreibweise

—

(A, Hessz(f)A).

>y

f(X + A) ~ f(X) + (VI(X),A) +

N =

L}



1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Beispiel: f(x, y) = sin(x) sin(y)

cos(x) sin(y)
grady ) f = (sin(X) COS(J/))

_ (—sin(x)sin(y) cos(x)cos(y)
Hess(yf = (cos(x) cos(y) sin(x)(— sin(y)))

L}



1.13 Hohere Ableitungen und Extremwerte
Beispiel (Forts.):

Xo = (0,0),

_ Y "
iﬁ;\ Raz.

SR el || | 7
AN

W
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Wiederholung

Definition
Die Matrix

: Hessematrix
9% (o 2f (o
8—)(12(X0) . e 78)("8)(1 (Xo)
Hess; f = : :
32f - 2f —
axox;, (o) - gxg (%)

heiBt Hessematrix von f in Xg.

Definition: Hesseform
Die Abbildung

hess; f: R" — R,

heiBt Hesseform von f in X.

hessy, f(U) := (U, Hessy, f - U)

L}



Wiederholung

Satz 62 (Taylorformel 2. Ordnung)

Sei f: R" > G — R zweimal stetig partiell differenzierbar,
X(X + A_))() C G. Dann gibt es ein t €]0, 1], sodass

n

1 0?f -
f(X + Ax Z ox 2 . Dx0x (X + tAX)AX;AX;.
Es gilt dartiber hinaus . . _
grad« f-Ax Afo”()'(')Ax
! 82f
f(% + Dx) = f(% Z X+ Z x x)Ax,Ax, + Fehler

Taylorpolynom

“ Fehler

Ax—0 |AX|2 . ﬂﬁ

mit



Wiederholung

Definition (Extrema)

Sei f: R" > G — R. Dann hat f in Xy € G ein lokales Maximum (bzw.

Minimum), wenn fir alle X € G in einer Umgebung von ¥ gilt
f(%) > f(X)  (ozw. f(%) < f(X)).

Sie heiBBen strikt, falls man > durch > (bzw. < durch <) fUr X # X
ersetzen kann, und schwach falls dies nicht méglich ist. Gelten die
Ungleichungen auf ganz G so hei3t das Extremum global.

L}



Wiederholung

Beispiele

AR

ST
\

2 strikt. glob. Max., 1 Sattelst.
oo-viele strikt. lok. Max. und Min.

Ein strikt. lok. Min.
oo-viele schw. lok. Max.

L}



Wiederholung

Notwendiges Kriterium

Satz 63 (notwendiges Kriterium, kritische Punkte)

Sei f: R" > G — R differenzierbar. Wenn f in einem inneren Punkt X
von G ein lokales Maximum oder Minimum besitzt, dann ist

grady f=0.

Punkte in denen der Gradient verschwindet hei3en kritische Punkte.

L}



1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Satz 64 (Lokale Extrema: hinreichendes Kriterium)

Sei G C R" offen, f: G — R zweimal stetig partiell differenzierbar,
Xo € Gund
grady f=0.
(i) Gilt hessy f(u)> 0 fir alle d # 0, dann hat f in X, ein striktes
lokales Minimum.
(i) Gilt hessy, f(i)< 0 fir alle 7 # 0, dann hat f in X, ein striktes
lokales Maximum.
(i) Wechselt hessy, f(0) flr verschiedene U das Vorzeichen, dann hat
f in X kein lokales Extremum.
(iv) Sonst liefert dieses Kriterium keine Auskuntt.
Die Hesseform hei3t im Fall (i) positiv, im Fall (ii) negativ definit, im Fall
(i) indefinit und in den Fallen (iv) positiv bzw. negativ semidefinit.
L]



1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Bedeutung von pos. bzw. neg. bzw. in— definit

Beispiel: Fir A € R®*? setze f(X) = f(x,y) = ((}),A- (}))-
Funktionsgraphen

P
iy 7~ 'y 5

~s Minimum ~ Maximum




1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Satz 65 (Spezialfall 2 Variablen)

Sei G ¢ R? offen, f: G — R zweimal stetig partiell differenzierbar,

(X0, ¥0) € Gund
of

of

5y 0:Y0) = y( 0,Y0) =0.

(i) Wenn det(f”(xo,¥))> 0 und 2 8x2 I (X0, ¥0)> 0, dann hat f in (xo, o)
ein striktes lokales Minimum.

(i) Wenn det(f"(xo, ¥0))> 0 und 2 ax2 (xo ¥0)< 0, dann hat f in (xp, o)
ein striktes lokales Maximum.

(iii) Wenn det(f”(xo, ¥0))< 0, dann hat f in (xp, o) kein lokales
Extremum.

L}



1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Beispiel: f(x, y) = sin(x) sin(y)

cos(x) sin(y)
grady ) f = (sin(X) COS(J/))

_ (—sin(x)sin(y) cos(x)cos(y)
Hess(yf = (cos(x) cos(y) sin(x)(— sin(y)))

L}



1.13 Héhere Ableitungen und Extremwerte

Beispiel (Forts.): f(x, y) = sin(x) sin(y) -

Kritische Punkte: X = (25, 21 1) bzw. X = (kn, IT), k, | € N,

detHessy ) f = sin ( )sin?(y) — cos?(x) cos?(x)
In den kritischen Punkten

+1 falls (x,y) = (3 r, 230
_ ~~ lok. (strikt.) Extremstelle
det(Hessen’) =4 1 talis (x, y) = (kr, In).
~ Sattelstelle.
Vorzeichenkriterium fir (Hess x yf)11 = —sin(x) sin(y)

—1 fur (x,y) = ((2k + })m, (2] + 3)) bzw.
(x,y) = ((2k + 3)m, (2] + 3)m)

(HesS oy Hfar (x,y) = ((2k + 1), (21 + $)r) bzw.
(x,y) = ((2k + 3)m, (2] + 5)m)

~ lok. (strikt.) Maximalstelle, sogar global

~ lok. (strikt.) Minimalstelle, sogar globanﬁ
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Extrema unter Nebenbedingunen

Beispiel: Finde Volumen-maximalen Quader innerhalb des Ellpsoids
E:{§+y—;+z—g§1}cR3.

4 rr"\" — — |
4 ‘ |
: Djl ‘ |
"

2
2T
T ]
-2 ;]';-—rkkr_ <0
T | -

-4

Klar: Die acht Eckpunkte liegen am besten auf dem Rand von E.
~~ Teil-Problem im 1. Quadranten {x > 0,y > 0,z > 0} C RS:

Diagonal-Eckpunkt habe die Koordinaten X = (x, y, ).
~~ Volumen-Funktion f(x, y, z) = 8xyz

~ Nebenbedingung g(x,y,z) = 0 mit g(x,y,2) = % + % + Z —

= | Finde Maximum von f unter Nebenbedingung {g = 0}/ \ b1 /]




1.14 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Satz 69 (Lagrange—Methode)

Sei G C R" offen, f,g: G — R stetig partiell differenzierbar. Wenn f in
X € G ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 hat,
dann

Fall 1: gibt es ein A € R, sodass

grady f = Agradzg,  g(X) =0,

oder

Fall 2:
gradyg =0,  g(X)=0.

Der Faktor A aus Fall 1 heif3t Lagrange—Multiplikator.

L}



1.14 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Geometrische Bedeutung

fxy)

X

-

< T 8oy =
SN fep=d, "t 2

————
v T

~» Finde alle Niveaus d € R, so dass zugeh. Niveauline {f = d} die
Menge der zuléassigen Punkte {g = c} (tangential) beruhrt.

~» BerUhrpunkte = Kandidaten fir lok. Extremstellen von f auf der

Menge {g = c}.

L}



1.14 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Beispiel (Forts.) — Volumenmax. Quader in Ellipsoid

yz
Vi(x,y,z)=8 (xz) , Vg(x,y,z)=2 ( )

Xy

Notw. Bedingung fir lok. Extrema X,: Es ex. A € R, so dass
AVI(X) = Vg(X)
(Vier Gleichungen fiir vier Unbekannte x, y, z, \.) Ldsungen:
1. Fall: x 20,y #£ 0,z #0:

X = \/é’y* - \/g’z* =8 A= 12\/\/,%0‘
2. Fall: z=0,)\ = 0 und x, y bel. so dass x?/A+ y?/B = 1
3.Fall: y =0,\ = 0und x, z bel. so dass x?/A+ z2/C = 1
4. Fall: x =0,\=0und y, z bel. so dass y?/B + z?/C = 1
Vergleich: f(X.) > 0in Fall 1 und f(X) = 0 in Fallen 2 — 4.

|~ Fall 1 liefert Maximum. |

QINTII=DI*

L}



1.14 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Zusammenfassung Extrema

f:R">G—R.

» f stetig und G kompakt, dann werden Maximum und Minimum auf
G angenommen.

» Lokales Maximum / Minimum im Inneren von G erfiillt grad f = 0.
Typ des lokalen Extremums Uber 2. Ableitung.

» Auf dem Rand: auflésen, parametrisieren oder
Lagrange—Methode.

L}
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Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Satz 69 (Lagrange—Methode)

Sei G C R" offen, f,g: G — R stetig partiell differenzierbar. Wenn f in
X € G ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 hat,
dann

Fall 1: gibt es ein A € R, sodass
grady f = A grady g, gxX) =0,

oder

Fall 2:
grady; g = 0, g(x¥)=0.

Der Faktor X\ aus Fall 1 heif3t Lagrange—Multiplikator.

Bezeichnung

Falls einer der beiden Falle in X eintritt, heiBt X 'kritisch(-er Punkt)’.

L}



Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Alternative Formulierungen

Variante 2 (Bedingungen an grad f).

Ein Punkt X mit g(X) = 0 heiBt kritisch falls grad; f = 0 oder
pgrady f = grady g, fur ein geeignetes . € R.

Variante 3 (Symmetrische Bedingungen an grad f und grad g).

Ein Punkt X mit g(¥) = 0 heiBt kritisch falls gradg f = 0 oder
gradz g = 0 oder falls . grad; f = grad; g, fir ein € R\ {0}.

Variante 4 (Ohne Multiplikator.)
Ein Punkt X mit g(X) = 0 heiBt kritisch falls dort

of og of og . .

9 _Z 79 1....
Alle diese Formulierungen sind aquivalent. Insbesondere ist der
Zahlwert von \ bzw. p irrelevant (vergl. Variante 4).

L}



Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Beispiel

Gegeben: Punkt G = (2,2,2) e R3und f: R? — R, h(x,y) = x2 + y2.
Gesucht: Minimaler Abstand von g zum Funktionsgraphen von h.
~ Zielfunktion (Quadrat des Abstands von (x, y, z) zu q)

f(x.y,2) = (x =22+ (y = 2)* + (2 - 2)?
und Nebenbedingung

g(x,y,2) =x*+y?—z=0.

Lagrange-Bedingung fir krit. Punkte x.: Es ex. ein A, € R, so dass
MAVIE(X) =Vgo(X.) & g(x.)=0.
@A( ;) (gz)&xquyQ:z

2(z 2)

(Gleichungen (1)-(3) (zeilenweise) und (4).)
Division E ; X—‘g = —2x & X = 525; analog g; Y =

Einsetzen in (4) ~» ) (22273)2 =z&2z(2z2-3)% = 16

L}



Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen
Beispiel (Forts.)

Cardano-Formeln fir Gleichung 3. Grades

1/3
Wz*_2<2+(7 4\F) +(7+4v3) >%2.41
Ruckeinsetzen fur x, y
~ X* — -y>|< e

2 ~
—14(7-4v3) P (7+4v3) P 1.098

Funktionswert von f an krit. Stelle X,
(X Vir 22) = (X% — 22 + (Yo — 2% + (2 - 2)?
( 24 (7-4V3)"° 1 (74 4v3)'3)?

2 2
ra@- 4 (7-4V3)"% 4 (7+4\/§)1/3)

m—n"\

~ 1.76

(Bem.: A\, kann aus x, und (1) bestimmt werden, hier irrelevant.)
(x«, \) ist die einzige Losung, d.h. X, ist der einzige kritische Punkt. -.E
Wegen f(x,y, z) — oo flr x, y, z — oo muss X. Minimalstelle sein. I



Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Bemerkung zur Wahl der Funktion g

Beispiel: Finde Minimum der Funktion f(x, y) = x(1 + y) fir X = (})
aus dem Einheitskreis S;(0) c R2. )
Beachte: Unendlich viele Mdglichkeiten, den Einheitskreis S'(0) als
Null-Niveaumenge {g = 0} einer Funktion darzustellen, z.B.
g(x,y)=x*+y?>—1, oder g(x,y)=(x*+y?—1)
~ Mehrere Ansatze in der Lagrange-Methode mdéglich
Beispiel: (Lagrange-Ansatz mit g)
AVIE(X) =Vgo(X.) & g(x.)=0.

SA()=(2) & X +yE=1
Bestimmung der Lésungsmenge: Drei Paare von Lésungen (., X.). ~
drei kritische Stellen

~(1 (2 =(3

A0 = (0,1), %9 = (-3, %P = (1. -/}

Vergleich der Funktionswerte ~- )Z£2) Minimalstelle, )?*(3) Maximalstelle.

L}




Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Beispiel (Forts.): Selbe Aufgabe, doch diesmal Lagrange-Ansatz mit g:
AVIE(X)=Va(X) & g(x)=0.

e, = (<x2+y2f1>2x) &(xX2+y2—-12=0

X2 +y2 —1)2y

Bestimmung der Losungsmenge: Unendllich vielen Loésungen der
Form

(A, X.) = (0,%), falls X € S;(0) d.h. falls x2 + y2 = 1.
Jeder zulassige Punkt X € Sq(0) ist ein kritischer Punkt X,, d.h.
inbsesondere unendlich viele kritische Stellen. Vergleich aller zugeh.
Funktionswerte (haufig) nicht durchfihrbar. )~~ Lagrange-Methode mit
g liefert keinen Informationsgewinn!.)

Zur Verbesserung der Lagrange-Methode:
~» Wahle g so, dass {Vg = 6} N {g = 0} mdglichst ’klein’!

L}
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2.1 Klassische Differentialoperatoren

Definition (Klassische Differentialoperatoren)

» Nabla: V := (%,...,%)T.

.
» Gradient: gradf =Vf= (a%v---ve%fn) .

> Divergenz: divié:=V - V=344 .. +54 V:R">G— R".

Gilt div¥ = 0, so heiBt V quell— oder divergenzfrei.
ovg  Ovp

3, " %
» Rotation: rot¥:=V x v = Z—g—%ﬁ ,Vv:R3> G— RS,
6V2 8V1

x4 9xp
Gilt rot¥ = 0, so heiBt vV wirbel— oder rotationsfrei.

L}



2.1 Klassische Differentialoperatoren

Produktregeln

Seienf,g: R"> G— RundV,w: R" > G — R".

» grad(fg) =fgradg +ggradf
V(fg) = fVg + gVf.
» div(fV) = (gradf) - V + fdivv
V. (fé)=Vf-V+ V-V
n=3:
> rot( V) = (gradf) x vV + frotv
x (FF) = (VF) x V + FV x 7
> d|v(|7’ W) = (rotv) - w — v - rotw
V-(Vxw)=(VxV)-w—-V-(Vxw)

L}



2.1 Klassische Differentialoperatoren

Physikalische Bedeutung der Divergenz

» Vektorfeld v : R® — R3
= Geschwindigkeitsfeld einer (stationaren) Stromung.

» Zu X € R3 sei Qy(h) Warfel mit Kantenlange h > 0 und
Mittelpunkt X.

» Fir t > 0 sei Qu(X, t) die ‘Blase’, die durch Fliessen von Qp(X) mit
der Strémung entstanden ist.

» Dann ist

1 VOI(Q(R, 1)) — VoI(Qn(X))
div(v)(x) = lim lim Vol(Qn(X))

~ Divergenz = Relative Volumenanderung von Volumenelementen die
geman Geschwindigkeitsfeld v durch den Raum stromen.
L]



2.1 Klassische Differentialoperatoren

Beispiel

t=0:

o (.- 2. 3)
time ——0————
0 =0Tt
point ' {2,0,0] (2,1, -1] {0,2,0] {12,12,1] point ' {2,0,0] (2,1, -1 {0,2,0] {12,12,1]
motes x| motes &
paths ® paths ®

N
C

0. (incompressible)

Indeterminate

divergence = 0. (incompressible)
average rate = 2% o
(V, = 0125; Vg = 0.125)
E

divergence =

average rate =
(v, = 0125V, = 0.125)
¥

Quelle: http://demonstrations.wolfram.com/ExpansionAndDivergence/
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Physikalische Bedeutung

» Vektorfeld v : R3 — R3 =

der Rotation

Geschwindigkeitsfeld einer

Strdmung

» Gegeben: Position X im
Strémungsfeld

a Einheits-Richtungsvektor
» By(X) = (Masseloser) Testballon,

Radius h, Mittelpunkt X,
Drehachse a

» Reibung an der Oberflache von B

~ B rotiert .

Drehfrequenz von B, (

r—0 Oberflache von B,(X

= (rotv(X), a).

X)
) <

L}



Kanonische Zerlegung von (Ableitungs-) Matrizen

Matrix-Fall. Gegeben A € R3*3

1 T
A= S(A+AT)+

Mit A* symmetrisch und (A#)" = —A# antisymmetrisch
~ AFX = a8 x X

1(A—AT):A*+A#

Vektorfeld-Fall. Gegeben 4 : R® — R3

—_

du(X) = %(du +du”) + =(du—du") = du* + du”

N

Mit du* symmetrisch und (du®)T = —du# antisymmetrisch
~ | dut X = rot(d) x X

L}



Quellenfrei und Wirbelfrei

Definition
» vV:R"— R" ‘quellfrei’ (oder auch ’inkompressibel’), falls
div(v) =0
» v:R3— RS wirbelfrei’, falls
rot(v) =0

Beispiele: v = rot(u) quellfrei und v = V¢ wirbelfrei.
Satz. (Kanonische Zerleung von Vektorfeldern)

Sei U : R3 — R3 zwei Mal stetig differenzierbar. Dann existieren ein
é : R® — R und ein quellfreies v : R® — R3, s.d.

U=Vo+Vv

L}



Kanonische Zerlegung von Vektorfeldern (Forts.)

Eigenschaften der Kanon. Zerlegung

Sei U : R3® — R3 zwei Mal stetig differenzierbar s.d.

mit ¢ : R® — R und v : R® — R3 quellfrei.
> dut =V2¢; du¥X = rot(V) x x.
» div U = div(V¢) und rot(d) = rot(V).
» V¢ heiBBt ‘Quellanteil’ von .
» V heiBt ‘Wirbelanteil’ von .

L}



Anwendungen von grad, div, rot in der Technik

» Kraft auf Punktladung e in X in elektr. Potentialfeld

F(X) = —gradzs

» Anderungsrate fiir Dichteverteilung X — p(t, x) durch Strémung

PX) = —div(p?) (%)

» Magnetfeld induziert von Ladungsflussf

-

B = rot())

L}



Grad, Div, Rot in anderen Koordinaten

Beispiel Zylinderkoordinaten

radu — au 41 10u + aua
& 20 T 06"
v 10v 60 1
avm ey 100 O 1,
p  p 0 p’
. (10v. Oy dv, Ov.\ | (8% 10y,
o= (15 az) (G- %)+ (5 o
A Pu 10u 1 %u  %u
" — g

o " oo " 067

L}
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Beobachtung

Sei u: R® 5 G — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
rotgradu = 0.

Definition 86 (Potential / Potentialfeld)

Sei vV: R" D G — R" ein Vektorfeld. Gibt es u: G — R, sodass
gradu = —V,
so heiBt u Potential von v und v Potential— oder konservatives Feld.

Satz 87 & 89 (Potentialbedingung)

G offen, v: R® 5 G — RR?® stetig differenzierbar:

rotv =0
— und G konvex

L . . oo v | oy
(Beliebige Dimension: rot ¥ = 0 durch 5 = g—f(j{ ersetzen.)

Vv Potentialfeld

L}



Konvexe Mengen

Konvex

Nicht konvex

L



Sternférmig und Einfach-Zusammenhangend

Sternférmig

Einf. Zusammenhangend

~

Y

Nicht Einf. Zusammenhangend
X

[ D

L}



Beobachtung

Sei w: R® > G — RR® zweimal stetig partiell differenzierbar.
divrotd = 0.

Definition (Vektorpotential)

Sei V: R® O G — R? ein Vektorfeld. Ein Vektorfeld w: G — R" mit
rotw = v,

heiBt Vektorpotential von V.

Satz 92

G offen, 7: R® 5 G — R? stetig differenzierbar:

= divi=0

<= und G konvex (rone: )

einfach zusammenhéngend 15

V besitzt Vektorpotential



Kanonische Zerlegung eines Vektorfelds (Teil II)

Satz. (Kanonische Zerleung von Vektorfeldern)

Sei i : R® — RS zwei Mal stetig differenzierbar und fiir ein geeignetes
R > 0 gelte V(X) = 0 fur |X] > R.

Dann existieren ein ¢ : R3 — R und ein w : R® — R3, s.d.

\U:grad¢+roth/

L}



Differentiation in Nicht-Euklidischen Koordinaten

Beispiel Polarkoordinaten

> X =pCoS¢,y =psing, p=+/x2+y?,

- X\ [(coso - -y\ [—sing
w-i(p)- (@) e-i(Y)- (&)

L}



Differentialoperatoren in Polarkoordinaten

> X =pCoSe,y =psing, p=/x?+y2,

g 1 X\ _ Ccos ¢ g -1 Y\ _ —sing
P~ \y sing /’ = b\ x coso )°
’g—)’:_{:cos@ g’; ’;:sinqs,

o _ ¥ i 9 _x _1

xR M Gy T T,

> gradu = L&, + 15U&,,

- o L .
divi =52 +15% 4 1y, 7 =v,8,+ vs&

> Ahnliche Formeln in Zylinder— und Kugelkoordinaten im Skript
(dann auch Formeln fir die Rotation).

L}



Der Laplace-Operator

Definition: Laplace—Operator

o%u o%u
Au:=div(gradu) = — + ...+ —5
Vigradu) ox? " OX3
Anwendungen in der Technik
» Warmeleitungsgleichung
oT
— = MAT
ot A
» Wellengleichung
d?u
» Poisson-Gleichung der Elektrostatik
Ap = —p.

( Elekrisches Feld ¢ induziert von Raumladungsdichte p)

L}



Beispiel Warmeausbreitung

Rechteckige Platte, linke Kante isoliert, alle anderen Kanten auf 0
Grad Celsius.

L}
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Beobachtung

Sei u: R® 5 G — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
rotgradu = 0.

Definition 86 (Potential / Potentialfeld)

Sei vV: R" D G — R" ein Vektorfeld. Gibt es u: G — R, sodass
gradu = —V,
so heiBt u Potential von v und v Potential— oder konservatives Feld.

Satz 87 & 89 (Potentialbedingung)

G offen, v: R® 5 G — RR?® stetig differenzierbar:

rotv =0
— und G konvex

L . . oo v | oy
(Beliebige Dimension: rot ¥ = 0 durch 5 = g—f(j{ ersetzen.)

Vv Potentialfeld

L}



Konvexe Mengen

Konvex

Nicht konvex

L



Sternférmig und Einfach-Zusammenhangend

Sternférmig

Einf. Zusammenhangend

~

Y

Nicht Einf. Zusammenhangend
X

[ D

L}



Beobachtung

Sei w: R® > G — RR® zweimal stetig partiell differenzierbar.
divrotd = 0.

Definition (Vektorpotential)

Sei V: R® O G — R? ein Vektorfeld. Ein Vektorfeld w: G — R" mit
rotw = v,

heiBt Vektorpotential von V.

Satz 92

G offen, 7: R® 5 G — R? stetig differenzierbar:

= divi=0

<= und G konvex (rone: )

einfach zusammenhéngend 15

V besitzt Vektorpotential



Kanonische Zerlegung eines Vektorfelds (Teil II)

Satz. (Kanonische Zerleung von Vektorfeldern)

Sei i : R® — RS zwei Mal stetig differenzierbar und fiir ein geeignetes
R > 0 gelte V(X) = 0 fur |X] > R.

Dann existieren ein ¢ : R3 — R und ein w : R® — R3, s.d.

\U:grad¢+roth/

L}



Differentiation in Nicht-Euklidischen Koordinaten

Beispiel Polarkoordinaten

> X =pCoS¢,y =psing, p=+/x2+y?,

- X\ [(coso - -y\ [—sing
w-i(p)- (@) e-i(Y)- (&)

L}



Differentialoperatoren in Polarkoordinaten

> X =pCoSe,y =psing, p=/x?+y2,

g 1 X\ _ Ccos ¢ g -1 Y\ _ —sing
P~ \y sing /’ = b\ x coso )°
’g—)’:_{:cos@ g’; ’;:sinqs,

o _ ¥ i 9 _x _1

xR M Gy T T,

> gradu = L&, + 15U&,,

- o L .
divi =52 +15% 4 1y, 7 =v,8,+ vs&

> Ahnliche Formeln in Zylinder— und Kugelkoordinaten im Skript
(dann auch Formeln fir die Rotation).

L}



Der Laplace-Operator

Definition: Laplace—Operator

o%u o%u
Au:=div(gradu) = — + ...+ —5
Vigradu) ox? " OX3
Anwendungen in der Technik
» Warmeleitungsgleichung
oT
— = MAT
ot A
» Wellengleichung
d?u
» Poisson-Gleichung der Elektrostatik
Ap = —p.

( Elekrisches Feld ¢ induziert von Raumladungsdichte p)

L}



Beispiel Warmeausbreitung

Rechteckige Platte, linke Kante isoliert, alle anderen Kanten auf 0
Grad Celsius.

L}
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Definition 99 (Kurvenintegral von Vektorfeldern)

Fir ein stetiges Vektorfeld F: R" > G — R" und eine stetig
differenzierbare Kurve X: [a, b] — G definiert man das Kurvenintegral

durch
/F ds _/ Fe(t) - Xyt

ds

Das Kurvenintegral hangt nur von der Kurve ab und nicht davon, wie
sie durchlaufen wird. Nur das Vorzeichen andert sich, wenn man die
Durchlaufrichtung &ndert.

L}



Beispiel

Beispiel 106. Sei F(x,y) = (2%y, = + y).

Wir betrachten vier Kurven zwischen (0,0)
und (1,1), ndmlich

Ty(t) == (L,t), Fa(t):=(1—t,1—1),
() = (4,67),  Ga(t) == (Vi,1)

fir0 <t <1.

a2
g

>

)f1 .

(1.1

>
)f2

(0,0

L}



Satz 103
Falls X: [a,b] — G und
F = —gradu
so gilt
[ F . ds = u(%(a)) — u(%(b)).
X
Das Kurvenintegral von Potential- bzw. konservativen Feldern ist

insbesondere wegunabhangig, d.h., es hangt nur von Anfangs— und
Endpunkt der Kurve X ab.

Satz 104

Sind alle Kurvenintegrale eines Vektorfeldes wegunabhangig, so ist
das Vektorfeld ein Potentialfeld.

L}



Definition (Kurvenintegral von skalalaren Funktionen)

Fur ein stetige Funktion f: R” > G — R und eine stetig
differenzierbare Kurve X: [a, b] — G definiert man das Kurvenintegral

durch
/ fds = / FR(D) (o) dt.
—ds

Das Kurvenintegral hangt nur von der Kurve ab und nicht davon, wie
sie durchlaufen wird.

Satz (Bogenlange einer Kurve)

Fur eine stetig differenzierbare Kurve X: [a, b] — G ist die Bogenléange

gegeben durch
b .
:/1ds::/ %(t)| ot
X a

L}



Beispiel: Archimedische Spirale

X(t) = r(1—t) (cos(n t)) |

sin(mt)

te[0,1]

L
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Wiederholung

Mehdimensionale Integration

Definition
M
f(x,y)dxdy := lim f(xv,, yv,)Vol( V;
l/( Ny = m > My Vol(V)

Warnung: Existiert nicht immer! Entwarnung: Existiert, falls f nicht -I'E
'sehr unstetig’ und falls P nicht 'sehr krummlinig’.



Elementare Eigenschaften des Integrals

dF = dxdy dV := dxdydz

Satz (Elementare Eigenschaften )

> [J100y) + gl y)dF = [] F(x.y)dF + [[ g(x, y)dF.
> [[Mf(x,y)dF =X [[ f(x,y)dF, falls A € R konstant.
B B

» [[f(x,y)dF < [[9(x,y)dF,falls f < g.
B B

>

J;f f(X,y)dF| < folf(x,y)ldF.

» B = B; U B>, B; N B> enthalten in endlich vielen glatten Kurven:
JI f(x,y)dF = [[ f(x.y)dF + [[ f(x,y)dF.
B B B,

» In 3D, 4D alles analog ... ﬂﬁ



Elementare Eigenschaften des Integrals

Berechnung durch Mehrfach-Integration

~ Berechnung durch Summation von Querschnittsflachen

L}



Elementare Eigenschaften des Integrals

Beispiel in 2D: Rechteck

Sei
R = [ay,by] x [a2, bo]

und f: R — R stetig dann gilt:

by [ b
é/ f(x,y)dF:a1/ a[f(x,y)dy ax. a

L}



Elementare Eigenschaften des Integrals

Satz 112 (Mehrfach-Integration 2D)
Seiena,3: [a,b] — R, a < 3,
B={(x,y)|x¢€lab],a(x)<y<p(x)}

und f: B — RR stetig dann gilt:

/ / f(x,y)dF = /b 7)f(x,y)dy dx.
B

a \a(x)

Durch Vertauschen der Variablen kann
man auch in x—Richtung krummlinig be-
grenzte Normalbereiche integrieren. Ande-
re Bereiche muss man zerlegen.

=

L}



Elementare Eigenschaften des Integrals

Satz 115 (Mehrfach-Integration 3D)

Seien B* ¢ R? kompakt, o, 3: B* — R differenzierbar, a < g,
B={(x,y,2) | (x,y) € B, a(x,y) <z<B(x,y)}

und f: B — RR stetig dann gilt:
// f(x,y,z)dV = // /fxy, z)dz | dF.
B (x.y)

Durch Vertauschen der Variablen kann man auch andere
Normalbereiche integrieren. Andere Bereiche muss man zerlegen.

L}
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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation
Satz 119 (Transformationsformel 2D)
Seien B, R c R? kompakt, f: B — R stetig und

X=(x,y): R— B, (u,v) — (x(u,v),y(u,v))

eine stetig partiell differenzierbare, surjektive und (mit Ausnahme von
Randpunkten) injektive Abbildung — eine Koordinatentransformation.
Dann gilt

/ / f(x, y)dxdy = / / f(x(u, v), y(u, v)) | det(% (u, v))|dudv
R

B dF

dF wird Flachenelement in den Koordinaten (u, v) genannt.
Y

Satz 122 (Integration in Polarkoordinaten) AP

x=pcos(4),  y=psin(g),  dF = pdpds. ﬂ
p € [0, 00], ¢ € [0,2n7].



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Satz 125 (Transformationformel 3D)
Seien B, R ¢ R3 kompakt, f: B — R stetig und

X=(x,y,2): R—=B, (u,v,w)~ (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

eine stetig partiell differenzierbare, surjektive und (mit Ausnahme von
Randpunkten) injektive Abbildung — eine Koordinatentransformation.
Dann gilt

// f(x,y,z)dxdydz

///f (u,v,w),y(u,v,w),z(u,v, w))]det( "(u,v, w))|dudvdw

dV

L}



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Tranformationsformel als Merkregel

Gegeben: B c RY (Integrationsbereich),f : B — R eine (Integrand).
Ferner: Reparamatrisierung (Koordinatentransformation) X < y, d.h.

R >B>X«+—yecBcR?

Dann gilt
B B
mit )
f(y17"' 7YN) = f(}(y17 7}/N))
und
o ox
Q _ ay1 ByN
PN o L ou
ay1 8yN

L}



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

'Volumenelement’ der Koordinaten x < y

Volumenelement dV in den neuen Koordinaten x < y

A oy Oyn

dV =dxy---dxy = dy; ---dyn
O .. Oxn
oy Oyn

Beispiel: Zylinderkoordinaten (x, y, z) <> (p, ¢, 2):
dxdydz £ pdpdedz
g

—&—

L}



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Beispiele: Spezielle Koordinatensysteme in 3D (I)

Integration in Zylinderkoordinaten

x = pcos(¢),
y = psin(¢), dV = pdpdpdz
zZ=2z,

pel0,00[, ¢€l0,2n], ze€R.

e
Tafelbeispiel: Berechnung des Volumens des Schraubenkdrpers (s.
Vorlesung)

L}



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Beispiele: Spezielle Koordinatensysteme in 3D (lI)

Integration in Kugelkoordinaten

x = rsin(f) cos(¢),
y = rsin(8) sin(¢), dV = r?sin(8)drdpd
z =rcos(f),

re0,00, ¢e€[0,27], 6¢€]0,n].

Tafelbeispiel: Berechnung des Kugelvolumens (s. Vorlesung)

L}
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Definition 129 (parametrisierte Flache)

Sei B ¢ R? kompakt und F c R3. Eine stetig partiell differenzierbare,
surjektive und (mit Ausnahme von Randpunkten) injektive Abbildung

mit der Eigenschaft 8x

X: B
e (auBer in Bandpunkten) 8u

76 0
heiBt Parametrisierung. Eine Teilmenge F C R® nennt man Flache,
wenn es fir F eine solche Parametrisierung gibt.
Veranschaulichung

F ist eine Teilmenge des R3, die

mit einem 2D-krummlinigen Koordi-

natensystem X, d.h. /\//—\/

]RQDBBC;)HX(U,V)E}—C]RS

Profilkurven

beschrieben werden kann. T'E



Beispiel — Torusflache

Parametrisierung: B = [0, 27] x [0, 27]

x(t, p) cost cost-cosp (R+ rcosp)cost
X(t,p)=[y(t.p) | = R-| sint |+r-| sint-cosp | = | (R+ rcos(p))sint
z(t,p) 0 sint rsint

Bemerkung: Es gibt (unendlich viele) andere Parametrisierungen. -'.E



Vektorielles und Skalares Flachenelement

Definition Vektorielles Oberflachenelement
Das vektorielle Oberflachenelement der Parametrisierung X: B — F ist

Geometrische Bedeutung: ri = g—fj X g—’s ~ Flachennormalenvektor

v b ol
I.. N .l :ll'rrl,l-l'

Lange |r| ~~ Flacheninhalt eines in finitesimalen Flachenstiicks. -..E



Vektorielles und Skalares Flachenelement

(Skalares) Oberflachenelement

Das skalare Oberflachenelement der Parametrisierung X: B — F ist

0% O%

dO:: 8UXE

dudv

Formaler Zusammenhang zw. Vektoriellem und Skalarem
Flachenelement

dO= ‘d@‘

L}



Beispiel (Forts) — Torus

Flachennormalenvektor

& o cos(t) - cos(p)
T = % x ilj—X = (Sin(t) . cos(p)) -1+ (r-cos(p) + R)
' ” sin(p)

Skalares Flachenelement
dA=|i|-dt-dp=r- (r-cos(p)+ R)-dt-dp

L}



Definition 132 (Skalares Oberflachenintegral)

Sei f: F — R eine stetige skalare Funktion, dann wird das skalare
Oberflachenintegral von f Gber F folgendermafen definiert:

//de //de //f

Wichtiger Spezialfall: f(X) = 1 = const.

6x oxX
7X7

8ddv

/ 1dO = Flacheninhalt der Fache F

L}



Beispiel (Forts) Torusflache

1) Bestimmung des Flacheninhalts:

2w 2w
/f/ 1do:0/ 0/ r(R+ rcos(¢))dtdp = 4n°R - r.

2) Bestimmung des Tragheitsmoments bei Rotation um die z-Achse:
T = // fdO mit f(X) = f(x,y,z) = x® + y2.
F

Berechnung des Integrals:
F(X(t.9)) = X2(t,9) + y*(t.¢) = (R+ rcos(9))?

27 2w

é/”do: O/O/(R+rC05(¢)2 - r(R + rcos(¢))dtdg

27 27

://r(R+rcos(¢))3dtd¢>:27r2r2~R(§r2+R2) T
0O 0



3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Definition 136 (Flussintegral)

Sei V ein stetiges Vektorfeld auf 7. Dann wird das Integral oder
Flussintegral von v Gber F folgendermafen definiert:

[ 0= [f5:00. [foen- (555 o

L}



3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Anschauliche Bedeutung des Flussintegrals

‘Copyright & Addison Wesley Longman, Inc.

e B- dO £ Stromung (Einheit: m®/sec) durch eine Membran F im
Stromungsfeld B.

L



3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Beispiel

F c RR® gegeben durch Parametrisierung X : B — R3 mit
B=[0,1]x[0,1]; X(s,t)=(s?, s+t )R>

Vektorfeld v
V(X) = V(x,y,2) = (x,1,y2)' € R%.

ox _ (2s,1,0) ox _ (0,1,21), ? X % (2t, —4st,2s) = 1i(s, t)

. 1 1 32 2t
[[va6- / / ((Sgt)ﬁ) | (24) dsct

7
= //(23 t — st + 28212 + 2st)dsdt = ~36
00



3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Unabhangigkeit von der Parametrisierung

» Das skalare Oberflachenintegral ist unabhangig von der
Parametrisierung, d.h., es hangt nur von F und nicht von X ab.

» Beim Flussintegral hangt nur das Vorzeichen von der
Parametrisierung ab. Die Richtung von dO z&hlt positiv.

Flachen aus mehreren glatten Teilen

Besteht eine Flache aus mehreren glatten Teilen, so addiert man die
einzelnen Integrale.

L}
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3.7 Der Integralsatz von Gauf3

Satz 139 (Integralsatz von Gauf3, Divergenzsatz)

Sei B ¢ R3 ein kompakter Bereich, dessen Rand 8B aus endlich
vielen glatten Flachen besteht. Sei v: B — R? stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

// dideV://V-db.
B oB

Dabei muss dO aus B heraus zeigen. Andernfalls muss das
entsprechende Oberflachenintegral negativ gerechnet werden.

L}



3.7 Der Integralsatz von Gauf3

Erlauterungen

Physikalische Bedeutung

divvdV £ B pro Zeitschritt durch Quellen bzw.

// (Gesamt )Volumen erzeugt im Inneren von
Senken von V

(Gesamt-)Durchfluss von Volumen
//v do. _gemass V durch Randmembran 0B
pro Zeitschritt

L}



3.7 Der Integralsatz von Gauf3

Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differentialgleichung':

/f’ f(b) — f(a)

entspricht in héheren Dimensionen
///dideV://V~db.
B oB

div v entspricht f’

Dh.

und -
f(b) — f(a) entspricht [[,5V - dO.

L}



3.7 Der Integralsatz von Gauf3

Satz von Gaul3 — Rechenbeispiel

Vx,y,2) = (x,xy,2%), K={(x,y,2) e R3|, x> +y?+22 <1}
Berechnung der linken Seite im Gauss’schen Satz:
divV =1+ x + 322
Berechnung des 3D-Integrals mittels Kugelkoordinaten:

/}(//(1 + x 4 32%)dxdydz

2m

0
1«

+0+27r// (3 cos?#sinf)dbadr

+47T:g7r ﬂﬁ

5" 15

0\4

/(1 + rsinfcos ¢ + 3cos? 0)r? sin?(9)dodpar
0

OJ\A (.s)\-h



3.7 Der Integralsatz von Gauf3

V(x,y,2) = (x,xy,2%), K={(xy,2) e R®|x®+y*+2° <1}

Berechnung der rechten Seite im Gauss’'schen Satz:
Wabhle z.B. Standard-Parametrisierung der Kugeloberflache:

X :[0,27] x [0,7] — OK; X(¢,0) = (cos ¢sind, sin ¢ sin 6, cos §)
. . . cosg¢sing\ cos ¢sinf
~ O(¢,0) = 5% x ZX =sind | singsind | ; V(X(¢,0)) = ( cos ¢sin¢sin’0

cos 6 cos® d

/ / V.dO = / / V(X(,0)) - O, 0)dodo

// cos? sin® 6 + sin® ¢cos¢sm 0 + cos* 0) sin 0dodo

0

+0+47T—%7r O

5 15 ﬂﬁ

CAJ\-PO
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3.8 Integralsatz von Stokes

Satz 143 (Integralsatz von Stokes)

Sei F c R?3 eine parametrisierte Flache mit stiickweise glatter
Randkurve 4 und V: F — R3 stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

//rotV-db:/V-cTs.
F 3

Veranschaulichung:

Z |
n
02 i
T
y



3.8 Integralsatz von Stokes

Anmerkungen

1) Beweisidee/Plausibilisierung: Kompensation der Wirbelstrdme an
den gemeinsamen Randern von inifinitesimalen Flachenelementen ~~
Gesamtrotation = Randintegral.

2) Auf der rechten Seite von Stokes muss die Randkurve 4 in positiver
Richtung durchlaufen werden. Andernfalls muss das Kurvenintegral
negativ gerechnet werden. Positive Richtung bedeutet dabei:
» links rum, wenn man sich in Richtung von dO auf die Flache stellt,
oder
» die Flache liegt links, wenn man den Rand in positiver Richtung
durchlauft und dabei in Richtung dO auf dem Flachenrand steh'[.T'E



3.8 Integralsatz von Stokes

'Positive Normale bzw. Randkurve mit pos.

Umlaufsinn’ aus Parametriserung

SeiR2 5 B 5 (u,v) — X(u,v) € F eine Parametrisierung von F

dann erhalt man die die positive Flachennormale durch

(U, v) = 8X X 1

P00 ™ v ox
ou

X 8v’
sowie eine Randkurve v € 9F mit pos. Umlaufsinn durch

t— () == X(B(1)) :
wobei t — 3(t) € OB eine Randkurve des Parameterbereiches B C R?
ist, die das Innere des Parameterbereichs B 'auf der linken Seite’ l1asst.

V2N X ~
SR

L}



3.8 Integralsatz von Stokes

Beispiel

Vektorfeld V(x, y, z) = (y3, x?, z), Flache F = obere Hemisphére mit
Radius R.

Flachenrand 0F= Kreisbogen mit Radius R in der (x, y)-Ebene, pos.
Parametrisierung: [0, 2] — ~(t) = R(cos(t), sin(t))
Satz v. Stokes rechte Seite:
2r _ R®sin3 t —Rsint
/ V-ds= / V(5(t)) - ~(t)dt = | R?cos?t| - [ Rcost | dt

oF 0 0 0
27

= /(—R4 sin*t+ R cos® t)dt = _%Wﬁm
0

L}



3.8 Integralsatz von Stokes
Beispiel (Forts.)

Parametrisierung der oberen Kugelschale durch Kugelkoordinaten mit
r=R

Rcos 9

Zugeh. vektorielles Oberflacheelement dO = Rsin 6X(0¢)d0d¢.
Rotation des Vektorfeldes rot v = (0,0, 2x% — 3y?)

Rsinfcos ¢
[0,%] x [0,27] > (0, ¢) — X(0,¢) = (Rsinesin¢) eF

Satz v. Stokes linke Seite:
27'( 7T'/2
// rotv-d0 = / / ( : ) . (Rsina(’;li'i”n%i?ﬁf)) dode
2Rsin § cos ¢ — 3R2 sin? 0 sin? ¢ Rcos 6
F 0 0
27r 71'/2

= / / R? sin 6 cos ¢(2R sin  cos ¢ — 3R? sin? 0 sin? ¢)dd¢p = —%77/-_1’4
0 0

L}



27. & 28. Vorlesung 07.& 10.02.11

Folien:

Max v. Renesse
&

G. Paul Peters

Fakultat II: Institut fir Mathematik

L}



0. Anhang: Unendliche Reihen

Unendliche Reihen
Eine Folge (sp)nen der Form

n
Sn=) a=a +a+.. +ap
k=0

hei3t Reihe mit den Gliedern oder Summanden ax € R (oder C) und
den Partialsummen s,. Man schreibt kurz

[0 o)
> ax
k=0

fur die Reihe sowie fir ihren Grenzwert.

L}



0. Anhang: Unendliche Reihen

geometrische Reihe

_ gt

=1 1 = 1.
Zq _q,q#, kZOq q|q|<

harmonische Reihe, Riemannsche Zetafunktion

» Die Reihe Z% heiBt harmonische

k=1
Reihe. Sie ist divergent.

> Die Reihe ) % ist fir s > 1
k=1
konvergent und sonst divergent. Die
dadurch beschriebene Funktion
|1, 00[— R heiBt Riemannsche
Zetafunktion. Wikipedia

L}


http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_Vermutung

0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen
Notwendiges Kriterium
Wenn die Reihe >z , ax konvergiert, so ist a, eine Nullfolge.

Integralkriterium

Fur ax = f(k) mit f : R>o — R>o monoton fallend, dann konvergiert
Y ke @ ganau dann, wenn fir ein f gilt, dass I|m ft S)ds < oo.

Absolute Konvergenz

Wenn die Reihe > " |ax| konvergiert, so konvergiert auch » ~ a und

k=0 k=0
jede ihrer Umordnungen (und zwar immer gegen denselben Zahlwert).

Majorantenkriterium

Falls |ax| < bx. Wenn Zbk konvergiert, so konvergiert auch Zak -.E
k=0



0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Quotientenkriterium

k41
ag

» Wenn lim
k—o0

<1, s0 konverglertZak
k=0

k1
ag

» Wenn lim
k—o0

>1, s0 d|verg|ert2ak
k=0

Wurzelkriterium

oo
» Wenn lim {/|ax|<1, so konvergiert > " a.
k—o0

k=0
oo

> Wenn lim {/|ax[>1, so divergiert > " a.
k— o0 ko

L}



0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Leibniz—Kriterium

» Wenn die Folge ax eine monoton fallende Nullfolge ist,
so konvergiert die alternierende Reihe

> (—1ax.

k=0

» Der Grenzwert der Reihe liegt immer zwischen zwei aufeinander
folgenden Partialsummen.

L}



0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Potenzreihe
Eine Reihe der Form

oo
> ak(z —z0)"
k=0

heiBt Potenzreihe mit den Koeffizienten ax € C, k € N und dem
Entwicklungspunkt zg in der Variablen z.

Konvergenzradius
Es gibt genau eine relle Zahl R € [0, o] (R = o ist auch erlaubt),
sodass die Potenzreihe flr alle z € C mit

» |z — 29| < R konvergiert,

» |z — 29| > R divergiert.

L}



0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Potenzreihen ableiten

Potenzreihen kann man innerhalb des Konvergenzkreises
differenzieren, in dem man die Summanden einzeln differenziert.
Die Potenzreihe der Ableitung hat denselben Konvergenzradius wie

die Ausgangsreihe.
Exponentialfunktion

e :=exp(2) =) X
k=0

Sinus— und Kosinusfunktion

() 2k+1
) = 30 Gy 008 = L0
k=0 k=0
L



0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Taylorreihe
Die Taylorreihe einer unendlich oft differenzierbaren Funktion f im
Entwicklungspunkt xp ist

=, ) (x0)
k!

(X — Xo)
k=0

Sie konvergiert in x genau dann gegen f(x), wenn das Restglied aus
dem Satz von Taylor flir n — oo gegen Null konvergiert.

L}



