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8-1 Zeigen Sie: Die elementaren Treppenfunktionen

f =
m∑
k=1

ckχQk

mit ck ∈ Q, k = 1, . . . , n und QuadernQk = [ak1, bk1]×. . .×[akn, bkn] ; akj , bkj ∈
Q, k = 1, . . . ,m ; j = 1, . . . , n bilden eine abzählbare, dichte Teilmenge
im Raum L1 (Rn) der Lebesgue-integrierbaren Funktionen (bezüglich
der L1-Norm).

8-2 Für welche reellen Zahlen a > 1 ist die Funktion

fa(x) = sin (xa)

auf R+ uneigentlich Riemann-integrierbar, bzw. Lebesgue-integrierbar?

8-3 Zeigen Sie: Wenn die Funktion f : R −→ R Lebesgue-integrierbar ist,
dann gilt:

lim
n→∞

f(x+ n) = lim
n→∞

f(x− n) = 0

fast überall.

8-4 Wenn (fk)k∈N ⊂ L1(Ω, µ) eine Folge integrierbarer Funktionen ist, für
die

∞∑
k=1

‖fk‖L1 < M ∈ R+

gilt, dann konvergiert die Folge der Partialsummen (
∑m

k=1 fk)m≥1 fast

überall gegen eine Funktion f ∈ L1(Ω, µ) und es gilt:

lim
m→∞

∥∥∥∥∥f −
m∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥ = 0.
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