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Aufgaben, Blatt Nr. 3

3-1 Für eine endliche Menge Ω sei ζ : P(Ω) −→ R+ definiert durch ζ(A) :=
#A,A ⊂ Ω. Sei außerdem εa : P(Ω) −→ R+ das Maß aus Aufgabe 2-2.
Zeigen Sie:

(a) Es gilt ζ =
∑

a∈Ω εa.

(b) Jedes Maß µ auf P(Ω) ist von der Form:

µ =
∑
a∈Ω

µ({a})εa.

3-2 Sei A das System der Teilmengen A ⊂ R, für die A oder Ac endlich
oder abzählbar ist. Wir definieren µ : A −→ {0, 1} durch µ(A) = 1,
falls A unendlich und nicht abzählbar ist und µ(A) = 0 falls A endlich
oder abzählbar ist. Zeigen Sie:

(a) A ist eine σ-Algebra und µ ist ein Maß.

(b) Bestimmen Sie das zugehörige äußere Maß µ∗ : P(R) −→ R+.

(c) Zeigen Sie, dass µ∗ kein Inhalt ist.

3-3 Sei A der Mengenring der Teilmengen A ⊂ N, für die A oder das
Komplement Ac endlich ist. Dann ist µ : A −→ R+ ein Inhalt definiert
durch µ(A) = 0 für eine endliche Menge A und µ(A) = 1 für eine
Menge A mit endlichem Komplement. Bestimmen Sie die Abbildung
µ∗ : P (N) −→ R definiert durch µ∗(X) := inf {µ(A) ; A ⊃ X,A ∈ A}.

Abgabe auch erst mit den Lösungen zu Blatt Nr. 4 nächste Woche
möglich

3-4 Zeigen Sie: Für n ≥ 1 ist die Abbildung µ : P(Rn) −→ R+ mit

µ(A) =


0 ; A = ∅
2 ; A 6= ∅, A beschränkt
∞ ; A unbeschränkt

ein äußeres Maß, aber kein Maß.
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