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13-1 Durch

Φ : (r, u, v) ∈ R>0×(0, π)×(−π, π) 7→ r (sinu cos v, sinu sin v, cosu) ∈ R3

sind räumliche Polarkoordinaten gegeben.

Bestimmen Sie den Laplace Operator ∆Φ in diesen Koordinaten.

13-2 Gegeben sind die Funktionen f, g : R3 −→ R :

f(x, y, z) = x2 + xy − y − z ; g(x, y, z) = 2x2 + 3xy − 2y − 3z .

Zeigen Sie, dass

M :=
{
(x, y, z) ∈ R3 ; f(x, y, z) = g(x, y, z) = 0

}
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 ist und dass ϕ :
R −→ R3 ; ϕ(t) = (t, t2, t3) eine Parametrisierung dieser Unterman-
nigfaltigkeit ist.

13-3 Zeigen Sie: Wenn Mk ⊂ Rm bzw. N l ⊂ Rn eine k-dimensionale bzw.
l-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rm bzw. Rn ist, dann ist
M × N ⊂ Rn+m eine (k + l)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
Rm+n.

13-4 SeiM ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn, a ∈ M,
und g : Ω → Rn eine Parametrisierung von der Untermannigfaltigkeit
wobei V = g(Ω) ⊂ M eine offene Umgebung von a = g(t) ist. Dann
heißt TaM := dgt(Rk) der Tangentialraum der Untermannigfaltigkeit
in a.

Sei M ∩ U = f−1(0), wobei f : U ⊂ Rn −→ Rn−k eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung ist mit definiert auf einer offenen Umgebung
U ⊂ Rn von a mit rg(dfx) = n− k für alle x ∈ M ∩ U.

Zeigen Sie, dass dann gilt:

TaM = ker dfa.
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