Losungen Serie 9

Aufgabe 1 TA: n = 0. Dann gilt 33 _ (~1)¥k% = 0= (1) - %.
IV: Es gilt 7 (—1)%k% = (—=1)" 2% fiir ein n € N.
IS: Wir erhalten
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Aufgabe 2 Es ist a,, streng monoton wachsend, da
TIA: 1 =aq < ag = V2.

IV: a,_1 < a, fir ein n € N.

IS: Wir haben

beide Seiten sind positiv
=

ap < Api1 < \/an—l +2< \/an +2 ap1+2<a,+26 ap1 < ap,

was nach IV richtig ist.

Nun zur Beschranktheit. Es gilt a,, < 2.
TIA:a1 =1< 2.

IV: a,, < 2 fiir ein n € N.

IS: a1 =2 Fan <V2+2=+4=a.

Es folgt die Konvergenz von a, gegen ein a € R. Dieses muss wegen lim a, = lim a,41 = a die
n—oo n—oo

Gleichung
a=vV2+a

erfiillen. Sie hat nur die Losung 2. (Quadrieren wir, erhalten wir die Gleichung a? —a — 2 = 0, welche

die Losungen 2 und —1 hat. Jedoch ist —1 keine Losung der obigen Gleichung.) Also ist a = 2,00



Aufgabe 3 Wir berechnen
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Aufgabe 4 Es gilt, dass a,, = % eine alternierende Nullfolge ist. Aufierdem sehen wir fiir |a,,|,
dass

1 1

<
V8(n+1)+2  VBn+2
Sn+2 < 8n+10e 2<10.

lant1] < lan| & SVen+2</8n+1)+2&

Damit ist die Folge der Betrige monoton fallend und die Reihe somit nach Leibnizkriterium konvergent.
Sie ist aber nicht absolut konvergent, da

;'m - Z\/8k+2>2:: Rk + 2k
1 j—
V10k

I 1
V10 ; k
und die Reihe somit die harmonische Reihe als Minorante hat, [J

Aufgabe 5 Mit dem Wurzelkriterium erhélt man

R = limsup v/k2 + 2¢ > limsup V2*F = 2

und
R = limsup Vk2 + 2% < limsup v/2F + 2k
= limsup V2 - V2k=1.2=2.
Damit gilt R = 2 und es muss nur noch die Konvergenz der Reihe in den Punkten z = 2 und z = -2



nachgepriift werden.

Fir x =2 ist

k
lim — =1
e 170
also konvergiert die zugehorige Reihe nicht.
Fir x = —2 ist die Folge % nicht einmal mehr konvergent, insbesondere also keine Nullfolge und

die Reihe auch hier nicht konvergent, [J

Aufgabe 6 Variante 1: Es gibt hier zwei Félle.

1. Fall: a,, > 0 und a9 < 0. Dann gilt auf jeden Fall p(0) = ap < 0. Auferdem ist fiir z =
max{|a°‘+‘a1|+”'+|a”‘1|+1, 1} > 0 auch

Qn

p(x) = ap+arx+ a2z’ + ... + apz™
> —lao| = lar| - |z — lag| - |2[* — ... = ap—1] - |2[""! + ana”
> —lao| - [2]" 7" = |aa| - |2 = ag| - |27 — o = Japa] - 2T 4 ana”
= [z["" (=lao| —|a1| = laz| = ... = an—1] + anx)
2" (—|ao| — |ax] — as] — .. — |an_1| +an\a0\ +la1]| + ... + |an—1] +1)
an
= z" >0
Analog ist fiir y = min{7"10'7‘“1';;'7'”"‘1'71,—1} < 0 dann
py) = ao+ay+ay’+ .. +any"
> —lao| = laa| - |yl = lag| - [y* = .. = lan—a] - [y|" ™ + any”
> —lao| - [yI" " —laa| - [yt = laa| - fy[" Tt = = fan ] "+ any”
= |yl (~lao| — lar| = |az| = .. = |an_1] + anlyl)
> ()" (~laol — lar] = faal = v — lan_1| + a, 121 E o[,

an
= (~y" >0

Nun ist p als Polynom stetig und hat nach dem Zwischenwertsatz sowohl auf (0, z) als auch auf (y,0)
eine Nullstelle.

2. Fall: a,, < 0 und ag > 0. Betrachte hier nun Fall 1 fiir —p (was offensichtlich nichts an den Nullstellen
andert),[

Variante 2:
1. Fall: a,, > 0 und a¢ < 0. Dann gilt auf jeden Fall p(0) = ag < 0. Natiirlich ist auch hier p(0) = ap < 0
und es gilt

lim p(x) = +o0.

z—+o0

Insbesondere gibt es also ein > 0 mit p(z) > 1 und ein y < 0 mit p(y) > 1. Nach dem Zwischenwert-

satz sowohl auf (0,z) als auch auf (y,0) eine Nullstelle.



2.Fall: a,, < 0 und ag > 0. Analog fiir —p,

Bemerkung: Natiirlich kann p auch mehr als zwei Nullstellen haben, wie das Polynom p(r) = x* —

62° + 322 + 262 — 24 = (z — 1)(z + 2)(x — 3)(x — 4) zeigt.

Aufgabe 7 (a) Es gilt nach Quotientenregel, dass f'(x) = %. Also ist f'(0) = —5.

(b) Mit der Kettenregel ist ¢'(x) = exp(2? + sinx) - (22 + cos x). Somit ist ¢’(0) = 1,0

Aufgabe 8 Zunichst priifen wir, ob h stetig ist. Es gilt lim h(xz) = lim exp(x) = 1und lim h(z) =
z—0t z—0+ z—0~
lim — 22 + 24+ 1 = 1. Deswegen ist h stetig fiir z; = 0. Weiterhin gilt fiir die linksseitige Ableitung

rz—0—

h(a1) = i PELFO @Y o gy
e—0,e<0 51

und fiir die rechtsseitige Ableitung, dass

ho(z1) = lim h(z1 +¢) — h(xy)

= =1.
e—0,e>0 £ exp(xl)

Somit ist h differenzierbar in x; = 0 mit A'(z1) = 1,0

Aufgabe 9 Angenommen e ist rational. Dann ist e = % und wegen e > 0 somit auch % = g fiir

p,q € N. Nun haben wir

Damit ist

Multiplizieren wir dies mit ¢! ergibt sich

Ip(q —1)!

q k

(=1)"q! 1 1

o Z k! | < +1 < 9°
k=0 ’ q

Da nun die Summanden auf der linken Seite alle ganzzahlig sind, folgt [p(q — 1)! — Y7 _, (_27),]\"‘” =0.

1)k o —1)k
_Z(k!) =2 (k!) =0

k=0 k=g+1

Damit ist auch

Q3



aber multiplizieren wir die rechte Seite mit (—1)7*!, so ist

_ o0 (_1)k+q+1 B (—1)2q+2 (_1)2q+3 (_1)2q+4 (_1)2q+5
e R ((‘Hl)! T T g (q+4)!)+"'
= o ) T ey

> 0,

da offensichlich alle Ausdriicke in den Klammern strikt positiv sind. Widerspruch, (J



