Mathematik 4 fiir Physiker: Gliederung und Priifungsschwerpunkte

Sommersemester 2014, 4 SWS Vorlesung, 2 SWS Ubungen, Prof. T. Eisner und Prof. K.-D. Kiirsten

Fett gedruckte Stichworte betreffen grundlegende Themen, die zum Basiswissen gehoren. Nach fakultativen Themen
wird hochstens gefragt, um eine erreichte gute Bewertung noch zu verbessern. Nach Stoff aus den Ubungen wird
ebenfalls gefragt.
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Einleitung

Normen auf C?, Konvergenz = koordinatenweise Konvergenz, Figenschaften von C* und Ge-
genbeispiele fiir unendlichdiensionale Riume, Raume [? und C[0, 1] mit | - |2

Norm und Skalarprodukt

Definition des Vektorraumes und Skalarproduktes, Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, in-
duzierte Norm, Parallelogrammgleichung

Metrik und einige topologische Begriffe

Begriff der Metrik und metrischen Raumes, topologische Begriffe (offen, abgeschlossen,
Umgebung, Cauchyfolge, Hiufungspunkt, Vollstindigkeit, Separabilitiit)

Hilbertrdume: Definition und Beispiele

Begriff des Prihilbertraumes und Hilbertraumes, Beispiele, Vervollstindigung eines Prdhilber-
traumes

Orthogonalitdt, Teilrdume und Zerlegungen

Lineare Teilrdume, Projektionssatz, Orthogonalitidt, das Orthogonalkomplement, Ortho-
gonalzerlegung, Eigenschaft des Orthogonalkomplementes (Lemma 4.5), Funktionale und die
Aussage des Satzes von Fréchet-Riesz

Orthonormalsysteme und Orthonormalbasen

Orthogonal- und Orthonormalsysteme (ONS), Beispiele, Fourierkoeffizienten, Beispiele,
Eigenschaften von ONS (Lemma 5.3), Konstruktion von ONS (Gram-Schmidt-Verfahren), Bes-
selsche Ungleichung, Folgerung 5.6 (Konvergenz der Fourierreihen), Fourierreihe, Eigen-
schaften der ONS (Theorem 5.8), Orthonormalbasen, Parsevalsche Gleichung, Darstellung
des Skalarproduktes durch die Fourierkoeffizienten (Proposition 5.10), Beispiele von Orthonormal-
basen, Satz von Stone-Weierstrass

Isomorphie von separablen Hilbertraumen

Isomorphie zwischen d-dimensionalen Riumen und C?, Isomorphie zwischen separablen
Hilbertriumen und [?, Beispiel eines nichtseparablen Hilbertraumes

II Funktionenridume

I1.1

Das Lebesgue-Integral

a) Begriff des Mafles (Mengenalgebra, Ring von Mengen, o-Algebra, Mafl, Maf3iraum, Wahr-
scheinlichkeitsraum, Beispiele 2, 4, 5, 7, 8, 9, insbesondere Beispiel: 2 Ziahlmaf}, Beispiel 5:
durch n-dimensionales Volumen auf der von Produkten halboffener Intervalle erzeug-
ten Mengenalgebra gegebenes Mafl einschliellich Nachweis der endlichen Additivitét,
Beispiel 9 aus Ubung: Variante von Beispiel 5 mit beliebigen beschrinkten Quadern, Quader und
spezielle Wiirfel)

[Nachweis der o-Additivitit ist fakultativ.]

b) Konstruktion des Lebesgue-Integrals (Nullmengen einschlief$lich Satz iiber abzihlbare Ver-
einigungen, Konstruktion des Raumes der integrierbaren Funktionen und des Integrals
durch Fortsetzung des auf elementaren Treppenfunktionen gegebenen Integrals, ele-
mentare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals, Konvergenzsitze von Levi, Fatou und
Lebesgue, Integraldreiecksungleichung, Dichtheit der elementaren Treppenfunktionen,
Satz von der fast dberall konvergenten Teilfolge und Vollstindigkeit)

[Beweise fiir Hilfssétze, fiir den Satz von Beppo Levi und fiir die Vollstéindigkeit sind fakultativ.]

¢) Konstruktion des Lebesgueschen Mafiraumes (Konstruktion des Mafles aus dem Integral im
o-endlichen Fall oder im Fall von Beispiel 5, Eigenschaften des Maf3les ohne Beweise,
Stetigkeitseigenschaften des Mafles und Subadditivitit, vollstindige Maflirdume)
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I1.2

d) Rdume messbarer und integrierbarer Funktionen (Begriff der messbaren Funktion, Verer-
bungseigenschaften fiir messbare Funktionen, Zusammenhang zwischen messbaren und
integrierbaren Funktionen und zwischen Nullmengen und Integral ohne Beweise, Pro-
dukt eines Mafles mit einer nichtnegativen messbaren Funktion, Bezeichnungen fiir
Integrale einschliellich Integrale iiber Teilmengen und Wert oo fiir ein Integral)

Die Réume L, ()
a) Ungleichungen von Young, Hélder und Minkowski

b) Definition und Eigenschaften der Ridume L,(¢) (Rdume [, und Spezialfall der Ungleichungen
von Hoélder und Minkowski im diskreten Fall, Riume .Z,(y¢) und L,(n) , deren Linea-
ritét, Norm fiir L,(1) und Vollsténdigkeit, Hilbertrdume L,(¢) und /5 und deren Ska-
larprodukte, Erzeugung durch positive Elemente, dichte Teilmengen in Ly(u) oder in L,(R%) fiir
p < 00, Raum C.(R?), Lebesgue-Integrierbarkeit von Riemann-integrierbaren Funktionen
auf dem R? und Anwendung auf Integrale von Funktionen, die auf einer aufsteigenden
Folge von Teilmengen Riemann-integrierbar sind)

[Beweise fiir dichte Teilmengen und fiir Vollsténdigkeit sind fakultativ.]

IIT Operatoren auf Hilbertraumen
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II1.6

Beschrinkte lineare Operatoren, Operatorennorm und deren Grundeigenschaften

Begriffe: Adjungierte, selbstadjungierte, isometrische, unitire Operatoren, grundlegende Ei-
genschaften und Charakterisierungen, Beispiele: Integraloperatoren mit quadratintegrablem Kern

Projektionsoperatoren incl. wann Summe, Produkt, Differenz wieder PO ist

Spektrum und Resolvente (offen, abgeschlossen, Eigenwerte, Resolventenidentititen, Rei-
henentwicklungen, Spektralradius, nichtleer, Beispiele: Matrizen, Multiplikationsoperator mit ¢,
diskrete Multiplikationsoperatoren, deren Eigenwerte und Spektrum

Selbstadjungierte Operatoren (Kriterium fiir Resolventenmenge, obere und unter Grenze, Begriff
der Spektralschar, Formulierung des Spektraltheorems fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren)

Kompakte Operatoren

Definition, Eigenschaften, Beispiele (endlichdimensionale Operatoren, Multiplikatoren, In-
tegraloperatoren), Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren

IV Verallgemeinerung von Eigenschaften des n-dimensionalen Riemann-Integrals

Iv.1

Iv.2

V.3

Definitionen und Sétze fiir das n-dimensionale Riemann-Integral (Zerlegung kompakter Quader,
Darbouzxsche Unter- und Obersumme, Schwankungssumme, oberes und unteres Darbouxsches Inte-
gral, oberes und unteres Integral und deren Charakterisierungen durch elementare Treppenfunktio-
nen und durch Funktionen aus C.(R™;R), Riemann-Integral, Ubercinstimmung mit Lebesque-Integral,
Lebesguesches Kriterium, Riemannsches Kriterium, Permanenzeigenschaften, Jordansche
Nullmengen einschliellich Kriterien, quadrierbare Mengen einschschliellich Kriterium, In-
tegration iiber aufsteigende Vereinigungen von quadrierbaren Mengen)

Satz von Fubini und Transformationssatz (Inhalt dieser Sitze und Berechnung von Riemann-Integralen
als iterierte Integrale, Quadrierbarkeit von Ordinatenmengen, Prinzip des Cavalieri)

[Beziiglich des fakultativen Beweises des Satzes von Fubini wird auf die Literatur verwiesen. Der Beweis
des Transformationssatzes ist auch fakultativ.]

Sétze iiber Parameterintegrale (Stetigkeitssatz und Differentiationssatz und Anwendungsbeispiele)



