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IT Funktionenraume

I1.1 Das Lebesgue-Integral
II.1.a) Begriff des MaRes

Definition Ein nichtleeres System % von Teilmengen einer nichtleeren Menge X heifst Mengenalgebra,

wenn
. Mex=X\MecXx

2. My, My e¥ = MyUMseX
Gilt zusétzlich
3. Fiir jede Folge (M;)72; mit M; € ¥ gilt U M; eX

j=1

so heifkt ¥  o-Algebra von Mengen.
Mengenalgebra

o MiNMy=X\((X\M)U(X\ M)

o M\ My=MN((X\ M)

e ) =Mn(X\M)

e X =X\0
Die entstandenen Mengen sind dabei Elemente der Mengenalgebra 3, falls My, My, M € 3.

o My UMy =M U(My\ M;) (disjunkte Vereinigung).

o-Algebra

j—1
e Die Vereinigung U M, 1&sst sich als Vereinigung disjunkter Mengen M | J U (Mj \ U Mk)
Jj=1 j=2 k=1
schreiben.

e Ferner ist der unendliche Durchschnitt ﬂ M; = X\ U (X \ M;) einer Folge (M;) von

Elementen von ¥ wieder ein Element Von Z



Definition Die von einem System >y von Teilmengen einer Menge X erzeugte o—Algebra Y ist
die kleinste o—Algebra von Teilmengen von X, die alle Elemente von Y enthalt.

Fiir jedes solche X existiert die erzeugte c—Algebra Y. Sie ist gleich dem Durchschnitt des Systems
aller derjenigen o—Algebra von Teilmengen von X, die ¥y enthalten

Definition Die vom System der offenen Teilmengen eines metrischen Raumes X erzeugte o-
Algebra (d.h. die kleinste o-Algebra auf X, die alle offenen Mengen enthélt) heifit Borelsche
o-Algebra. Ihre Elemente nennt man Borel-Mengen.

Definition Sei 3 eine Mengenalgebra auf X. Eine Abbildung p : ¥ — [0,00] = [0, 00) U {o0}
heiRt endlich additives Ma®, falls () = 0 gilt und falls fiir My, My € ¥ mit My N Mo = () stets gilt
w(My U Ms) = p(My) + u(Mz). Gilt dariiber hinaus fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen

(M;)32; in ¥ mit M = |J M; € ¥ die Gleichung (M) = > u(M;), so heift die Abbildung
j=1 j=1

ein o-additives Mak (oder einfach nur Ma#).

Monotonie (UA) Ist x ein endlich additives Ma$ auf der Mengenalgebra ¥, so gilt fiir Mengen
My C Ms aus ¥ stets (M) < p(My).

Endliche Subadditivitit (UA) Ist p ein endlich additives Maf auf der Mengenalgebra ¥ und
gilt M C U2, M; wobei M, M; € ¥ sind, so folgt (M) < 377", (M)

Definition Ein Mafraum ist ein Tripel (X, X, u), wobei X eine nichtleere Menge, ¥ eine o-
Algebra auf X und p ein o-additives Mafs auf ¥ ist.

Definition Ein Mafs heifst endlich, wenn p(X) < oo.

Ein Maf heifit g-endlich, wenn eine Folge (Aj)7° ; in ¥ mit p(Ag) < co und X = J Ay, existiert.
k=1
Ein Mafraum (X, ¥, ¢) mit p(X) = 1 heifit Wahrscheinlichkeitsraum.

Terminologie fiir Wahrscheinlichkeitstheorie
e Elemente von X — Elementarereignisse
e Elemente von ¥ — Ereignisse

o (M) = P(M) - Wahrscheinlichkeit, dass Ereigniss M € ¥ bei einem Versuch eintritt

Beispiel 1 X ={1,...,6}, ¥ — System aller Teilmengen von X,
p(M) = P(M) = ¢ x Anzahl der Elemente von M

Beispiel 2 (Z&hlmak)
X # () sei eine Menge, ¥ sei das System aller Teilmengen von X, u(M) = Anzahl der Elemente
von M

Beispiel 3 (etwas patologisch und unniitz) X = R, ¥ System aller Teilmengen
0 falls M endlich oder abzdhlbar unendlich

(M) = oo falls M {iberabzihlbar
Dieses Mafs ist o-additiv, aber nicht o-endlich.
Modifikation:
u(M) = 0 falls M endlich

oo falls M unendlich

Dies ist ein endlich additives, nicht o-additives Maf.



Beispiel 4 (Ermoglicht die Konstruktion von Lebesgue-Stiltjes Mafen und als Spezialfall die
Konstruktion das Lebesgue-Mafes auf R)

X =R

Fir a < b bezeichne Qqp = (¢,b] "R = {z € R,a < = < b} das links offene halboffene In-
tervall. Dabei sind fiir ¢ und b neben reellen Werten auch die Werte —oo und oo erlaubt und es

gelten Qa,oo = (aa 00)7 Qa,a = Qoo,oo = 0.

Y bestehe aus aus allen endlichen Vereinigungen solcher Mengen @, ;. Wegen R\ Qqp = Q—c0,o U
Qb0 Ist X eine Mengenalgebra. Dariiberhinaus hat jedes M € %o mit M # @ Darstellungen
M = U;nzl Qa; ,b; mit paarweise disjunkten nichtleeren Intervallen Q,; p,, die kanonische Darstel-
lungen genannt werden sollen. Gegebenenfalls konnte dabei zusétzlich b; < a;41 verlangt werden.
Durch Hinzunahme neuer Teilungspunkt lassen sich kanonische Darstellungen verfeinern. So er-
hilt man fiir den neuen Teilungspunkt ¢ € (ay,b;) eine Verfeinerung, indem man Qq; 5, durch
Qa;,e UQcp, ersetzt.

Bezeichne F' : R — R eine rechtsseitig stetige monoton wachsende Funktion und sei F(—o0) =
lim, oo F(2), F(00) = limy— 00 F(z).

Der fiir eine kanonische Darstellung M = [JjZ; Qq, b, definierte Wert 337", F(b;) — F(a;) &ndert
sich bei Verfeinerung der kanonischen Darstellung nicht. Da kanonische Darstellungen derselben
Menge gemeinsame Verfeinerungen besitzen, hingt dieser Wert nur von M, nicht aber von der
konkreten Wahl der kanononischen Darstellung ab. Deshalb ist der Wert

po(M) = Z F(b;) — F(ay)

wohldefiniert. Definiert man noch (@) = 0, so kann man durch Betrachtung kanonischer Dar-
stellungen disjunkter Mengen M7, My aus Yo sehen, dass po(My U Ms)) = po(My) + po(Ms) ist,
dass also g zumindest ein endlich additives Mafs auf ¥ ist. In diesen Rechnungen muss in den
moglichen Fillen a = —oo und F(a) = —oo oder b = oo und F(b) = oo sinnvoll mit diesen Werten
gerechnet werden. So ist z. B. b — (—00) = 0o oder 0o — a = oo zu nehmen.

Im Falle F(z) = z ist po(M) = [ xm dx (eigentliches oder uneigentliches Riemannintegral) und
die endliche Additivitit (und sogar die Definition) von pg ldsst sich einfacher auf Eigenschaften
des Riemannintegrals zuriickfiihren.

Nachweis der o-Additivitat

Es seien Mengen M, M; aus ¥ mit paarweise disjunkten M; so gewéhlt, dass M = U;’il M;
gilt. Aus M D U§:1 M; folgt wegen der Monotonie po(M) > ,uo(Uf:l M;) = Zle wo(M;), also
po(M) > 3772 ) po(M;).

Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung kénnen fio(M) > 0 und 722, po(M;) < oo vor-
ausgesetzt werden, da sonst nichts zu beweisen ist. Zunédchst gehen wir von einer kanonischen
Darstellung M = J;; Qa,.p. aus. Wenn die behauptete Ungleichung fiir Mengen M vom Typ
Qa,» schon bekannt wére, so wiirde aus Qq, b, = Uj; Qay b, N M; (disjunkte Vereinigung) folgen
110(Qar,b) < 32521 10(Qay b N M) und aus der endlichen Additivitit wiirde die Behauptung fiir
M = U;c":l Qa,. b, folgen. Man kann deshalb gleich M = @, voraussetzten.

Nun hat jedes nichtleere M; eine kanonische Darstellung M; = J;"; Qa, b, ,- Die (disjunkte)
Vereinigung aller dabei vorkommenden Qg , »; , ist M = Qup und es ist zu beweisen, dass

po(M) < Z ,UO(Mj) = ZZ Ho (Qaj,kqu,k)
j=1 j=1k=1

ist. Ordnet man alle vorkommenden Intervalle Qq, , 5, , als neue Folge Qg », an, so kann man fiir
den Rest des Beweises gleich annehmen, dass M; = Qq; p, ist.



Es sei ¢ > 0 beliebig festgelegt. Wir wihlen ¢; > 0 mit 3277, ¢; < ¢ (z.B. g; = 477¢).

Wir betrachten zuerst den Fall po(Qqp) < oo, d. h. F(a) > —oo und F(b) < oo. Dann
existiert ¢ € (a,b) mit po(Qquc) = F(c) — F(a) < e. Im Fall b = oo existiert d € (¢, 00) mit
Ho(Qd,0) < €. Ist b < 00, so setzt man d = b. Fiir jedes j mit endlichem b; findet man d; > b;
mit F'(d;) — F(b;) = po(Qs,,4;) < €. Ist eines der b; gleich oo, so wéhlt man d; = b;. Dann bilden
die Intervalle (a;,d;) eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [c,d] und man kann eine
endliche offene Uberdeckung der Gestalt UT:1 Qa;,d4; auswihlen. Somit folgt die Ungleichung
to(Qe,a) < Z;":l Qa;,4; aus der endlichen Subadditivitdt. Unter Beachtung der konstruierten
Eigenschaften von ¢, d, d; folgt

1o(Qap) — 26 = po(Qe,d) + 1o(Qaye) — € + 10(Qap) — € < po(Qe,a)

< (10(Qay,) + 10(Quya,)) <€+ D 110(Qay )
j=1

j=1

Fiihrt man nacheinander die Grenziibergénge fiir m — oo und ¢ — 0+ aus, so folgt nun die
behauptete Ungleichung 1i0(Qap) < Z;’il 110(Qa;,b;) im betrachteten Fall.

Wére po(Qap) = F(b) — F(a) = oo, so kénnte man endliche ¢, d mit ¢ < ¢ < d < b und
F(d)—F(c) > 3272, po(M;)+¢ finden. Durch Anwendung des bereits bewiesenen Falles mit Q.4
anstelle Qq, und M; N Q. q anstelle M; erhielte man also einen Widerspruch, woraus folgt dass
dieser Fall unter der bestehenden Voraussetzunge Z;’il po(M;) < oo gar nicht auftreten kann.

Spezialfille Ist a > —oo und ist F' auf (—oo, a) konstant, so ist uo((—oo, ] = 0 fiir jedes ¢ < a.
In diesem Fall kann auf der Menge [a,00) die Mengenalgebra X1 = {M N[a,00); M € Xp} mit
dem o—additiven Ma® p1(M N [a,00)) = po(M) betrachten. Hier ist zu beachten, dass fir ¢ < a
gilt u1({a}) = F(a) — F(c), was durchaus positiv sein kann. Es reicht also nicht, F' nur auf [a, o)
zu kennen.

Analog kann man fiir endliche b und fiir eine auf [b,c0) konstante Funktion F' ein o—additiven
Mafs po auf o = {M N (—o0,b]; M € Yo} mit po(M N (—o0,b]) = po(M) definieren.

Sind die Voraussetzungen beider bisherigen Spezialfille erfiillt, so kann man ein o—additiven Mafl
us auf X3 ={M Nla,b]; M € o} mit uz(M N [a,b]) = po(M) definieren.

Variante Ist (a,b) irgendein offenes Intervall und ist F' eine auf diesem Intervall gegebene mo-
noton wachsende, rechtsseitig stetige, reellwertige Funktion, so kann man F(a) = limy_, 440 und
F(b) = limy_p—¢ definieren, Dann existiert auf der Mengenalgebra ¥4 = {M N (a,b); M € 3o}
ein o—additiven Mafs 14, so dass fiir a < ¢ < d < b gilt pa(Qc,a N (a,b)) = F(d) — F(c). im Unter-
schied zu den vorherigen Konstruktionen sind hier auch fiir endliche a bzw. b Werte F(a) = —o0,
F(b) = oo moglich.

Beispiel 5 (Ermdglicht Konstruktion des n-dimensionalen Lebesgue-Mafes)
X =R"

Wir bezeichnen Qup = [] Qa;p, = {z € R", a; < x; < b; (Vj € {1,...,n})}, wobei a =
j=1

a1 b1
und b = n-Tupel sind fiir die a; < b; vorausgesetzt wird und wobei die Eintré-

an b,
ge a; und b; neben reellen Werten auch die Werte —oo und co annehmen kénnen. Dabei sind die
Mengen Qq; 5; die in Beispiel 4 betrachteten Mengen.

Yo wird gebildet aus allen endlichen Vereinigungen von Quadern obiger Gestalt.

to(M) ist nach Definition der Jordansche Inhalt von M, falls M € ¥, eine beschrédnkte Men-
ge ist. Ist M € 3¢ unbeschrinkt, so ist po(M) = oco.



Die endliche Additivitdt von pg folgt aus Eigenschaften des Riemann-Integrals und der Beweis der
o-Additivitat kann so &hnlich, wie in Beispiel 4 gefiihrt werden.

Verallgemeinerung Seien monoton wachsende rechtsseitig stetige Funktionen F; : R — R
(j € {1,...,n}) gegeben. Sei ferner F;(—o0) = lim,_,_ o, F;(x) und Fj(00) = lim, o Fj(x).

Dann kann ein o-additives Maf po auf 3o mit uo(Qap) = [] (Fj(b;) — Fi(a;)) definiert werden.
j=1

Beispiel 6

X C R™ quadrierbar mit positivem Jordanschen Inhalt
Yo bestehe aus den quadrierbaren Teilmengen von X.
to(M) sei der Jordanscher Inhalt von M.

Modifikation: (Erméglicht ebenfalls die Konstruktion des n-dimensionalen Lebesgue-Mafses)

X =R"

Yo bestehe aus den quadrierbaren Teilmengen von R™ und deren Komplementidrmengen. Dies ist
eine Mengenalgebra.

to(M) sei der Jordanscher Inhalt von M, falls M quadrierbar ist. Ist M Komplementirmenge
einer quadrierbaren Menge, so setzt man uo(M) = co.

Idee fiir o-Additivitdt: Approximation von Auften und Innen mit Mengen der Algebra Xy aus
Beispiel 5.

Beispiel 7

Ist po ein o—additives Mafs auf einer Mengenalgebra 3y von Teilmengen der Menge X und ist
Y € ¥ nichtleer, so ist 31 = {M NY; M € ¥y} eine Mengenalgebra von Teilmengen von Y mit
dem o—additiven Maff p1(M NY) = po(M NY).

Beispiel 8

Ist po ein o—additives Mafs auf einer Mengenalgebra Yy von Teilmengen der Menge X und ist
f X — Y eine bijektive Abbildung, so ist ¥; = {f(M); M € Xy} eine Mengenalgebra von
Teilmengen von Y mit dem o—additiven Mafs pq (f(M)) = po(M).

Dies ldsst sich auf bijektive Parametrisierungen ® : P — Y von Kurven oder Flichen Y anwenden.
Auf der Parametermenge P C R™ konnte man Mengenalgebra und Maft mit der Methode aus
Beispiel 7 aus einem auf R"™ gegebenen Maft gewinnen, welches etwa aus Beispiel 5 stammen
konnte. Nachteilig wire dabei bisher noch, dass der Verzerrungsfaktor fiir Inhalte, der durch die
Parametrisierung ® bestimmt wird, nicht beriicksichtigt wird. Dieser Mangel lasst sich spéater noch
durch die Multiplikation des Mafes mit einer geeigneten nichtnegativen Funktion beheben.



II.1.b) Konstruktion des Lebesgue-Integrals

Sei (X, X0, po) ein Tripel bestehend aus einer nichtleeren Menge X, einer Mengenalgebra ¥ von
Teilmengen von X und einem o-additiven Mak ug. Fiir die Erweiterung der Mengenalgebra und
die Fortsetzung des Mafes werden wir spéter noch voraussetzen, dass pg o-endlich ist. Fiir die
jetzt folgende Konstruktion des Lebesgue-Integrals wird diese Voraussetzung nicht bendtigt.

Oder sei (X, X, o) das Tripel aus 9.1.a), Beispiel 5. Dieser Fall wir im Folgenden als Referenzfall
zitiert. Er fiihrt zur Konstruktion des {iblichen Lebesgue-Integrals auf R™.

Wir konstruieren einen Raum %’ reellwertiger integrierbarer Treppenfunktionen und vergrofern
diesen mehrfach .’ C £” C ... wobei jeweils das Integral fortgesetzt wird.

Konstruktion von ¢’ Wir setzen
To,fin = {M € o; po(M) < oo}
Z' besteht aus allen reellen Linearkombinationen von Funktionen xjs fiir M € 3¢ fn, d.h. aus

Funktionen der Gestalt

l
F=> cxm (€N, My € S gn, cx €R).
k=1

!
Hat f diese Darstellung, so definieren wir das Integral von f als I(f) = > cruo(My).
k=1

Die Elemente von ¢’ nennen wir reelle elementare Treppenfunktionen beziiglich (X, X, uo).

Eigenschaften von .’ : Linearer Raum, stabil beziiglich Bildung von Produkten, Maximum
und Minimum von 2 Funktionen

Eigenschaften von I: Linear, monoton

Diese Eigenschaften beruhen darauf, dass man das Mengensystem {Mj} in der Darstellung f =
Zﬁc:l ek X, verfeinern kann, ohne I(f) zu dndern. Ebenso kann man Summanden mit gleichen
Mengen zusammenfassen. Somit kann man fiir zwei Funktionen ohne Anderung des Integrals zu
Darstellungen iibergehen, bei denen alle beteiligten Mengen aus einem endlichen System paarwei-
se disjunkter Mengen aus X 6, stammen, wobei in jeder Summe jede Menge hochstens einmal
vorkommt.

Definition N C X heifft Nullmenge, beziiglich (X, X, uo), falls fir jedes ¢ > 0 eine Folge

(M;)52, mit M; € ¥o, N C |J M; und ) po(M;) < ¢ gefunden werden kann.
j=1 j=1

Teilmengen von Nullmengen sind offensichtlich Nullmengen.

Satz 1 Sind N, (k € N) Nullmengen, so ist auch |J N Nullmenge.
k=1

Beweis Wihle € > 0 beliebig. Finde e > 0 mit Y ;- e <e.
Finde Uberdeckung Ny C U(;; My, ; mit My, ; € £ und Z;’il po(My ;) < e

Somit fOlgt UZ.; Nk C U;?j:l Mk,j; Z?j:l /LO(Mk,j) < 21?;1 Er < €.



Beispiele von Nullmengen

o R":(Referenzfall) Menge aller Punkte des R™ deren sdmtliche Koordinaten rationale Zahlen
sind.

e R™:(Referenzfall) Vereinigungsmenge aller Seitenflichen spezieller Wiirfel, d. h. Vereini-
gungsmengen von Réndern von Mengen des Typs [[7_; ((k, — 1)/27Yk,/27Y mit k, € Z
und ! € Ng.

e R =R: (Referenzfall) Cantormenge oder Cantorsches Diskontinuum

ol O (G5 %2) = { S st ae (0.2
k,j=0
Der Nachweis dafiir, dass die Cantormenge eine Nullmenge ist, wird spater nach Entwicklung

der Theorie wesentlich einfacher.

Sprechweise: Eine Eigenschaft (formuliert fiir Elemente x € X) gilt fast iberall (f.i.), falls eine
Nullmenge N C X so existiert, daf die Eigenschaft fiir alle z € X \ N gilt.

Hilfssatz 1: Gelten fiir die Glieder einer Folge M; von Mengen aus ¥y s, die Relationen M; D

M1 und ist ﬂ M; eine Nullmenge, so folgt hm po(M;) =0.
j=1

Beweis Sei € > 0. Nach Definition der Nullmenge existieren U; € Yo mit N = ﬂjoi1 M; C
Uiz, Uj und 3772 po(U;) < e. Fiir M, = M\U 1 Uy gelten dann M; EZOﬁnundﬂoo M; =0.
Da wegen der o-Additivitit aus M, = U= (M \ M j+1) ) folgt pio(M;) = Py po(M;\ M, 1) < oo,
existiert ein k € N, so dass po(My) = Zj:k MO(MJ \ M;+1) < e. Aus der endlichen Subaddltl\/ltat

folgt nun po(My) < po(My UUL, U1) < po(My) + X4, mo(Us) < 2e. Da die Folge (po(M;))
monoton fallt, folgt die Behauptung.

Folgerungen Ist N € 3, eine Nullmenge, so gilt 11o(N) = 0, denn Hilfssatz 1 kann auf M; = N
angewendet werden. Nimmt f € 2’ nur auf einer Nullmenge von 0 verschiedene Werte an, so ist
I(f) = 0. Unterscheiden sich f1, fo € £’ nur auf einer Nullmenge, so ist I(f1) = I(f2)

Hilfssatz 2: Ist (f;) eine Folge in .#”, so dass f; \,0 f.i., so folgt

lim I(f;) =0.
j—o0

Beweis Nach Voraussetzung ist die Menge N derjenigen « € X, fiir die f;(z) nicht monoton
fallend gegen 0 konvergiert, eine Nullmenge. Definiert man f]( ) = (min{ f1(x),..., fj( z)}),, so
ist f] € .’ und auferhalb der Nullmenge N stimmt fJ mit f; iiberein. Da man f; durch f] ersetzen
konnte, kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass f;(z) fiir jedes © € X
monoton fallend und nichtnegativ ist. Sei e > 0, 0 < f; < C und Vp = {z € X; fi(x) # 0}.
Setze M; = {z € X; f;(x) > €}. Nach Vorraussetzung ist ﬂ;’;l M; Nullmenge, nach Hilfssatz 1
existiert also jo, so dass fiir j > jo gilt: po(M;) < e ~ (fiir j > jo) fj < Oxn; +exves 1(f5) <
Ce+eupg(Vp) = e(C + po(Vp)) ~ Behauptung

Hilfssatz 3: Seien f;, g; Folgen in .2, f, g reellwertige Funktionen auf X mit f < ¢ f.i., so
dass f; ~ f fii. und g; /¢ f.ii. Dann folgt

lim I(f;) < Jlim n I(g5) -

j‘)OO

Beweis fiy — g < (fo — gm)s O Ll (fir m — 00), ~ (i) = I(gm) < I((fi — gm)+) N0 ~
I(f%) <limy—o0 I(gm) ~ Behauptung



Konstruktion von ¥”: Wir definieren
L' ={f: X =R; 3(f)2, in & so, dass f; /f fii. und {I(f;)}32, beschrinkt}

Fir f € " setzt man I(f) = lim I(f;) falls f; € &', f; / f L
j—o0

Eigenschaften [ ist wohldefiniert; monoton (d.h. aus f,g € £", f < g f.i. folgt I(f) < I(9);
mit f,g € £" und ¢ > 0 gelten f + g,cf € £ sowie I(f +g) = I(f) + I(g) und I(cf) = cI(f) ;
mit f, g ist auch min{f, g} € £” und I(min{f, ¢}) < min{I(f),I(g)}; £ C £ und fir f € &’
stimmt fritheres I(f) mit neuem I(f) iiberein; Fiir f € £ und g € &’ gelten f — g € £” und

I(f —g)=I1(f) — 1(g).

Diese Eigenschaften lassen sich mit Hilfssatz 3 leicht beweisen. Im Allgemeinen ist £ aller-
dings kein linearer Raum.

Hilfssatz 4: Seien f; € £ mit f; < f;41 f.i. gegeben und sei {I(fj)}jeN beschrankt. Dann
existiert f € Z” mit f; A~ f fi. und lim I(f;) = I(f).
Jj—oo

Beweis Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die Folge (f;(x))
fiir jedes # € X nichtnegativ und monoton wachsend ist (wéhle sonst g € £’ mit ¢ < f; f. .
und ersetze f; durch max{(f1 —g)+,f2—¢,...fj —g}). Sei C > 0 mit |I(f;)| < C fiir alle j € N.
Finden fiir jeden Index j eine nichtnegative Folge (g,;)7°, € £’ mit g¢,; 7 f; fi. (fir I — 00).
Setzen

gi(z) = max{gjm(z)}jm<i € L.

Dann ist g;(z) monoton wachsend. Wir setzen weiter

h(z) = lim fi(z), g(x) = lim gi(z), f(z) { h(z)  falls h(z) < oo

j—00 o0 10 sonst .

In der folgenden Ubersicht gelten dann die Ungleichungen f.ii. und die Pfeile stehen fiir f.ii. giiltige
eigentliche oder uneigentliche Grenziibergéange:

gi. < g < fi fi firj<lI

1 { l 1=
fi < g < h

1 J— 00
h.

Also gilt h(x) = g(z) f.i. (konnte aber unendlich sein). Wenn wir nachweisen, dass g(z) < oo
f.., so folgt f =g f.i. und

I(g;;) < I(g1) < I(f1)
{ + +
I(f;) < I(f) < limseo I(fi)-

also I(f) = lim—00 I(f21)-

Es bleibt also noch zu beweisen, dass g(z) < oo fiir fast alle z € X.

Sei N = {z € X; g(z) = oo}. Es ist zu zeigen, dass N eine Nullmenge ist. Sei ¢ > 0. Setzen
My ={z € X;qi(z) > k}. Wegen k- xn,,, < g1 < fi £ st po(Mig) < I(% f) < €. Wihle k
so, dass € < e. Dann folgt wegen My C Mg C.oound My = My s U{Map \ M1} U... U

k
{My\ Mi—1 1}, dass

o0

po(Mi k) + Zuo(Ml,k \Mi—1x) = lim po(Mx) <
— l— o0

<e€.

= Q

Da aufferdem N C ;2 My, = My UUSy Mg \ Mi—1k, ist N eine Nullmenge.



Hifssatz 5: Aus g1, h1, g2, ho € Z” und g1 — hy < go — hy {.i. folgt:
I(g1) — I(h1) < I(g2) — I(h2)
Beweis Wende Monotonie und Additivitat von I auf g1 + hy < go + A1 f.ii. an.

Konstruktion von .Z": %" bestehe aus denjenigen Funktionen f: X — R fiir die es g, h €
Z" gibt, so dass f =g — h f.ii. Man setzt dann I(f) = I(g) — I(h). Die Elemente von .£"" sind
die reellwertigen integrierbaren Funktionen.

Konstruktion von .%: % sei der Raum der Funktionen f : X — C, fiir die Re(f) und Im(f)
in Z" liegen. Fir f € £ setzt man

I(f) = I(Re(f)) + I (Im(f))

Bezeichnung: .Z bzw. £ ist der Raum der integrierbaren Funktionen bzw. der Raum der reell-
wertigen integrierbaren Funktionen und I(f) ist das Integral. Im Referenzfall handelt es sich um
die Lebesgue-integrierbaren Funktionen und um das Lesgue-Integral.

Bemerkung: Vektorwertige Funktionen mit Werten in R? konnen koordinatenweise integriert
werden.

Satz 2 (Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals):

1. " c & C % und I ist eine wohldefinierte Fortsetung des vorherigen auf .#” definierten
Integrals 1.

2. Linearitéit: Mit f,g € £ und ¢ € C gelten f + g,cf € £ sowie I(f +¢g) = I(f) + I(g) und
I(cf) = cl(f)

3. Monotonie: Aus f,g € £ und f < g f.i. folgt I(f) < I(g).

4. Mit f1, fo, f € £ sind auch fi = max{f,0}, f—- = max{—f,0} und folglich | f|, max{ f1, f2},
win{ /1, f>} € 2.

Beweis 1., 3. folgen fiir " aus Hilfssatz 5. Damit ist I auch auf % wohldefiniert.
2. Additivitat folgt aus Additivitdt fiir £”; ebenso I(cf) = cI(f) falls ¢ > 0; ist ¢ = —1, so folgt
mit Re(f) = g1 — h1 und Im(f) = g2 — h2 (g5, h; € L"), dass

I(-f) =1(h1—g1)+il(ha — g2)
=I(h1) — I(g1) +i(I(h2) — I(g2))
)

Ahnlich folgt I(if) = iI(f). Damit ist I linear auf .# (und reell-linear auf .#"").

4.8ei f =g—h, gh € L' ~ fL = g —min{g,h} € Z" (da min{g,h} € Z"). Ebenso ist
f- = h—min{g,h} € £ Folglich liegen |f| = f+ + f—, max{f1, fo} = f1 + (fo — f1)+ und
min{ f1, fo} = fi — (fi — fo)+ in £,

Hilfssatz 6: Fiir jedes f € " und jedes € > 0 existieren g, h € Z” mit f =g—h, h > 0 und
I(h) <e.

Beweis Sei ¢ > 0. Nehmen irgend eine Darstellung f = g — fzmit §,~f~1 € £"; finden Folgen
(g7), (h;) in &' mit g; /g,h; S h fi.; bestimmen jo mit I(h) — I(hj,) < ¢ und setzen g =
§—f~1jo,h =h —Ejo. Dann gelten f =g —h, h > 0 und I(h) < e. Wegen (g; —Ejo) N g fi. und
(h; —hj,) /*h Lii. sind g,h € £".



Satz 3 (Konvergenzsatz von Beppo Levi) Sind f; € £ reellwertig mit f; < f;41 fi. (fir
alle j € N) und ist {I(f;)} en beschrinkt, so existiert f € £ mit lim; o f;(z) = f(z) fi. und
lim; I(fj) = I(f)

Bemerkung: Setzt man also f; ' f fi., f; € £ und {I(f;)};en beschrinkt voraus, so folgt

Beweis Kann f; > 0 voraussetzen (ersetze sonst f; durch f; — f1). Sei € > 0. Wahle ¢; > 0 mit
Yiigj<e N

Setze hy = fi1 und h; = f; — fj—1 fiir j > 2 und finde Darstellungen h; = f; — g; f.ii. mit
fi, g; € Z",g; >0,1(g;) < ¢; (Hilfssatz 6).

Beachtet man, dass I(3_71, g;) < .70 ¢ und I(307, f;) = 1205, (hy + G5)) < I(fm) +
doieiej < sup{I(f;)}+3772, ), wobei diese Partialsummenfolgen monoton wachsen, so folgt mit
Hilfssatz 4, dass f,§ € .£" so existieren, dass Z;nzl ]7] St Z;nzl g; /g Li. (fir m — o).

Da limj_yo0 f; = 320, by = limy o (23”21 fi-am, g;) —F-g fi. giltist f=f-ge&
und I(f) = I(f) = 1@) = 52, 1(F5) = 2521 1(G5) = limm oo 350y 1(f5 = G5) = limun o0 I(fin).

Satz 4 (Lemma von Fatou) Gelten fiir Funktionen f,f; : X — R die Voraussetzungen
fi €%, f; >0, limj o fi(x) = f(z) fi. undist {I(f;)};en beschrénkt, so folgen f € £ und
1f) < I (f;).

Beweis Sei im/(f;) = C und sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Durch Ubergang zu Teilfolge kann
I(f;) < C+e vorausgesetzt werden. Betrachte g5 ; = min{ fx11,..., fet:}. Dannist 0 <limy_, o I(gx,1)
< I(frt1) < C+e. Somit erfiillt die Folge (—gx,1)7°, die Voraussetzungen von Satz 3. Es existieren
also reellwertige Funktionen gy € & mit gr; \, g f.i. Wegen I(gx) = limy_ oo I(gx,1) < C +¢ er-
fiillt nun die monoton wachsende Folge (gi) ebenfalls die Voraussetzungen von Satz 3. Da g, 7 f
fi. ist f € Z. Da auferdem I(f) < C + ¢ ist, folgt fiir ¢ — 0 auch noch die behauptete
Ungleichung.

Beispiel fiir I(f) < limI(f;) (Referenzfall, R = R): f; = XG.g+1 I(f5) =1 f; =0 fii

Definition Eine Funktion ¢ heifft Majorante der Funktionenfolge (f;), falls | f;(z)| < g(z) f.i.
fiir alle Indizes j gilt.

Satz 5 (Konvergenzsatz von Lebesgue) Hat eine Folge (f;) in .£ eine Majorante g € &
und gilt fiir eine Funktion f : X — C, dass limj_o fj(z) = f(x) f.i., so folgen f € £ und
I(f) = limyo0 I(f5)

Beweis Fiir reellwertige Funktionen: g & f; erfiillen Voraussetzung von Satz 4. Bezeichnen ¢ =
ImI(f;) und C = —limI(—f;) = UmI(f;). = I(g)+ I(f) =I(g+ f) <I(g9) +c

I(g)—I(f) =1(g— f) < I(9) —C = C—I(f) <0< c—I(f) Da aber ¢ < C, folgt ¢ = C =
I(f) = Tim; o0 I(f5).

Fiir komplexwertige Funktionen folgen nun I(Re(f;)) — I(Ref); I(Imf;) — I(Imf) weil jedes
mal g Majorante ist.

Definition Eine elementare Treppenfunktionen ist eine Funktion der Gestalt f = g + ih
mit g, h € &'.

Das sind also Funktionen der Gestalt f = 22:1 crxm, mit I € N, My, € ¥gg, und ¢ € C.

Dabei kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Mengen M}, paarwei-
se disjunkt sind.
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Satz 6

1. (Integraldreiecksungleichung) Mit f € . folgen |f| € £ und |I(f)| < I(|f]).

2. (Dichtheit der elementaren Treppenfunktionen) Fiir f € £ und ¢ > 0 existiert eine
elementare Treppenfunktionen f mit I(|f — f]) < e.

Beweis Nach Definition von .2 existieren Darstellungen Ref = g1 — h1 und Im f =92 — ho
mit g1, h1, g2, he € £”, wobei immer auch nichtnegative Funktionen genommen werden konnen.
Dann findet man nach Definition von .£” Folgen ¢1,j,h1,j,92.4,ho; € £’ mit g1, / g1,h1,;
711, 92,5 /g2, ha; ho f.ii., wobei auch die Folgenglieder als nichtnegative Funktionen genommen
werden konnen.

Fiir elementare Treppenfunktionen folgt die Integraldreiecksungleichung aus der Dreiecksun-
gleichung fiir komplexe Zahlen (oder im Referenzfall aus Eigenschaften des Riemann-Integrals).

Den Konvergenzsatz von Lebesgue kann man auf die Grenzwerte lim;_,o0 g1,; — b1, + (g2, —
ho ) = f fi. und lim;_ o |g1,5h1,;+i(g92,j—h2,;)| = | f] L.4. jeweils mit Majorante g1 +h1 +g2+he,
anwenden. Somit erhélt man die Integraldreiecksungleichung aus |I(f)| = lim; oo [I(g1,; — h1,; +
i(g2,5 = hog)|l SUmyoo I(lg1,5 — haj +i(g2,5 — hasl) = I([f]). B

Aus lim;_,o0 |g1,; — h1,j +i(g2,; — ho,;) — f| = 0 f.4. mit integrierbarer Majorante 2(g1 + h1 +
§2 +E2) folgt mit Satz 5, dass 11m‘7‘)00 I(|gl,j — h/l,j + i(ggﬁj — h21j) — f|) = 0 ist. Somit folgt 2,
indem man ]”V: g1,; — hi,; +1i(g2,; — ha ;) setzt, wobei der Index j hinreichend grof gewéhlt ist.

Die auf .Z definierte Funktion f — I(|f]) erfiillt die Eigenschaften , Betragshomogenitét* und
»Dreicksungleichung” einer Norm. Sie wird spéter verwendet, um aus . einen Banachraum zu
machen, Die Vollstandigkeit wird dabei aus dem folgenden Satz folgen.

Satz 7 (von der fast iiberall konvergenten Teilfolge, Vollsténdigkeit) Seien f; € £ (j €
N) so gegeben, dass fiir jedes € > 0 ein jj so existiert, dass fiir alle j > jo gilt I(|f; — fi]) <e.
Dann existiert eine f.ii. konvergente Teilfolge (f;, )72, die eine Majorante in . besitzt. Der
Limes der Teilfolge ist f.i. eindeutig durch die urspriinglich gegebene Folge bestimmt. Er ist f.i.
gleich einer Funktion f € % mit lim; .o I(|f; — f]) = 0.

Beweis Bestimmen ji, (jr+1 > ji) so, dass fiir j > jj stets gilt I(|f; — f;.]) < 27*. Nach Satz
3 (angewandt auf die Partialsummenfolge) konvergiert | f;, | + >0~ | fj,.. — fi.| fi. gegen eine
Funktion g € .. Folglich konvergiert f;, . = f;, +ZZI:2 (fjk — fjk—l) f.i. gegen eine Funktion f,
wobei g Majorante ist. Nach Satz 5ist f € Z. Da |f;, () — f(z)| f.i. gegen Null konvergiert und
die Majorante g+ | f| hat, folgt lim; .o I(|f;, — f]) = 0. W&hlt man nun zu einem & > 0 den Index
Jjo so, dass fiir alle j > jo gilt I(|f; — fj,|) < € und bestimmt man danach k& mit j; > jo so, dass
T(1f5. () — F(@)]) <  ist, 50 folgt aus j = Jo stets 1(1f; — F1) < T(1f;— Fio 150 — Fon + 1 — 1) <
3e, woraus mit der Grenzwertdefinition lim;_,o I(|f; — f]) = 0 folgt.

Wiéire h auch f.ii. Limes einer Teilfolge, so kénnten wir eine dritte Teilfolge mit I(|fy, ., — fm,|) <
2~% konstruieren, die abwechselnd aus Elementen der ersten bzw. der zweiten Folge besteht. Diese
wiirde dann f.i. gegen f und f.i. gegen h konvergieren, also f = h f.ii.

Satz 8 (Nullmengenkriterien) Fiir eine Teimenge N C X ist jede der folgenden zwei Aussagen
dquivalent dazu, dass N eine Nullmenge ist:

1. xy € Z und I(xn) = 0.

2. In der von Xy erzeugten c—Algebra gibt es eine Menge M mit N C M, xar € £ und I(xa) = 0.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass aus xy € £ und I(xyny) = 0 folgt, dass N Nullmenge ist.
Nach Hilfssatz 6 existieren fiir jedes e € (0,1) Funktionen g,h € £ mit xy = g — h fi.,
h >0, I(h) < . Dann ist I(g) = I(xn) + I(h) < §. Wir betrachten Folge (g;)52; in £’ mit
g; /g fi. Dabei kann g; > 0 vorausgesetzt werden (ersetze sonst g; durch (g;)+) Weiterhin
kann g; < gj4+1 vorausgesetzt werden (ersetze sonst g; durch max{gi,g>....,9;}). Setzt man
Vi={zeX;g(@)>2} und V; = {z € X;g9;_1(x) < 2,g;(x) > 2} fiir (j > 2), so sind die V;
paarweise disjunkt, xy, < %g und M = N\ U;’il V; ist eine Nullmenge (weil xn legg f.i.).
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Deshalb findet man eine Folge (W) in X, so dass M C Uj’;l W;, und Zj’;l po(W;) < $e. Dann
gelten
NclJvulUw;
j=1 j=1

und Y77 po(Vi) + 3272 no(Wj) < 31(9) + 3¢ < &, woraus folgt, dass N eine Nullmenge ist. Dies
beweist, dass aus Aussage 1 folgt, dass N Nullmenge ist.

Ist Aussage 2 erfiillt, so ist nach dem bisher Bewiesenen M eine Nullmenge. Damit ist auch
jede Teilmenge N eine Nullmenge.

Ist N Nullmenge, so gilt Aussage 1, weil es bei der Definition von .#” nur auf Grenzwere
aufierhalb einer Nullmenge ankommt. Genauer hat man fiir f; = 0 die Beziehungen f; " xn f.i.,
XN €Z" und I(xn) =0.

Abschliefsend wird nachgewiesen, dass fiir jede Nullmenge N Aussage 2 gilt. Wir halten ei-
ne Nullfolge e positiver reeller Zahlen fest. Nach Definition der Nullmenge gibt es fiir jedes
k € N eine Folge (M ;)72 mit My ; € 3o, N C 72, My ; und 372 po(My,;) < ex. Wir setzen
M, = U‘;’;l My ; und M = (o, My, was natiirlich in der von ¥, erzeugten o-Algebra liegt.
Unter Verwendung der endlichen Subadditivitét folgt po(Mg,1 U---U My ;) < . Anwendung des
Konvergenzsatzes von Beppo Levi auf die Indikatorfunktionen ergibt x s, € £ und I(xar,) < €k-
Anwendung des Intergralsatzes von Lebesgue auf xps = limp_o0 Xary - -+ - X, €rgibt xpr € 2
und 7(xas) = 0. Natiirlich gilt N C M und alle Behauptungen sind bewiesen.

Ist X nicht nur eine Mengenalgebra, sondern eine o—Algebra, so sind die Nullmengen also
genau die Teilmengen von Mengen M € Xy mit po(M) = 0.

Definition: Vollstindiger Mafiraum Ein Mafraum (X, Y, 1) heifft vollstindig, falls ¥ jede
p-Nullmenge enthélt.

Bemerkungen Dies ist dquivalent dazu, dass fiir jedes M € ¥ mit u(M) = 0 alle Teilmengen
N C M Elemente von ¥ sind. Ist das nicht der Fall, so kénnte man durch Hinzunahme all dieser
Teilmengen (mit Mafs Null) leicht zu einem vollstindigen Mafiraum {ibergehen. Das ist aber z.
B. dann nicht sinnvoll, wenn man gleichzeitig mehrere Mafe mit moglicherweise verschiedenen
Systemen von Nullmengen betrachten will.

Der Vollstandigkeitsbegriff fiir Mafrdume betrifft einen vollkommen anderen Sachverhalt als der
Vollstandigkeitsbegriff fiir metrische oder normierte Rdume.

Oft sind folgende Stetigkeitseigenschaften o-additiver Mafse niitzlich:

Stetigkeitseigenschaften von Maken (UA)
Sei (X, X0, o) ein Tripel bestehend aus einer nichtleeren Menge X, einer Mengenalgebra g auf
X und einem o-additiven Mafs pg auf Xg.
1. Fiir jede aufsteigende Folge (Mj)‘j’;l in Yo mit M = U‘;’;l M; € Xy gilt limj_o0 po(M;) =
pio(M)
2. Fiir jede absteigende Folge (M;)32, in 3o mit po(Mi1) < oo und M = (2, M; € %o gilt
lim;j o0 po(M;) = po(M)

Fiir o-additive Mafe gilt auch eine allgemeinere Variante der Subadditivitat
Subadditivitsit (UA) Sei (X, o, po) ein Tripel bestehend aus einer nichtleeren Menge X, einer

Mengenalgebra g auf X und einem o-additiven Mafs pg auf ¥g. Gilt M C Uj’;l M; und sind
M, Mj € Yo, S0 fOlgt /Lo(M) < Z;il ,lj,o(M])
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II.1.c) Konstruktion des Lebesgueschen Mafiraumes

Bisher (also zur Konstruktion des Integrals) wurde die o-Endlichkeit von (X, 3, po) nicht bendtigt.
Fiir die Konstruktion einer Erweiterung von (X, g, 19) zu einem Mafraum ist diese Bedingung
aber von Vorteil. Lag von Anfang an ein Mafiraum vor (wie z. B. im Falle des ZahlmaRes auf einer
iiberabzihlbaren Menge X), so kime man weiterhin ohne diese Bedingung aus.

Definitionen und Bezeichnungen

Ist po o-endlich, so wihlen wir Ay € g s, (K € N) mit |J Ay = X und Ay C Agyq aus. Wir
k=1
setzen

S ={M C X; fiiralle k € N gilt ya,nn € £}
Fir M € X setzen wir
w(M) = lim I(xa.nm)-

k—o0

Satz 9 Sei pp o-endlich. Mit obigen Definitionen und Bezeichnungen gelten dann:
1. Ist M € X, so gilt u(M) < oo genau dann wenn y s € £ und dann gilt w(M) = I(xnm).

2. ¥ ist die von ¥y und den pp-Nullmengen erzeugte o-Algebra. p ist ein o-additives Maf auf
Y und fiir M € 3y gilt u(M) = po(M).

3. Die po—Nullmengen (d.h. die Nullmengen bzgl. (X, X, uo)) sind genau die pu—Nullmengen
(d.h. die Nullmengen bzgl. (X, X, 11)). Insbesondere ist (X, 3, i) ein vollstdndiger Mafsraum.

4. Fiihrt man die Konstruktion des Integrals auf der Grundlage von (X, 3, i) (anstelle (X, 2o, 10))
aus, so erhélt man denselben Raum .Z und dasselbe Integral, wie bei der Konstruktion auf
der Grundlage von (X, g, o).

5. u ist das einzige o-additive Mafs auf X, welches auf ¥y mit ug ibereinstimmt.

Beweis

1. Aus u(M) < oo folgt xa,.nm 7 xm, X € L und limy o0 I(xa,nn) = I(xar) (nach B. Le-
vi). Gilt xar € &, soist auch x4, = min{xa,, xa} € L und p(M) = limg_y00 I (xa,nM) =
I(xm) wegen Lebesgue.

2. Natiirlich gilt ¥ C 2. Ist M € X, so ist M N Ay € 3g.an und p(M) = puo(M) folgt aus der
o-Additivitit von po, (verwende M = (M N A;) UUZ, M N (A;\ Aj—1)). Da nach Satz 8 fiir
po—Nullmengen N die Beziehungen xn € £ und I(xn) = 0 gelten, gehoren solche Mengen
zu ¥ und erfiillen p(N) = 0.

Wir zeigen, dass ¥ eine Mengenalgebra ist und dass p endlich additiv ist:
Seien My, My € 3.

A V(X \ My) = Ap \ (Ap N M1), X an(x\My) = XA, — XA €L~ X\ My €3

XApn(MiUMsy) = MAX {XA,NM; s XAnM, } € L ~ My UM, €%
Gilt auch M; N My =0, so ist
XApN(MiUM2) = XApnM; T XApnM,
also I(xa,n(auns)) = L(Xanan ) + 1(XAunr,). Fiir B — oo folgt p(My U Ma) = pu(My) +
p(M2).
Wir zeigen, dass X eine o-Algebra ist und dass p o-additiv ist.

Sind M; € X (j € N) und ist M = 32, M;, so folgt mit Vi = J_, M;

XArnV; /( XANM (fur l— OO), und I(XAkﬂVL) < I(XAk)
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Nach B. Levi ist xa,nm € £, also M € X. Sind die M; noch paarweise disjunkt, so folgt

weiter
l 1

I(Xxaerv) = Y I(xanny) = Y (A N M;)

j=1 j=1
Fiir | — oo folgt >77, u(Ar N M) = I(xa,nm) = p(Ax N M). Fir k — oo folgt nun
dogey W(M;) = p(M).
Es ist also nachgewiesen, dass (X, X, 1) ein Mafraum ist.
Wir zeigen, dass X als o—Algebra von %y und den Nullmengen erzeugt wird.
Sei M € . Wegen M = [Jpo,(Ar N M) reicht es aus zu zeigen, dass Ay N M in der von
3o und den Nullmengen erzeugten o-Algebra liegt. Da xa,~n € & ist, existiert nach den
Sétzen 6 und 7 eine Folge (f;)52, in £, so dass

lim fj(z) = xa,nm(z)
j—o0

fast tiberall gilt.
Setzt man dann M;; = {:c € X;1— % < fi(z) <1+ %}, so unterscheiden sich M und die in
der von ¥y erzeugten o-Algebra liegende Menge

AU (2

I=1m=1j=m

héchstens um eine Nullmenge. (Man iiberzeuge sich davon, dass die letzte Menge gleich der
Menge {x € X;lim;_, f;(x) = 1} ist). Damit ist dieser Punkt bewiesen.

. Im Beweis von Satz 9.2 wurde schon nachgewiesen, dass jede pp—Nullmenge N zu X gehort
und p(N) = 0 erfiillt, also auch p—Nullmenge ist.

Wir bezeichnen mit [, das zu (X, %, ) anstelle (X, Yo, o) auf £, &/, £, £, konstruierte
Integral. Nach Satz 8, angewandt auf (X,X, ) anstelle (X, 3, o), ist jede p—Nullmenge
N Teilmenge einer Menge M € % mit [,(xa) = 0. Dann gelten aber xy € &, und
I,(xm) = p(M). Nach der Definition von ¥ und p sind Ay N M und folglich auch M und
N po—Nullmengen.

Insbesondere enthélt 3 alle u—Nullmengen.

. Wegen 1-3 ist xpr € £ genau dann wenn M € Yg, = {M € ¥; u(M) < oo}, d. h. wenn
XM € £, In diesem Falle ist I,,(xar) = p(M) = I(xar). Konstruiert man nun .Z;, £, £/,
2, fir (X,3, ), so sind sie alle im fiir (X, Xo, 10) konstruierten Raum £ enthalten und
das Integral I, stimmt jeweils mit [ iiberein. Fiir £, £, £, folgt dies durch Linearitit,
fiir & folgt es aus B. Levi.

. Ist v ein Mafs auf X, welche auf ¥y mit p iibereinstimmt, so sind die pg-Nullmengen auch
v-Nullmengen. Wir bezeichnen mit .%, den fiir (M, X, v) (anstelle (M, 3o, 110)) konstruierten
Raum integrierbarer Funktionen und mit I, das zugehorige Integral. Dann folgt ¥’ C %,
und die Integrale stimmen auf .’ iiberein (weil sie durch o bestimmt sind). Wahlt man
fir f € £ eine Folge (f;) in £’ mit f; 7 f wpo-f.i., so folgt aus Satz 3 (angewandt fiir
%)), dass f € %, und dass I,(f) = limj_o I,(f;) = I(f). Durch Ubergang zur linearen
Hille folgt I, (f) = I(f) fiir alle f € #. Insbesondere folgt fir M € ¥ und k € N, dass
WAL N M) =1(xa,nm) = L(xa,nm) = v(Ax N M). Aus der Stetigkeit der Mafse folgt also
u(M) = v(M),

Bemerkung: Jedes System (X, X, uup), bestehend aus einer Menge X, einer Mengenalgebra Y
von Teilmengen von X und einem o-additiven und o-endlichen Maf kann also in eindeutiger
Weise zu einem vollstdndigen Mafiraum (X, X, 1) erweitert werden, wobei X die von ¥y und den
po—Nullmengen erzeugte o-Algebra von Teilmengen von X ist. Insbesondere héngt der Mafsraum
nicht von der speziellen Wahl der zu seiner Konstruktion verwendeten Folge von Mengen Ay ab.

Bezeichnungen Im Referenzfall ist das aus (X, Xg, uo) konstruierte Maf das Lebesgue-Mafs auf
X = R". Es wird oft mit A bezeichnet. (R™, X, X) ist somit der auf der Grundlage von (X, Xq, o)
aus 9.1.a), Beispiel 5 konstruierte vollstdndige Mafraum.
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II.1.d) Ré&ume messbarer und integrierbarer Funktionen

Definition: messbar FEine Funktion f : X — R heifst messbar beziiglich einer o-Algebra X
von Teilmengen von X (3-messbar oder kurz messbar, falls klar ist, welche o-Algebra gemeint
ist), wenn folgende zueinander dquivalente Bedingungen erfiillt sind:

1. VreQeilt f71((r,00)) ={z € X;f(z)>r} X
2. Vr € Qgilt f~(r,00)) €

3. Vr e Qugilt f~1((—o0,r)) €%
4. Vr € Q gilt f~1((—o0,r]) €%
5. Das Urbild jedes Intervalls gehért zu .

Eine Funktion f : X — C bzw. f : X — RF heiflt messbar, wenn Re f und Im f bzw. alle
Koordinatenfunktionen messbar sind.

Beweis der Aquivalenz Wir zeigen z.B., dass aus 1. folgt f~'((a,b)) € ¥ falls a < b <
00. Dazu nehmen wir eine monoton fallende Folge (s;) in Q mit Limes a und eine monoton
wachsende Folge (r;) in Q@ mit Limes b. Folglich ist [b,00) = 72, (r;,0), (a,00) = UjZ, (s, 00),
alsoist f~1((a,b)) = Uiz, f_l((sj,oo))\ﬂ;il f71((rj,00)) € . Genauso zeigt man, dass Urbilder
anderer Intervalle in ¥ liegen. Also gilt 1 ~» 5. 5 ~» 1 ist trivial und die anderen Aquivalenzen
kann man genauso beweisen.

Definition:  Eine Funktion f : X — C heifst Treppenfunktion (beziiglich einer gegebenen o-
Algebra ¥ von Teilmengen von X), falls paarweise disjunkte Mengen M; € ¥ und Zahlen ¢; € C
(7 € N) so existieren, dass fiir alle z € X gilt

e o)
= Z Cj X M; (.T)
j=1

Man kann in dieser Darstellung einer Treppenfunktion auch immer |J M; = X voraussetzen (flige
sonst Summanden ¢g Xz, mit ¢g =0 und My = X'\ U;’;l M; hinzu.) Fiir zwei (oder endlich viele)
Treppenfunktionen kann man dann Darstellungen mit ein und demselben Mengensystem {M;}
finden. Ist etwa g = 3772, ¢j xu, und h = 37,2, di xv,, wobei U; U; = Uy, Vi = X vorausgesetzt
werde, so folgt g = >°7 | ¢j xv;nv;, und =37 di Xv;nv;- Die letzten beiden Doppelreihen
lassen sich zu gewohnlichen Reihen umordnen.

Treppenfunktionen sind immer messbar.
Satz 10: Betrachtet werde Messbarkeit beziiglich einer fest gewéihlten Y- Algebra von Teilmengen
einer Menge X.

1. Sind Funktionen f; : X - R (j € N) messbar und ist f : X — R eine Funktion, so dass

lim f;(z) = f(z)

j‘)OO
fiir alle € X gilt, so ist f messbar.

2. Jede messbare Funktion f : X — R lasst sich als gleichméfiger Limes einer Folge von
Treppenfunktionen schreiben.

3.8nd f; : X - R (j € {1...m}) messbar und ist U : R™ — R stetig, so ist f(z) =
U(fi(z),..., fm(z)) messbar.

4. Fir reellwertige, messbare Funktionen f,¢g und ¢ € R sind auch cf, f+g, |fl, f 9,
max{f,g}, min{f, g}, f+, f- messbar.
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5. Fiir komplexwertige, messbare Funktionen f,¢g und ¢ € C sind auch f+ g, ¢f, |f], f g
messbar. Ferner ist die Funktion

f(@)
hz) = 9@ falls g(z) # 0
0 falls g(z) =0

messbar.

Beweis:

1. Fiir a € R und j, k € N betrachten wir die Mengen M = f~!((a,0)) = {z € X; f(z) > a}
und M, = f;l((a +1/k,00)). Da M;; € ¥ und

oo o0
M = U ﬂ M,
k=11=1;>1

gehort auch M zur o-Algebra 3.

o (524 e (250,

o0

J—1 1—-J
gk = Z <TXMM. + TXV]',k) :

j=1

2. Wir setzen

Dann sind die Funktionen g; Treppenfunktionen, die wegen |f — gi| < % gleichméfig gegen
f konvergieren.

3. Bestimme TF f; , mit limy_,o0 fjk(x) = f(x). Dannsind g, = U(f1,5(x), fo,x(2),- ., fmk(x))
ebenfalls TF (also messbar) und limg o0 g (z) = U(f1(2), ..., fm(2)).

4. Dies folgt aus 3, da man fiir jede der Behauptungen leicht eine passende stetige Funktion U
findet. Fiir das Maximum nimmt man z.B. U(z1, x2) = max{z1, z2}.

5. Nach 3 mit U(z1,x2) = V12 + 222, fi = Ref und fo = Imf ist |f| = /f1° + fo" messbar.
Die Messbarkeit von f+g, cf, , f-g folgt durch Anwendung von 4 auf Real- und Imaginérteil.

Es gilt h(x) = limy o0 £(2) - 902) - by (19(x))|?, wobei

1 falls [¢t| > 1/
h;(t) = { 42 -t falls [t <1/j

stetig ist. Die Messbarkeit von h folgt nun daraus, dass auch punktweise Grenzwerte kom-
plexwertiger messbarer Funktionen messbar sind, da 1 einzeln auf Real- und Imaginarteile
angewandt werden kann.

Bemerkung Ist (X, 3, ) ein vollstdndiger Mafiraum, so reicht es in Satz 10.1. zu fordern, dass
lim; o fj(z) = f(z) p-fi. gilt, denn in diesem Fall bleibt die Messbarkeit erhalten, wenn man
messbare Funktionen auf Nullmengen willkiirlich abéndert.

Satz 11: Sei (X, X, 1) ein Mafraum und sei . der dazu konstruierte Raum integrierbarer Funk-
tionen. Dann gelten:

1. Ist f € &, so existiert eine bezliglich ¥ messbare Funktion g mit f(z) = g(x) f.4.
2. Ist f messbar beziiglich ¥ und existiert g € £ mit |f| < g f.i., so ist f integrierbar.

3. Fiir f € .Z gilt genau dann I(]f|) =0, wenn f.i. f(z) = 0 ist.
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Beweis:

1. Folgt daraus, dass f f.i. Limes einer Folge von Treppenfunktionen f; ist (Sétze 6, 7) und
dass die Ausnahmemenge in einer Nullmenge M € ¥ enthalten ist (Satz 8). Damit ist

g=f—xm-f=limje f;j- (1 —xnm) messbar.

2. Esreicht aus, den Fall f > 0 zu betrachten (weil f = (Ref)+—(Ref)—+i (Imf)4+ — (Imf)_)
ist und jeder Summand messbar und betragsméfig < g ist). Sei also f > 0. Wir setzen fiir
k,jeN

. . k2 .
_ j—1 j—1
e () wmE S e
j=2

Wenn wir zeigen kénnen, dass u(M; i) < oo, dass also die fj elementare Treppenfunktionen
sind, so folgt f € £ aus dem Konvergenzsatz von Lebegue, denn limy_,» fi(2) = f(z) und
g ist Majorante der fy.

Es ist also nur noch pu(M; ) < oo zu zeigen. Dazu halten wir k,j € N mit j > 2 fest. Dann
gilt xn,, < k-f <k-g fii. Nach den Sétzen 6 und 7 existiert eine Folge (g;) in £’ mit
lim; 00 g1(z) = k- g(x) f.i. Dabei kann ¢g; > 0 angenommen werden (ersetze sonst g; durch
(91)+). Betrachtet man V; = {x € M, 1, gi(x) > 1/2} U; = Uin:l V} , so folgen nacheinander
Vi, U € %, :u(‘/l) < 00, ,LL(UZ) < 0, Xy, € ga ,U(Ul) = I(XUL) < kl(g) (Well XU, < XM; <
kg), p(U;2, Un) = limyoe p(Up) < kI(g). Zuletzt wurde eine Stetigkeiseigenschaft des o-
additiven Mafes u benutzt. Da sich aber infolge der Definitionen von V; und U; die Mengen
U2, U; und M; j, hochstens um eine Nullmenge unterscheiden, folgt p(M; ;) < co.

3. Ist f(x) = 0 f.i., so gehort |f(z)| nach Konstruktion von £ zu £” und hat das Integral
Null.
Gilt umgekehrt I(|f]) = 0 und ist g eine Y—messbare Funktion mit f(z) = g(z) f.i., so
sind die zu ¥ gehdrenden Mengen M, = {z € X : [g(z)| > 1} wegen u(My) = I(xa,) <

I(k - |g|) = 0 Nullmengen. Da f(z) f.ii. aukerhalb der Nullmenge |J;-, My gleich Null ist,
ist f(z) =0 f.4.

Bemerkung: Dass fiir f € £ die Gleichung I(|f|)=0 dazu &quivalent ist, dass f.i. gilt f(z) = 0,
kann man mit einem etwas langeren Beweis auch fiir den Fall nachweisen, dass .2 und [ fiir ein
o—additives Maf pg auf einer Mengenalgebra 3y von Teilmengen der Menge X konstruiert wurden.

Definitionen und Bezeichnungen: Wir gehen davon aus, dass (X, X, 1) ein Mafraum ist, der
diesmal nicht vollsténdig zu sein braucht. Auf seiner Grundlage sei der Raum . der integrierbarn
Funktionen konstruiert. (Es wird also die Konstruktion von . auf der Grundlage von (X, ¥, )
anstelle von (X, X, po) zugrundegelegt.)

1. Wir bezeichnen mit %5(X, 3, 1) den Raum der komplexwertigen Y-messbaren Funktionen
auf X. Wenn klar ist, was gemeint ist, verwendet man auch kiirzere Bezeichnungen, wie

Zo(X), Zo().
2. Der Raum % (X, 3, u) der (X, 3, u)-integrierbaren Funktionen wird definiert als
(X, E,u)={f €, fist X-messbar}.

Gegebenenfalls verwendet man wieder kiirzere Bezeichnungen, wie 21 (X), £ (1), £1.
Das Integral I(f) der Funktion f € £ (X, %, u) wird geschrieben als

[ ran=[ rau=[ f@ane)

g(z){ flz) fallsxe M

Ist M € ¥ und ist

0 sonst
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Element von % (X, X, i), so definiert man

/Mfdu=1(g)-

Somit hat man | v fdu= S « X - f dp, falls f eine auf ganz X definierte komplexwertige
Funktion ist. Im Allgemeinen braucht f nicht auf ganz X definiert zu sein.

Ist g € £, so heifst f p-integrierbar auf M. f heilt messbar auf M, wenn die Funktion g
messbar (beziiglich X) ist. Der Raum der auf M definierten p-integrierbaren ¥-messbaren
Funktionen wird mit . (M) bezeichnet.

3. Ist p > 0 eine auf M € ¥ messbare Funktion, die nicht iiber M integrierbar ist, so setzen
wir [,, p dp = oo.

Bemerkung Der Unterschied zwischen £ und % (X, %, 1) besteht nur fiir nichtvollstdndige
Mafrdume und ist nicht gro®, da fiir jedes f € £ ein g € A (X, X, p) mit f = g p-f.ii. existiert.
Deshalb bleiben die Sétze 2-8 sinngeméfs auch fiir % (X, X, u) richtig.

Satz 12: Sei (X, X, u) ein Mafraum. Ist p > 0 eine Y-messbare Funktion und sind M; € ¥ (j €
N) paarweise disjunkt, so gilt mit M = Us2, M;

pdp= / pdp
/M Z M;

d.h. durch v(M) = [, p d u wird ein o-additives Ma§ v auf 3 definiert.

Beweis: Ist f 4 P dp < oo, soist das Integral nach Konvergenzsatz von Lebesgue (angewandt
auf die Partialsummenfolge) gleich Z;’il Ik Xum; - pdu. Ist die Summe der Integrale < oo, so
ist sie nach B.Levi (wieder angewandt auf die Partialsummenfolge) gleich [ Zj’;l Xnm; o pdp =
J X - p dp. Sind beide Werte unendlich, so ist nichts zu beweisen.

Bezeichnung Das in Satz 12 definierte Maf v wird mit v = p - p bezeichnet.

Satz 13: Sei (X, X, u) ein Mafiraum. Sei p > 0 eine X-messbare Funktion. Dann ist eine Funktion
f: X — C genau dann beziiglich v = p- u integrierbar, wenn f - p beziiglich p integrierbar ist. In

diesem Falle gilt
/ fdv = / f-pdp
X X

Beweis: Setzen X5 = p~1(0), X1 = X\ X>. Uber X, sind beide Integrale gleich Null. Wir kénnen
also X durch X; ersetzen und p(x) > 0 voraussetzen. Dann stimmen Nullmengen beziiglich v und
1 nach Satz 11.3 {iberein. Ebenso stimmt dann die Messbarkeit iiberein, da dieselbe o-Algebra
betrachtet wird. Ist nun f € & (fiir v) , f = >ocixm,, soist [fdv =3¢ fMj pdu=[f-
p d p. Durch Grenziibergang mit f.ii. monoton wachsenden Folgen und Anwendung des Satzes von
B. Levi auf der rechten Seite folgt [ f dv = [ f-p dp fiir jedes f € <" (fiir v). Durch Ubergang
zur linearen Hiille folgt dann Gleichheit fiir alle f € £ (X, ¥, v). Vertauscht man die Rollen von
p und v (immer noch im Falle p(x) > 0), so hat man aufferdem fiir alle g = p - f € Z1(X, %, ),
dass [gdpu= [1/p-g dp , woraus die Behauptung folgt.

Beispiele: Auf diese Weise erhilt man viele Wahrscheinlichkeitsmafe. Z.B. (Referenzfall, A sei
Lebesguemal auf R)

1 2
—e 2 . )\
Varm
oder fiir M € ¥ mit 0 < A\(M) < oo
1
— v A
A(M) M
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Definition: Seien p, v Mafe auf der o-Algebra > von Teilmengen von X. v heifst absolutstetig
beztiglich p, falls fiir jedes M € ¥ mit (M) = 0 gilt v(M) = 0.

Beispiel Ist (X, X, u) ein Mafiraum und ist p > 0 messbar beziiglich ¥, so ist v = p- u absolut-
stetig bezliglich p .

Satz 14: (Radon- Nikodym) Seien p und v zwei o -endliche Mafe auf derselben o-Algebra
3 von Teilmengen der Menge X. Ist v absolutstetig beziiglich u, so existiert eine beziiglich X

messbare Funktion p > 0 mit v = p - p.

Ein relativ tibersichtlicher Beweis dieses Satzes wird spéter auf der Grundlage des Satzes von
Riesz-Fischer aus der Hilbertraumtheorie zugénglich. (Vgl. z. B. Giinther, Grundkurs Analysis.)
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II.1.e) Verallgemeinerung von Eigenschaften des n-dimensionalen Riemann-Integrals

Ausgangspunkt: Hier ist der Ausgangspunkt das fiir

T

€2
Qap = : eR™; a5 <x; < by

Tn

durch po(Qap) = H?Zl (bj—a;) gegebene Maf. Die Fortsetzung des Mafes auf die von ¥¢ (definiert
in 9.1.a), Beispiel 5) und den Nullmengen erzeugte o-Algebra X heifst Lebesque-Maf auf R™ und
wird mit A bezeichnet. Der entsprechende Mafiraum ist (R™, ¥, \). Die Elemente von ¥ nennt man
auch Lebesgue-messbar oder einfach nur messbar (falls keine Verwechslung droht). Die Integrale

/M fdr= /M f(2) dA(x)

werden auch einfach als [, f(x)dz bzw., wenn n = 1 und M ein Intervall ist als f: f(x)dx
bezeichnet. Dies wird durch folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 15: Ist M quadrierbar, so ist M mefbar und A(M) ist gleich dem Jordanschen Inhalt von
M. Ist f Riemann—integrierbar oder sind f und |f| Riemann—integrierbar im uneigentlichen Sinne,
so ist f Lebesgue—integrierbar und beide Integrale stimmen iiberein.

Beweis: Ist ) ein beschrankter Quader, wie er in der Konstruktion des Riemann-Integrals ver-
wendet wurde, so unterscheidet sich @ von einem geeignet gewéhlten Quader Q,p aus 9.1.a),
Beispiel 5 hochstens um einen Teil des Randes, also um eine Nullmenge. Deshalb ist die Funk-
tion xq Lebesgue-integrierbar und ihr Lebesgue-Integral ist gleich dem Volumen von @, also
gleich dem Riemann-Integral von x¢. Deshalb sind auch die bei der Konstruktion des Riemann—
Integrals betrachteten elementare Treppenfunktionen Lebesgue-integrierbar, wobei Lebesgue— und
Riemann-Integral iibereinstimmen. Ist f Riemann-integrierbar, so gibt es bekanntlich elementare
Treppenfunktionen g;,h; mit g; < gj+1 < f < hjy1 < hj und limj o I'(h; — g;) = 0. Nach
Monotoniekriterium fiir Zahlenfolgen existieren die Genzwerte g;(z) 7 g(z) und hi(x) N\, h(z).
Nach Satz von Beppo Levi sind g, h Lebesgue-integrierbar, wobei die Lebesgue-Integrale gleich
lim;_ oo I(g;) = limj_oo I(h;), also gleich dem Riemann-Integral von f sind. (Um dise Aussage
fiir h zu erhalten, betrachtet man —h;(x) & —h(z).)

Wegen g(z) < f(z) < h(z) ist I(|h — g|) = I(h — g) = 0, so dass nach Satz 11.3 fast iiberall
g(x) = f(z) = h(zx) gilt. Deshalb ist f Lebesgue—integrierbar und das Lebesgue—Integral von f ist
gleich I(g), also gleich dem Riemann-Integral von f.

Die erste Behauptung ist der Speziallfall f = xj,;. Die Behauptung fiir das uneigentliche
Integral wird als Anwendung der Konvergenzsitze bewiesen (UA).

Dabei kann folgende allgemeine Definition des uneigentlichen Integrals verwendet werden.

Definition (uneigentliches absolut konvergentes Riemann-Integral): Sei (M;)2; eine
aufsteigende Folge quadrierbarer Mengen M; C R™ und sei M = U372, M;. Ferner sei f eine
wenigstens auf M definierte komplexwertige Funktion, die auf jeder der Mengen M, Riemann-
integrierbar sei. Das uneigentliche absolut konvergente Riemann-Integral | o f () do existiert und
ist gleich lim;_oo fMj f(z) dz, falls lim;_, o fMj |f(z)|dz < oo gilt.

Bemerkung: Im eindimensionalen Fall wird in dieser Definition im Unterschied zur urspriingli-
chen Definition des uneigentlichen Integrals auf R verlangt, daf auch |f| ein endliches uneigentli-
ches Integral besitzt. Man erreicht dadurch auch, dass das Integral unabhingig von der speziellen
Wahl der M; wird. Im allgemeinen Fall verallgemeinert die hier formulierte Definition die friihere
Definition des uneigentlichen absolut konvergenten Riemann-Integrals iiber offene Mengen.
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Die Zuriickfithrung auf niederdimensionale Integrale wird nun durch den Satz von Fubini geregelt
(der eigentlich allgemeiner fiir sogenannte Produktmafe gilt, die aber iiber unseren Stoff hinaus-
gehen).

Satz 16 (Fubini): Wir gruppieren die Variablen u € R® = R™** als u = (z,y) mit z € R™,y €
R* und bezeichnen die entsprechenden Lebesgue-Mafke auf R™, R™, RF mit \,, A, Ay. Dann sind
flir eine \,-meftbare Funktion f : R™ — C folgende Bedingungen dquivalent:

1. f(u) ist Lebesgue-integrierbar auf R™.

2. Fiir fast alle x € R™ ist | f(x, y)| integrierbar bzgl. A, und es gibt eine integrierbare Funktion
G e ZR™) mit G(z) = [p |f(z,y)| dy fiir fast alle .

In diesem Falle existiert F' € Z(R™) mit F(z) = [ f(z,y)dy fiir fast alle z. Fiir diese Funktion
gilt

(u) du = /  F(x)de.

R

Bemerkungen: Die Integrale [, |f(z,y)| dy bzw. [, f(x,y)dy brauchen nicht fiir jedes
existieren (bzw. endlich sein). Die eventuelle Ausnahmemenge ist jedoch eine Nullmenge, auf die
es bei der Integration nicht ankommt. Dort kann F'(z) bzw. G(z) mit einem willkiirlichen Wert
genommen werden (z.B. 0). Vereinbart man, dass man auch Funktionen, die nur fast iiberall
definiert und endlich sind, integrieren darf (indem man sie durch Abéndern auf einer Nullmenge
zu einer richtigen Funktion macht und das Integral der abgeénderten Funktion nimmt), so kann
man den Satz folgendermafen formulieren:

Umformulierung des Satze von Fubini: Wir gruppieren die Variablen v € R" = R™tk
als u = (x,y) mit + € R™ y € R* und bezeichnen die entsprechenden Lebesgue-Mafe auf
R™, R™, R* mit Auw, Az, Ay. Dann sind fiir eine A\,-mefibare Funktion f : R” — C folgende Be-
dingungen aquivalent:

1. f(u) ist Lebesgue-integrierbar auf R".

/m (/Rk If(%y)ldy) dz

existiert als iteriertes Lebesgue-Integral. (Das innere Integral braucht dabei nur fast iiberall
existieren.)

2. Das Integral

Sind diese beiden zueinander dquivalenten Bedingungen erfiillt, so gilt

Rnf(u)d“:/m </ka(w,y)dy) da.

Als Folgerung aus dem Satz darf man im letzten Integral die Integrationsreihenfolge vertauschen,
wenn die zueinander dquivalenten Bedingungen 1. und 2. erfiillt sind.
Den Beweis des Satzes von Fubini kann man z. B. in Heuser 2 oder Walter 2 finden.

Der Transformationssatz lasst sich auf den Fall Lebesgue-integrierbarer Funktionen verallgemei-
nern.

Satz 17 (Transformationssatz): Sei 2 C R™ eine nichtleere offene Teilmenge und sei ¢ : £ —
R" eine injektive regulire C*-Abbildung (Det ¢’ # 0). Ferner sei f eine auf ¢(£2) definierte kom-
plexwertige Funktion. Dann ist f integrierbar auf ¢(Q2) gdw. f(¢(u))-|detd’ (u)| auf Q integrierbar
im Lebesgueschen Sinne ist und es gilt

fla)do = [ F(6w) - [Det ' u)] du.
#() Q
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Beweisidee: Da Ref und Imf einzeln integriert werden, kann man gleich annehmen dass f
reellwertig ist. Wir betrachten nun zunéchst elementare TF, d.h. Elemente f € .#’, wobei .’
auf der Grundlage von (X, X, po) aus 9.1.a), Beispiel 5 konstruiert wurde. Nimmt eine solche
Funktion f auferhalb einer kompakten Teilmenge von 2 nur den Wert Null an, so ist die Trans-
formationsformel fiir f aus der Theorie des Riemann-Integrals bekannt. Nun kann man bei ge-
gebenem f € Z(R™) mit f = f - xn eine Folge f; solcher elementarer Treppenfunktionen mit
lim; o fj(z) = f(x) f.4. und mit lim; . I(|f; — f|) = 0 finden. (Verwende Sétze 6 und 7 sowie
eine Ausschopfung Q = UP°, K, wobei K; C K;y1 kompakte Teilmengen von (2 sind, die zugleich
Abschliisse von endlichen Quadervereinigungen sind.) Dann folgt obige Gleichung durch Grenz-
iibergang. Ist die Integrierbarkeit von (f o ¢) - |Det ¢’| bekannt, so verwendet man das bisherige
Resultat mit der inversen Abbildung ¢~! anstelle ¢.

Es soll noch kurz eine im eindimensionalen giiltige (schwierige) Verallgemeinerung der Newton-
Leibniz-Formel beschrieben werden. Eine ausfiihrliche Darstellung mit Beweisen findet man z. B.
in Walter 2.

Definition (absolutstetige Funktion) Eine auf einem kompakten Intervall [a,b] gegebene
reellwertige (oder komplexwertige) Funktion F' heifst absolutstetig auf [a, b], wenn fiir jedes € > 0
ein 6 > 0 so existiert, dass fiir endlich viele paarweise disjunkte Teilintervalle {(a;,b;]}72; von
[a,b] mit D7, by —a; < & stets gilt 37" [F(by) — Fay)| <e.

Solche Funktionen sind insbesondere stetig und von beschrankter Variation.

Allgemeines Beispiel (UA) Ist f auf [a,b] integrierbar (d.h. f € Z([a,b])), so ist F(z) =
[ f(t) dt absolutstetig auf [a, b)].

Ist eine reellwertige Funktion F' absolutstetig auf [a,b], so kann man F (unter Verwendung der
vollsténdigen Variation) als Differenz monoton wachsender absolutstetiger Funktionen schreiben.
Eine monoton wachsende, absolutstetige Funktion F' auf [a, b] kann man dann auf (—oo, a) durch
F(a) und auf (b, 00) durch F(b) fortsetzen. Danach kann man auf der Grundlage von Beispiel 4 in
9.1.a) ein Ma® v mit v((a,z]) = F(z) — F(a) definieren. Mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym
kann man dann eine Funktion f (> 0) so finden, dass fiir « € [a,b] gilt F(z) = F(a)+ [ f(t) dt.
Der folgende Satz beinhaltet viel mehr:

Satz 18 Ist F eine auf dem kompakten Intervall [a,b] gegebene absolutstetige Funktion, so
existiert eine Funktion f € £ ([a,b], so dass fir alle z € [a, b] gilt

F(x) :F(a)—i—/x f(t) dt.

Dariiberhinaus ist F' fast tiberall in [a, b] differenzierbar und die Ableitung F’(x) ist fast iiberall
in [a, b] gleich f(x). (Insbesondere ist also die Funktion f(x) in der Integraldarstellung von F' bis
auf eine Nullmenge eindeutig bestimmt.)
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II.1.f) Sé&tze liber Parameterintegrale

Satz 19 (Stetigkeitssatz): Sei (X, X, u) ein (vollstdndiger) Mafiraum und sei (Y, p) ein metri-
scher Raum. Sei f(x,y) eine komplexwertige Funktion auf X x Y, die fiir jedes feste y integrierbar
sei und die fiir jedes feste x stetig von y abhénge. Gibt es eine von y unabhéngige integrierbare Ma-
jorante g(z) (d.h. |f(z,y)| < g(x) p-f.ii. bei jedem festen y), so wird durch F(y) = [ f(z,y) du(z)
eine stetige Abbildung Y — C gegeben.

Beweis: Gilt limj,o y; = y in Y, so folgt mit f;(z) = f(z,y;) und f(zx) = f(z,y), dass
lim; o fj(z) = f(z) und dass g eine integrierbare Majorante fiir die Funktionen f; ist. Aus dem
Konvergenzsatz von Lebesgue folgt nun lim;_,, [ f;(z =/ f(z ), d.holimj oo F(y;) =
F(y).

Beispiel (Stetigkeit der Fouriertransformierten): Fiir f € £ (R) wird die Fouriertrans-

N 1 —ixt
fla) = = / F(t)e =t .

Diese héngt dann stetig von z ab. (Man kann auch noch lim,_, 1o fA’(z) = 0 beweisen).
Analoge Aussagen gelten fiir die Fouriertransformierte

formierte fdeﬁniert durch

~ 1

flo) = = [ et

einer Funktion f € % (R").

Satz 20 (Differentiationssatz): Seien folgende Voraussetzungen erfiillt: (X, X, u) sei ein (voll-
standiger) Mafraum, Y sei eine offene Teilmenge des R™, f(z,y) sei eine komplexwertige Funktion
auf X x Y, fiir jedes feste x € X sei f(z,y) stetig differenzierbar nach den y-Variablen, fiir je-
des feste y € Y sei f(z,y) p-integrierbar, auf X gebe es eine integrierbare Funktion g(x) mit

205 | < g(a)  (V(a, )€X><Y)

dy;
Dann ist die Funktion F(y) = [ f + f(x,y) dz auf Y stetig partiell nach y; differenzierbar, die Funk-
tionen %ij) sind bei Jedem festen y € Y p-integrierbar und es gilt:

OF (z,y) :/ U@ Y) 411)

8%— 8%—

Beweisidee: Da Real- und Imaginéirteil einzeln behandelt werden kénnen, kann man gleich
voraussetzen, dass f reellwertig ist. Aus dem Mittelwersatz der Differentialrechnung folgt dann,
dass die beziiglich h in einer Umgebung der Null stetige Funktion

~ 1/h (f(x,yl,---yyj—layj+hayj+la"'ayn)_f(‘r)y)) faHSh#O
f(hyz,y) = 21(x.9) falls h = 0
Y

bei bliebig gewadhlten zuldssigen Werten fiir y und h die Funktion g zur Majorante hat. Nun folgt
die behauptete Formel aus dem Stetigkeitssatz, wenn man in

(F(yla---vyj—layj+hayj+1a---ayn) _F(y)) :/f(h‘axay)du(‘m)

==

den Grenzwert fiir h — 0 betrachtet. Aus dem Stetigkeitssatz folgt dann auch noch, dass w =

f af(z y) dp(z) stetig von y abhéngt.
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Beispiel: (UA) Sei K C R? eine kompakte Teilmenge. Dann ist K messbar (yx ist sogar inte-
grierbar). Fiir eine Lebesgue-integrierbare Funktion p : K — R wird nun das Newton-Potential
(der Massendichte p) durch

p(x)

u(y) =/ dz (y ¢ K).
K lz—yl

gegeben. Dann ist u harmonisch in R3 \ K.

Dies gilt analog auch fiir eine kompakte Teilmenge K C R2, fiir eine integrierbare Funktion

p: K — R und fiir das zweidimensionale Newton-Potential

uty) = [ p@)tnle | do

Satz 21 (Holomorphiesatz): Sei Y C C eine offene Menge, sei (X, 3, ) ein Mafraum und sei
f(x,y) eine auf X x Y definierte komplexwertige Funktion. Sei f(z,y) fir jedes feste € X eine
auf Y holomorphe Funktion von y, sei f(x,y) fiir jedes feste y € Y eine X-messbare Funktion und
existiere eine integrierbare Funktion g(z) auf X mit |f(z,y)| < g(x) (iiberall oder wenigstens fiir
jedes feste y p-f.ii.). Dann ist die Funktion F(y) = [, f(,y) d u(x) holomorph und erfiillt:

) = [ L aua)

Den Beweis kann man in Konigsberger, Analysis 2 finden. Mit Hilfe der verallgemeinerten Integral-
formel von Cauchy fiir Ableitungen weist man zuerst nach, dass die komplexe Ableitung %ﬁj’y)
zumindest lokal beziiglich y (d.h. in einer Umgebung eines beliebigen, aber fiir den Moment fest
gewidhlten yy € Y) eine von y unabhingige Majorante besitzt. Dann kann man &hnlich wie bei

Satz 20 vorgehen.
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