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Vorwort

Unter den geometrischen Extremalproblemen erwies sich die Suche nach flachen-
kleinsten ebenen konvexen Figuren vorgegebenen Umfangs und Durchmessers
als eine lange ungel6ste, anspruchsvolle Aufgabe. Die vorliegende Habilitations-
schrift stellt eine Behandlung dieses isoperimetrisch—isodiametrischen Problems
mit Methoden der Optimierung und Optimalen Steuerung vor und diskutiert struk-
turelle Hintergriinde der Untersuchungsergebnisse.

Durch eine Reihe von Arbeiten zu &hnlichen geometrischen Aufgaben entwickelte
sich in der Arbeitsgruppe “Optimierung“ des Leipziger Mathematischen Instituts
unter der Leitung von JOACHIM FOCKE und RoOLF KLOTZLER das Interesse an
diesem Problem. Zun&chst formulierte KLOTZLER 1986 fir den studentischen
Lagrange—Wettbewerb die aus dem Favard—Problem [28] resultierende Aufgabe,
unter allen, einem Kreis einbeschriebenen konvexen n—seitigen Polyedern vorge-
gebenen Flacheninhalts dasjenige grofiten Umfangs zu bestimmen. Hierauf folg-
ten Vortrdge von FOCKE und KLOTZLER [35, 37, 39, 74] im Arbeitsgruppense-
minar Uber Eigenschaften der zugehorigen Optimalwertfunktion, die als Favard’s
“fonction penetrante’ bezeichnet wurde, und ber Paare flachenminimaler Inpoly-
eder des Einheitskreises [36]. Dabei stellte sich ein interessantes Verzweigungs-
verhalten der Lésungsstruktur heraus, fur dessen numerische Auswertung FOCKE
[38] ein modifiziertes Newton—Verfahren vorschlug . Diese Vortrdge waren einer-
seits Ausgangspunkt der Untersuchungen zum isoperimetrisch—isodiametrischen
Problem [18, 19, 92], andererseits lieferten sie Ideen flir die Ausarbeitung verall-
gemeinerter Konvexitatskonzepte [39, 37,51, 74,79, 103, 117], firr die Diskussion
einer Klasse nichtlinearer Ressourcen—Aufteilungsprobleme im Zusammenhang
mit Untersuchungen zur auftretenden Symmetriebrechung [80, 81, 84, 127] und
nicht zuletzt auch flr die weitere Entwicklung der Theorie der Optimalen Steue-
rung [70].

Bei einer analytischen Formulierung von Extremalaufgaben in Bezug auf Kenn-
grolRen konvexer Korper treten haufig Ungleichungsrestriktionen auf. Bereits 1934



bemerkten BONNESEN und FENCHEL [15], dass dadurch bei vielen dieser Pro-
bleme die klassischen Zugange der Variationsrechnung nur in bescheidenem Ma-
Re wirksam werden. AuBerdem sind polyedrische Ldsungen nicht mittels Stitz-
funktion im klassischen Funktionenraum erfassbar. Mit dem von KroTov [85]
1973 und KLOTZLER [67, 68] 1977 entwickelten verallgemeinerten Dualitatskon-
zept der Steuerungstheorie und der von KLOTZLER [70] 1988 bewiesenen distri-
butionellen Version des Pontrjagin’schen Maximumprinzips standen schlieRlich
Instrumentarien zur Verfligung, mit welchen sich eine Reihe ebener geometri-
scher Extremalaufgaben nun erfolgreich analytisch behandeln lieRen (siehe etwa
[3, 75, 76, 77] und [31, 71]).

Diese Entwicklung verleitete uns zum Versuch, das isoperimetrisch—isodiametri-
sche Problem analytisch zu I6sen. Dabei musste mit einer verzweigten Ldsung
gerechnet werden. Die Ursachen hierfiir waren letztendlich darin zu sehen, dass
es sich bei dieser Aufgabe um die Suche nach der globalen Lésung eines konka-
ven parametrischen Minimierungsproblems handelt. Es war deshalb auch nicht zu
erwarten, das Optimum allein mit lokalen Methoden zu finden. Das Problem liel3
sich in verschiedene Teilprobleme aufspalten, an deren Diskussion und numeri-
scher Auswertung auch Diplomanden beteiligt waren [18, 19, 92].

Die Aufgabe schien gel6st, bis sich noch ein entscheidender Fehler in den Uber-
legungen herausstellte. Die auftretende Liicke konnte bislang mit unseren Metho-
den nicht geschlossen werden. In der Literatur stieBen wir schlielich auf \Verof-
fentlichungen der japanischen Geometer KuBOTA und HEMMI, die nach lange-
ren Bemihungen eine Losung des obigen isoperimetrisch—isodiametrischen Pro-
blems in den Jahren 1953 und 1954 gefunden haben [53, 54, 55, 56, 57]. Gestitzt
auf ihr Resultat aus [54], dass optimale Figuren unter denjenigen mit maximalem
Umkreisradius zu suchen sind, konnten wir die von ihnen hergeleiteten, stlick-
weise giltigen scharfen Ungleichungsrelationen zwischen Flacheninhalt, Umfang
und Durchmesser einer konvexen Figur bestétigen. Optimale Figuren bezeichne-
ten wir als Hemmi—Polyeder. Unser Zugang ermdglichte mit der Berechnung von
Verzweigungspunkten der Losungsstruktur auch eine numerische Auswertung der
Ergebnisse.

Die Uiberaus aufgeschlossene, anregende und fruchtbare Atmosphare in der Leip-
ziger Optimierungsgruppe waren fir mich die wichtigste Erfahrung bei der Be-
schaftigung mit dieser Thematik. Sehr dankbar bin ich hierbei den Professoren
JOACHIM FOCKE und ROLF KLOTZLER, die mich mit ihren Ideen und Vorar-
beiten zur Beschaftigung mit dieser Thematik anregten und meine Arbeiten mit
kritischer Aufmerksamkeit begleiteten. Mein besonderer Dank gilt Prof. KLOTZz-



LER fir sein stets anspornendes Interesse und seine nimmermuide Diskussionsbe-
reitschaft. Fur ihren ermunternden Zuspruch bedanke ich mich stellvertretend bei
Prof. A. GOPFERT (Halle), Prof. H. MARTINI (Chemnitz), Prof. OPFER (Ham-
burg), Prof. H. X. PHU (Hanoi), Prof. S. PICKENHAIN (Cottbus) und Prof. W.
SCHMIDT (Greifswald). Darlber hinaus bedanke ich mich bei Frau Karla Rietz
fiir ihre groRBe Hilfe bei der technischen Fertigstellung dieser Arbeit und bei mei-
nem Mann Jochen fir seine umfangreiche Unterstuitzung.

Leipzig, den 20. August 2002 Anita Kripfganz
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Aufteilungsprobleme:

mx zuléssige Losung des allgemeinen Aufteilungsproblems
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v zulassige Losung des Umfangsaufteilungsproblems (™PA)

mLe symmetrische Umfangsaufteilung bez. (mPA)



Motivation und Ziele

Viele geometrischen Probleme sind intuitiv im Sinne einer einfachen und ver-
standlichen Formulierbarkeit. Oft sind jedoch ernsthafte Bemuhungen nétig, um
sie zu l6sen. Und manchmal trifft man auch noch im ebenen Fall auf ein lange
ungelostes Problem. Die vorliegende Arbeit erhielt ihre Anregungen aus der Be-
schaftigung mit folgender Fragestellung:

Welche ebenen konvexen Figuren besitzen bei vorgegebenem Umfang und
Durchmesser kleinsten Flacheninhalt?

Eine Losung dieses isoperimetrisch—isodiametrischen Problems liefert eine schar-
fe untere Schranke fur den Flacheninhalt £ in Abhangigkeit von Umfang L und
Durchmesser D. Diese Schranken werden durch entsprechende Optimalfiguren
realisiert. Geometrische Extremalprobleme dieser Art wurden erstmals weitge-
hend von BONNESEN und FENCHEL [15] 1934 zusammengestellt. Hier wird das
obige Problem unter den noch nicht vollstandig gelosten Aufgaben erwéhnt. Un-
ter den Figuren mit maximalem Verhéltnis von Umfang und Durchmesser, al-
so L = 7D, ist seit den Beweisen von BLASCHKE [11] 1915 und LEBESGUE
[89] 1914 die Minimaleigenschaft des Reuleaux—Dreiecks bekannt. Fir den Fall
2D < L < 3D hatte KuBOTA [87] 1923 eine scharfe Ungleichung zwischen F) L
und D hergeleitet. Unbekannt waren lange Zeit optimale Figuren fir die verblei-
benden Féalle 3D < L < nD.

JAGLOM und BOLTJANSKI stellten 1956 in ihrer Aufgabensammlung [60] eine
Vielzahl schoner konstruktiver Lésungen fur ebene geometrische Extremalpro-
bleme vor. Die vollistandige Lésung obiger Aufgabe formulierten sie als ungel6-
stes Problem. Selbst wesentlich spater wird in der einschlégigen Literatur wie in
der Ubersichtsarbeit zu geometrischen Ungleichungen von BURAGO und ZAL-
GALLER [22], in der enzyklop&dischen Sammlung geometrischer Ungleichungen
von MITRINOVIC, PECARIC und VOLONEC [98], im Problembuch zu ungeldsten
Problemen der Geometrie von CROFT, FALCONER und Guy [24], in den Uber-
sichtsartikeln von SANTALO [110], CHAKERIAN und GROEMER [23] sowie von

1



2 MOTIVATION UND ZIELE

FLORIAN [32] keine Ldsung des isoperimetrisch—isodiametrischen Problems er-
wéhnt. Im Jahre 1992 wies HANSEN [48] auf eine L6sung dieses Problems durch
HEMMI und KuBOTA hin. In ihren 1953 und 1954 in japanischen Zeitschriften pu-
blizierten Artikeln [53, 54, 55, 56, 57] wurden die von SHOLANDER [115] 1952
aufgestellten Vermutungen zur Struktur der Optimalfiguren und Qualitét der Un-
gleichungen bestétigt.

Flacheninhalt, Umfang, Durchmesser, Dicke, Um- und Inkreisradius sind grund-
legende charakteristische Parameter konvexer Figuren. Beziehungen zwischen
solchen Parametern kénnen durch Ungleichungen und Systeme von Ungleichun-
gen beschrieben werden. Die Frage, ob zu jeder Lésung eines derartigen Unglei-
chungssystems auch eine passende konvexe Figur existiert, fihrt nach SANTA-
LO [110] auf den Begriff des vollstandigen Ungleichungssystems. Die Herleitung
scharfer Ungleichungen entspricht hier der Losung eines restringierten Extremal-
problems im Raum der konvexen Figuren. Klassisch ist im ebenen Fall das Di-
do’sche Problem. Die Motivation, sich mit solchen Aufgaben zu befassen, resul-
tiert aus der Suche nach strukturellen Eigenschaften konvexer Figuren und Korper,
aus der Dynamik zwischen durchschaubarer Formulierung und anspruchsvoller,
oft auch &sthetischer Losung des Problems sowie aus den vielfaltigen Mdglichkei-
ten, geometrische Probleme zu behandeln und in allgemeinere Zusammenhénge
einzuordnen, durch sie Anregungen fir weitergehende Untersuchungen zu erhal-
ten und nicht zuletzt daraus, sie auch in Anwendungen wiederzufinden.

Bei einer Diskussion des oben formulierten isoperimetrisch—isodiametrischen Pro-
blems stehen folgende Fragen im Mittelpunkt:

e Existenz von Losungen und charakteristische Merkmale des Problems

Aus der Theorie der konvexen Koérper stehen grundlegende Sétze zur Verfligung,
um Stetigkeits- und Kompaktheitsaussagen zu treffen und damit die Existenz einer
Losung zu sichern. Konvexitatsuntersuchungen liefern zusatzliche Informationen
zum einen Uber die Globalitat lokaler Extrema, zum anderen tber den Einsatz
geeigneter Variationsmethoden.

e Auswertung von notwendigen und hinreichenden Optimalitatsbedingungen

Geometrische Methoden beruhen auf geeigneten Verfahren der zielgerichteten Va-
riation einer konvexen Figur unter Einhaltung der Forderungen an die fixierten Pa-
rameter. Ein analytischer Zugang fiihrt unter Verwendung der Stitzfunktion auf
die Diskussion der Lésung eines entsprechendes Optimierungs- bzw. Optimal-
steuerproblems. Hierbei stellen sich u.a. Fragen nach einer adaquaten Zerlegung
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des Gesamtproblems in Teilprobleme und nach der Auswahl geeigneter Ldsungs-
ansatze.

e Untersuchung von Struktureigenschaften der Losung

Geometrische Extremalprobleme fur charakteristischer Parameter konvexer Figu-
ren sind von Natur aus parametrische Optimierungsprobleme. Folglich sind Sta-
bilitatsbereiche fiir die Lésungen interessant. Es konnen sprunghafte Anderungen
der Losungsstruktur auftreten. Ein solches Verhalten spiegelt sich dann auch in
den entsprechenden Ungleichungen wider. Grundlegend ist die Frage, ob mit po-
lyedrischen oder ,,runden® LGsungen zu rechnen ist. Treten unendlich viele Struk-
turwechsel auf, so liefern asymptotische Untersuchungen Aussagen uber das L6-
sungsverhalten.

e Optimierung und numerische Auswertung der Resultate

Ein analytischer Zugang eroffnet prinzipiell die Moglichkeit zur numerischen Be-
rechnung von StrukturgréRen optimaler Figuren. Insbesondere mdchte man im
Falle einer Losungsverzweigung die entsprechenden Verzweigungsparameter un-
ter Ausnutzung von Eigenschaften der Optimalwertfunktion des parametrischen
Problems bestimmen. Aus der Losung des Extremalproblems resultieren die ge-
suchten Ungleichungen zwischen den beteiligten charakteristischen Parametern.
Besonderheiten der Aufgabe spiegeln sich hier wider.

e \erallgemeinerungen

Die Behandlung des speziellen geometrischen Problems fuhrt auf prinzipielle
Aussagen zur Losung entsprechend strukturierter Optimierungsprobleme.

Inhalt und Hauptergebnisse der Arbeit konnen nun folgendermafRen umrissen wer-
den:

Das erste Kapitel enthélt grundlegende Begriffe und Sétze (ber den Raum der
konvexen Figuren, die fur die weiteren Untersuchungen benétigt werden. Konvexe
Figuren sind konvexe und kompakte Teilmengen des R2. Im R™ bezeichnet man sie
als konvexe Korper. Bedeutende Ansétze zur Theorie der konvexen Korper gehen
insbesondere auf BRUNN [20, 21], MINKOWSKI [95, 96] und BLASCHKE [10] zu-
rick. Die algebraische und metrische Struktur des Raumes /™ der konvexen Kor-
per und dessen Einbettung in einen Banachraum reeller Funktionen mit Hilfe der
Stitzfunktion ist von grundlegender Bedeutung fur die Entwicklung einer heute
sehr reichhaltigen Theorie, wie sie etwa in der Monografie von SCHNEIDER [113]
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dargestellt ist. Charakteristische Parameter konvexer Korper beschreiben spezi-
elle Funktionale auf diesem Raum. Von besonderem Interesse sind Stetigkeits-
und Konvexitatseigenschaften dieser Parameter. In Abschnitt 1.3 werden fiir den
ebenen Fall Extremalprobleme zu Fl&cheninhalt, Umfang, Durchmesser und Um-
kreisradius und entsprechende Ungleichungssysteme diskutiert und zusammenge-
stellt.

Das zweite Kapitel behandelt eine Verallgemeinerung des Favard’schen Problems.
Wahrend FAVARD [28] nach flachenkleinsten isoperimetrischen Kreisinpolyedern
fragte, wird hier der Umkreis durch einen Kreissektor ersetzt. Diese Aufgabe kann
man zunéchst als Optimalsteuerproblem mit Zustands- und Steuerrestriktionen, in
welchem die Steuerungen verallgemeinerte Funktionen sind, formulieren. Bei der
Losungsdiskussion lasst sich die Wirksamkeit der von KLOTZLER [70] ausge-
arbeiteten distributionellen Version des Pontrjagin’schen Maximumprinzips de-
monstrieren. Die Auswertung dieser notwendigen Bedingung an eine Ldsung des
Problems fiihrt auf die Bestatigung, dass Optimalfiguren polyedrische Struktur
besitzen. Flachenminimale Sektorinpolyeder vorgegebenen Umfangs lassen sich
nun als Losung einer nichtlinearen Optimierungsaufgabe, deren notwendige und
hinreichende Optimalitatsbedingungen explizit auswertbar sind, bestimmen. Ein-
deutige Optimalfiguren des verallgemeinerten Favard’schen Problems sind soge-
nannte fastreguléare Sektorinpolyeder. Die zugehorige Optimalwertfunktion, wel-
che die Abhéngigkeit des minimalen Flacheninhalts vom Umfang beschreibt, be-
zeichnen wir als ’fonction penetrante’.

Diese Funktion ist stetig abhangig vom Umfang, sttickweise implizit definiert so-
wie auf jedem der abzahlbar unendlich vielen Teilintervalle von [3D, 7 D], auf de-
nen die Seitenzahl der fastreguléren Sektorinpolyeder konstant ist, jeweils streng
konvex—konkav und stetig differenzierbar. Gegenstand von Kapitel 3 ist eine Un-
tersuchung von Eigenschaften dieser Funktion, insbesondere ihrer Ableitungen
bis zur vierten Ordnung, des asymptotischen Verhaltens ihres Sekantenanstieges,
ihrer Konvexitatsdefekte und ,,groben* Konvexitatsmerkmale. Letztere werden flr
eine allgemeine Klasse streng konvex—konkaver Funktionen analysiert. Eine glat-
te konvexe untere Einhiillende der *fonction penetrante’ kann in impliziter Form
angeben werden.

Im vierten Kapitel werden Aufteilungsprobleme mit einem streng konvex—kon-
kaven partiellen Bewertungskriterium und einer Kopplungsnebenbedingung be-
trachtet. Symmetrische Losungen sind hier stets stationdre Losungen. Von Inter-
esse ist das Strukturverhalten des globalen Minimums in Abhangigkeit vom Kopp-
lungsparameter. Da die Optimallésung hierarchisch zusammengesetzt ist, lasst
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sich diese Abhéngigkeit induktiv untersuchen. Zunachst beobachtet man beim
Paaraufteilungsproblem eine sprunghafte Verzweigung zwischen stationarer sym-
metrischer und nichtsymmetrischer Randlésung. Diese Verzweigung wird durch
die Nullstelle einer in Kapitel 3 eingefuhrten Midpoint—Konvexitatsdefektfunktion
vermittelt. Auch im allgemeinen Fall erweisen sich neben der symmetrischen Lo6-
sung fur kleine Parameterwerte unterschiedliche unsymmetrische Randlésungen
flr groliere Parameterwerte als optimal. Die Verzweigungsparameter ergeben sich
aus den Nullstellen geeigneter Konvexitatsdefektfunktionen.

Das flnfte und letzte Kapitel beinhaltet schlieRlich die Diskussion des isoperime-
trisch—isodiametrischen Problems. Da es sich bei dem entsprechenden Extremal-
problem um eine konkave Flachenminimierungsaufgabe im Raum der konvexen
Figuren handelt, sind optimale Figuren unter ,,mdglichst* unsymmetrischen Figu-
ren zu suchen. AuBerdem war zu vermuten, dass noch weitere charakteristische
Parameter der Optimalfigur, etwa der Umkreisradius, extremal sein mussen. Die-
se Vermutung konnte im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht bestétigt werden.
Sie ergibt sich aber aus dem von HEMMI und KUBOTA in [53, 55] erbrachten
Nachweis, dass der Rand einer Optimalfigur drei Ecken eines gleichseitigen Drei-
ecks desselben Durchmessers enthélt. Dadurch kann man die Aufgabe mit Hil-
fe der Ergebnisse aus Kapitel 2 als Umfangsaufteilungsproblem fir Tripel fast-
regularer Sektorinpolyeder bei vorgegebenem Gesamtumfang formulieren. Als
Bewertungskriterium tritt hier die stiickweise streng konvex—konkave ’fonction
penetrante’ auf. Die Zielfunktion dieses nichtlinearen Extremalproblems ist da-
mit nichtglatt.

Zuné&chst wird das globale Minimum des entsprechenden Paar-Aufteilungspro-
blems in Abhangigkeit vom Gesamtumfang bestimmt. Dazu zerlegt man die Auf-
gabe in geeignete Teilprobleme. Als ein wesentliches Merkmal der Ldsung er-
weist sich dabei die Tatsache, dass die Seitenzahl der beiden optimalen fastregu-
laren Sektorinpolyeder um hochstens Eins differiert. Folglich sind die Teilumfan-
ge flachenminimaler Tripel fastregulérer Sektorinpolyeder nur auf einem durch
den Gesamtumfang ausgezeichneten Teilintervall, auf welchem die *fonction pe-
netrante’ streng konvex—konkav ist, zu suchen. Damit lassen sich die Aussagen
uber die allgemeinen Aufteilungsprobleme aus Kapitel 4 auf das hier betrachtete
Umfangsaufteilungsproblem anwenden. Die Losungsverzweigung zwischen sym-
metrischen und nichtsymmetrischen Strukturen kann so vollstandig beschrieben
werden. AuBerdem zeigt es sich, dass die symmetrische Ldsung fir gewisse Para-
meterwerte als eine von der globalen Losung verschiedene lokale Minimallésung
auftritt, so dass lokale Variationsmethoden nicht ausreichend sein konnten.



6 MOTIVATION UND ZIELE

Optimalfiguren des isoperimetrisch—isodiametrischen Problems setzen sich aus
Tripeln flachenminimaler fastregularer Sektorinpolyeder zusammen. Wir bezeich-
nen sie als Hemmi-Polyeder. Diese Figuren sind spezielle Inpolyeder des Reu-
leaux—Dreiecks. Verzweigungsparameter der Loésungsstruktur ergeben sich aus
Nullstellen von Konvexitatsdefektfunktionen der *fonction penetrante’. Sie wer-
den mit einem auf dem Newton—\Verfahren basierenden Algorithmus berechnet.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass flr kleinere Umfangswerte gewisse Ver-
zweigungen, also einige Losungsstrukturen, nicht auftreten. Dieser Effekt beruht
auf dem asymptotischen Verhalten der *fonction penetrante’.

Die isoperimetrisch—isodiametrischen Ungleichungen lassen sich aus der Ldsung
des geometrischen Extremalproblems herleiten und stiickweise implizit fir die je-
weiligen Stabilitatsbereiche formulieren. Mit Hilfe der konvexen unteren Einhil-
lenden dieser Funktion lasst sich dariiber hinaus eine einzige, dafur etwas schwé-
chere, aber flr regulare Hemmi—Polyeder immer noch scharfe Ungleichung in
impliziter Form angeben. Diese spiegelt das Verhalten des Fl&cheninhalts fur gro-
Rere Umfangswerte gut wider.

Insgesamt konnen die Ungleichungen von HEMMI aus [56, 57] bestatigt und hier
nun auch quantitativ Gber die Berechnung der Verzweigungsparameter ausgewer-
tet werden. Offen bleibt noch die Frage, ob und wie sich mit Methoden der Op-
timierung und Optimalen Steuerung die Maximalitatseigenschaft vom Umkreis-
radius der Optimalfiguren des isoperimetrisch—isodiametrischen Problems nach-
weisen l&sst.



Kapitel 1

Geometrische Extremalaufgaben

Der Raum der konvexen Kdorper besitzt bez. der Minkowski—Addition und der
Vielfachbildung mit nichtnegativen reellen Zahlen Kegelstruktur. Versehen mit
der Haussdorff-Metrik ist er ein metrischer Raum. Geometrische Extremalaufga-
ben lassen sich in diesem Raum abstrakt beschreiben. Fir die Existenz von L6-
sungen liefert der Auswahlsatz von Blaschke die grundlegenden Kompaktheits-
argumente. Die Minkowski’sche Stutzfunktion konvexer Kdrper vermittelt eine
Einbettung des Raumes der konvexen Korper in einen Banachraum stetiger Funk-
tionen. In diesem ist die Aufgabe als Problem der optimalen Steuerung formulier-
bar ist. Im folgenden Kapitel beschreiben wir entsprechende Grundbegriffe und
Zusammenhdnge und beziehen uns dabei insbesondere auf die Monografie von
SCHNEIDER [113].

Im ebenen Fall untersuchen wir die Struktur einiger Extremalprobleme flr
Tripel von charakteristischen Parametern konvexer Figuren. Dazu diskutieren wir
analytische Eigenschaften speziell von Durchmesser, Umfang, Umkreisradius und
Flacheninhalt. Grundlegend sind hierbei der Satz von Brunn—Minkowski zur Kon-
kavitéat des Flachenfunktionals und der Satz von Blaschke-Lebesgue zur Minima-
leigenschaft des Reuleaux—Dreiecks. Im Hinblick auf den Ubergang zum Steuer-
problem interpretieren wir die Stitzfunktion als verallgemeinerte Funktion bzw.
Distribution, da fir die nichtrunden konvexen Bereiche der Kriimmungsradius nur
im distributionellen Sinne zu verstehen ist. Aus der Losung solcher Extremalpro-
bleme resultieren scharfe Ungleichungen, welche Relationen zwischen den be-
trachteten Parametern beschreiben. SANTALO [110] préagte in diesem Zusammen-
hang den Begriff des vollstandigen Ungleichungssystems fuir charakteristische Pa-
rameter.
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1.1 Raum der konvexen Figuren

Es sei X eine Menge, in der eine Addition ,+‘und eine Vielfachbildung ,-* mit
nichtnegativen reellen Zahlen erklart sind. Falls die Struktur [X, 4] eine additive
abelsche Halbgruppe mit Kirzungsregel ist, in der bezlglich der Vielfachbildung
die Distributivgesetze sowie 1-x = z fir alle x € X gelten, dann heil3t X abstrakter
konvexer Kegel .

Sei nun K™ die Menge der konvexen Korper des E™. Ein konvexer Korper K € K
ist eine nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge des E™. Im E? bezeichnen
wir einen konvexen Korper als konvexe Figur.

Fir konvexe Korper K, M € K™ sind durch
K+M:={x+y/xe K,yec M}
die Minkowski—Addition sowie durch
MK ={\-z/z € K}

die Vielfachbildung mit einer reellen Zahl A € R, in K™ erklart. Aullerdem sind

-K = (-1)'K
K-M = K+ (—M)
K+y = K+ {y}.

wieder konvexe Kdrper. In ™ existiert bez. dieser Operation kein neutrales Ele-
ment. Die Minkowski—Addition ist kommutativ und es gilt die Darstellung

K+M=|J(z+M).
zeK
Diese ,kinematische‘Interpretation der Minkowski-Summe deutet K + M als Ver-
einigung aller Translationen der Menge M um Vektoren € K. Des Weiteren
folgt aus K + N = M + N fir konvexe Mengen K, M, N C R" die Relation
K = M. Es gilt also die Kiirzungsregel in K. Die Vielfachbildung gentgt den
Distributivgesetzen und erfullt die Forderung 1 - M = M. Damit ist K™ bezlg-
lich der Minkowski—Addition und der Vielfachbildung mit nichtnegativen reellen
Zahlen ein abstrakter konvexer Kegel. Er heit Raum der konvexen Kérper.

Mit Hilfe des Minkowski—Kalkils lassen sich Symmetrisierungsprozesse flr kon-
vexe Korper gut beschreiben. Solche Prozesse wurden zum Beweisen geometri-
scher Ungleichungen eingesetzt. Die Zentralsymmetrisierung

C(K) = %(K ~K)
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eines konvexen Kdorpers K und die Blaschke—Symmetrisierung
1
Bu(K) = (K + su(K))

mit der Spiegelung sy (K') von K an der (den Nullpunkt enthaltenden) Hyperebe-
ne H liefern offensichtlich wieder konvexe Kdrper. STEINER [118, 119] flhrte
z.B. die nach ihm benannte Symmetrisierung

1 1
Su(K) = —(GNK)+ z(GNsp(K
n)= U (5@0K) = 5656

mit zu H senkrechten Geraden G ein, um die Kklassische isoperimetrische Un-
gleichung herzuleiten. Ausflhrlich wurden solche Symmetrisierungen etwa bei
BONNESEN und FENCHEL [15] sowie von LEICHTWEISS [90] diskutiert.

Unter den Abbildungen, definiert auf K, sind diejenigen von besonderem Inter-
esse, welche mit der Struktur von K™ vertréglich sind. Eine Abbildung 7" aus X"
in eine abelsche Gruppe heist Minkowski—additiv, falls

T(K+M)=T(K)+T(M) furalle K, M € K"

gilt. Ist A - T fur A € R, erklart, dann hei3t diese Abbildung Minkowski-linear,
falls sie Minkowski-additiv und positiv homogen ist. Ein Beispiel fur eine solche
Abbildung liefert die Stltzfunktion.

Die Beschreibung einer konvexen Menge mittels ihrer Stltzfunktion ist eines
der grundlegenden Konzepte in der Theorie konvexer Mengen. Der Begriff der
Stitzfunktion wurde von MINKOWSKI [95, 96] flr abgeschlossene und konve-
xe Mengen eingeflhrt. Wir betrachten sie fur konvexe Kdorper. Die Stutzfunktion
Hy :E" — Rvon K € K™ ist definiert durch

Hp(u) == max (r,u), ueE" (1.2)
e

Sie ist als Maximalwertfunktion einer konvexen Optimierungsaufgabe mit linearer
Zielfunktion sublinear und fiir konvexe Kaorper stets endlich. Umgekehrt gibt es zu
jeder (endlichen) sublinearen Funktion f : E™ — R genau einen konvexen Korper
K € K™ mit f als Stitzfunktion (vgl. etwa [113]). Damit ist jeder konvexe Korper
durch seine Stltzfunktion eindeutig charakterisiert. Flr u # 0 heilRen die Mengen

Hi(u) = {x €E"/(x,u) = Hg(u)}

Hie(u) {r €E" /(v,u) > Hk(u)}
Hy(u) = {z€E" /(r,u) < Hg(u)}
(u)

= HK(U) NK
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Sttzhyperebene , positiver und negativer Stltzhalbraum bzw. Stitzmenge von K
bez. des &uBeren Normalenvektors w. Es gilt stets X' C H - (u) fir alle .

Die Stutzfunktion Hx ist genau dann in u # 0 differenzierbar, wenn F (u) ein-
elementig ist. In diesem Fall gilt

VHg(u) =,

mit Fx(u) = {z,}. In jeden Randpunkt von K € K™ gibt es wenigstens ei-
ne Stlitzhyperebene, und zu jedem Richtungsvektor u € E™\{0} existiert genau
eine Stutzhyperebene. Jeder konvexe Korper ist gleich dem Durchschnitt seiner
ihn umfassenden Stiitzhalbraume ... Die Stiitzhyperebene H (u) heil’t regu-
lar, falls i (u) einelementig ist. Sonst heif3t sie singulér. Ist K ein Polytop, also
konvexe Hulle einer endlichen Punktmenge, dann heilt 75 (u) Seite bzw. Facet-
te von K. Ein Polytop ist durch seine endlich vielen Seiten charakterisiert. Jeder
konvexe Korper, dessen Stutzhyperebenen alle reguldr sind, heil3t streng konve-
xer Korper. KLOTZLER [3] bezeichnete diese Korper auch als rund. Insbesondere
enthélt der Rand einer streng konvexen Figur keine Streckenstucke. Dual hierzu
heif3t ein Randpunkt = des konvexen Korpers K regular oder auch glatt, falls in
x eine eindeutige Stutzhyperebene existiert. Sonst heilt der Randpunkt singular.
Ein konvexer Korper mit ausschliellich reguldren Randpunkten heil3t regularer
oder auch glatter konvexer Korper.

Die Abbildung H, : K" — C(R"), die jedem konvexen Korper seine Stiitzfunk-
tion zuordnet, ist Minkowski-linear. Aus der Minkowski-Additivitat von H .y ge-
mafi

HK+M(U) = HK(U) + HM(U) VueR"

mit K, M € K™ folgt insbesondere die Kiirzungsregel in ™. Auerdem ist Hy <
Hyy in C(R™) genau dann erflllt, wenn K C M in K" gilt.

Wegen der positiven Homogenitét ist die Stutzfunktion Hx aus (1.1) eindeutig
durch ihre Werte auf der Oberflache S~ der Einheitskugel B? des E" bestimmt.
Bezeichnet man durch

Hy(u) = Hy(u) firue S"* (1.2)

die Stiitzfunktion des konvexen Korpers K auf S™~', so beschreibt die Zuordnung
K — Hp eine isomorphe Abbildung H ., des abstrakten konvexen Kegels £ in
den Vektorraum C(S™~1) der auf S~ stetigen Funktionen.
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Wir betrachten nun im Weiteren ebene konvexe Figuren und bezeichnen diese mit
B. Fir die Stitzfunktion Hp von B € K? ergibt sich dann auf der Einheitskreis-
linie S! die Polarkoordinaten—Darstellung

hp(p) == Hp(u(p)) = Max,cp(x1 cos ¢ + x5 sin p) (1.3)

zur Richtung u(p) = (§n%) fur ¢ € [0,2x]. Die ebenfalls als Stitzfunktion be-
zeichnete Funktion hp : [0,27] — R beschreibt den signierten Abstand der zu
u(yp) orthogonalen Stutzgeraden vom Ursprung O. Sie ist 2r-periodisch stetig
fortsetzbar auf R. Bei einer Translation B + = &ndert sich die Stltzfunktion ge-
mal hpi.(¢) = he(p)+h(p). Die erste Ableitung h(p) existiert genau dann,
wenn die Stlitzmenge Fp(u(yp)) zur Richtung u(y) einelementig ist. Geometrisch
beschreibt /5 den signierten Abstand des Beriihrungspunktes z(p) € 0B zwi-

schen Stlitzgerade und B vom Strahl zur Richtung u(¢). Es gilt also

hp(p) = —z1(p) sin g + 22(¢) cos

und
2()|1> = hp(p)? + hi(p)? (1.4)

mit z(ip) = (21%)) und F(u(p)) = {x(y)}. Ist die Stiitzmenge Fs(u(¢)) nicht
einelementig, so gibt es zwei verschiedene Extremalpunkte z'(p), z%(¢) € E?
von B mit Fg(u(p)) = conv{z!(p), ?(p)}. Es existieren stets die einseitigen
Richtungsableitungen Az (p + 0), hp(p — 0), und es gilt

s (@ +0) = hp(p —0)] = [l (p) — ().

Die Stitzfunktion iz einer konvexen Figur B C E? gehort zum Sobolev-Raum
W1[0,2x] aller auf [0, 27| definierten Funktionen mit verallgemeinerten Ablei-
tungen erster Ordnung, die wesentlich beschrankt sind (vgl. Anhang A.1). Die
zweite Ableitung /. ist i.A. eine verallgemeinerte Funktion der Gestalt

h= ZIISE (i) =2 (W)l - 65 + g -

Hierbei bezeichnet 6., die é—Distribution, die auf der Normalenrichtung ; der
Stutzmenge Fg(u(y;)) = conv{z!(v;), #(v:)} konzentriert ist, und g eine regu-
lare Distribution. Fr eine streng konvexe Figur B existiert f.0. die summierbare
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zweite Ableitung hp, d.h. es gilt hp € W2[0,2x]. Die Konvexitit von B wird
dann durch die Ungleichung

05(¢) = hp(e) + hp(p) >0 f.i. auf [0,2n] (1.5)

mit dem Krimmungsradius oz von B beschrieben. Umgekehrt ist jede Funktion
f e W20, 2x], fiir die f + f > 0 f.0. auf [0, 27] gilt, Stiitzfunktion einer streng
konvexen Figur. Dies folgt aus der eineindeutigen Beschreibung der konvexen
Figur B durch eine sublineare Funktion Hgz und der Auswertung der positiven
Semidefinitheit der Hessematrix dieser Funktion (vgl. auch [26], [90], [113]). Im
Kapitel 2 treten einige spezielle Stutzfunktionen auf:

(1) hp(p) = Lfurp € [0, 27]
ist Stitzfunktion des Einheitskreises B = B2.

(2) hp(p) = z1C08 P + T28iN P
ist Stutzfunktion des Punktes B = {(3!)}.

ricosp + xising fir ¢ € [0,¢0) U [p + 7, 27]
(3) hp(p) = 9 5 . .
xicosp + xssing  fir ¢ € [po, po + 7)
ist Sttzfunktion der Strecke B = [z!, 2%] mit Normalenrichtung u(¢y).
1 fir ¢ € [0,7)
(4) hp(p) = —cosy firp €[, %)

cosp  fir g € [3, 2]
ist Stuitzfunktion des Halbkreises B = B3.

Ist die konvexe Figur B nicht streng konvex, dann kénnen &5 und g5 nur im Sinne
verallgemeinerter Funktionen (Distributionen) erklart werden. Eine Distribution x
ist dabei ein lineares stetiges Funktional tber einem Grundraum K. Wir wéhlen als
Grundraum den Sobolev—Raum ng[o, 27]. Den Raum der Distributionen Uber K
bezeichnen wir mit D(K). Grundlegende Begriffe und Rechenregeln hierzu sind
im Anhang A.1 zusammengestellt.

Der Begriff der Konvergenz konvexer Korper, wie er von BLASCHKE [10] benutzt
wurde, fuhrt auf die Hausdorff—-Metrik ¢ in KC™. Sie ist definiert durch

d(K, M) := Max {Max,ex Mingen ||z — yl|gn, MaxeprMinge g ||z — yl[gn }
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fur K, M € K. Gleichbedeutend damit ist die Darstellung
S(K,M)=Min{A\>0/K C M+ \-B}, MCK+\-B'}. (1.6)

Der metrische Raum (K", §) ist vollstandig. Insbesondere ist er lokalkompakt.
Dies ist eine Konsequenz des folgenden grundlegenden Satzes [10].

Theorem 1.1 (Auswahlsatz von Blaschke) Aus jeder unendlichen Menge gleich-
malig beschrankter konvexer Korper lasst sich eine Folge konvexer Korper aus-
wahlen, die gegen einen konvexen Kérper konvergiert.

Beschrénkte und abgeschlossene Teilmengen des Raumes ™ sind damit kom-
pakt. Durch die Hausdorff—-Metrik wird auf IC™ eine Topologie induziert. Die Kon-
vergenz konvexer Korper spiegelt sich wegen

6(K, M) = Sup |Hi(u) — Hu(w)| = [Hx — Hullen-1y  (1.7)
in den Stiitzfunktionen wider. Die Abbildung A, : K" — C(S"') gemaR
K — Hp bewirkt also eine isomorphe und isometrische Einbettung des Rau-
mes K" der konvexen Kérper in den Banachraum C(S™!) der auf S™~! stetigen
Funktionen. Folglich ist die Konvergenz konvexer Korper dquivalent zur gleich-
maRigen Konvergenz der durch (1.2) auf S»~' definierten Stutzfunktionen H-.
Die gleichmalige Konvergenz von Stutzfunktionen folgt bereits aus deren punkt-
weiser Konvergenz. Dies ist insbesondere eine Konsequenz der lokalen Lipschitz-
stetigkeit der Stltzfunktion geman

|Hic(u) = Hy (0)] < rllu = vllen + Max{{|ullen, [[0]len} - 0(K, M) (1.8)

furalle K, M ¢ K™ mit K, M C B und fir alle u,v € E". Dabei bezeichnet
B C E™ eine Kugel um den Nullpunkt mit Radius » > 0. Aus (1.8) folgt mit dem
Satz von Arzela—Ascoli die Kompaktheit der Mengen

also Blaschkes Auswahlsatz.

Konvexe Korper kdnnen durch solche mit speziellen Eigenschaften approximiert
werden (vgl. etwa [113]).

Theorem 1.2 (Approximationssatz) Polytope, streng konvexe Korper und glatte
konvexe Korper liegen dicht in ™.

Durch die Einbettung (1.2) tibertragen sich Approximationseigenschaften auf die
Stitzfunktion. Sie bieten die Moglichkeit, die Gultigkeit einer geometrischen Un-
gleichung zunéchst fiir spezielle Klassen konvexer Kérper zu nachzuweisen.
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1.2 Charakteristische Parameter

Zu grundlegenden charakteristischen Parametern einer konvexen Figur B € K?
gehdren Durchmesser, Dicke, Flacheninhalt, Umfang sowie Um- und Inkreisra-
dius. Eine Reihe ihrer Eigenschaften wurden von JAGLOM und BOLTYANSKII in
[60] zusammengestellt. Diese GroRen definieren Funktionale auf k2. Sie lassen
sich mit Hilfe der in Polarkoordinaten gegebenen Stitzfunktion & aus (1.3) be-
schreiben (vgl. etwa [15]).

Die Breite von B in Richtung ¢ wird durch die Funktion

wp(p) == hp(p) + hple + ), (1.9)

die fur jedes ¢ € [0, 7] den Abstand zweier zur Normalenrichtung u(y) = (5.7)
gehdrenden parallelen Stutzhyperebenen von B angibt, beschrieben. Sie ist selbst
Stitzfunktion eines zentralsymmetrischen Bereichs, und zwar des zu B gehdrigen

Breitenbereichs (vgl. [54] und [101]).
Durchmesser bzw. Dicke von B sind durch

D(B) := wfg[%ﬁ]wB@):wB(@B) (1.10)
A(B) = @gl[(i]gr}wB(sO)sz(gB) (1.11)

als groRte bzw. kleinste Breite von B definiert. AuRerdem ist der Durchmesser
gleich der Lénge der grolRten Sehne dieser Figur. Eine Maximalstelle ¢z aus
(1.10) beschreibt eine Durchmesserrichtung und eine Minimalstelle ¢ , aus (1.11)
eine Dickerichtung von B. Wir bezeichnen mit

B(¥)} (1.12)
5(p)}- (1.13)

die Menge der Durchmesser- bzw. Dickerichtungen einer konvexen Figur B.

Flacheninhalt bzw. Umfang von B lassen sich mittels Stitzfunktion beschreiben
durch

Op(B) = {pe0,2r)/D(B) =
®a(B) = {pel0,2m)/A(B) =

1

FB) = 3 [ (o = hael)ae (1.14)

L(B) — /0 " hn()dp. (1.15)
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Der kleinste die Figur B umfassende Kreis U heilst Umkreis, der groRte in B
enthaltene Kreis Iz heif3t Inkreis von B. Dementsprechend sind Umkreisradius
bzw. Inkreisradius von B durch

R(B): = min min {|lz —y|/Bf,_(x) 2 B} (1.16)
r(B): = max max {llz = y|l/ B, (v) < B} (L.17)

erklart. Hierbei bezeichnet B (x) C E? einen Kreis mit Radius ||z — y|| um
den Punkt . Der Umkreis ist stets eindeutig bestimmt, der Inkreis dagegen nicht.
Beide Kreise enthalten entweder zwei diametral entgegengesetzte Randpunkte der
konvexen Figur oder es bilden drei ihrer Randpunkte ein spitzwinkliges Dreieck
(vgl. [60]). Um- bzw. Inkreisradius sind wegen der Darstellung

R(B) = min sup [z -y

TEE2 yeB

r(B) = max {p/u(p)'z+p<hp(p),pel0,2m)}
(z,p)EE2XR
jeweils als Losung einer konvexen Optimierungsaufgabe berechenbar (vgl. [43],
[62], [63] und [90]).

Eigenschaften der Stitzfunktion tbertragen sich unmittelbar auf die Funktionale
D, A und L. So sind Durchmesser, Dicke und Umfang positiv_ homogene und
wegen (1.8) auch stetige Funktionale auf X2. Aus der Minkowski-Linearitat der
Abbildung k. : K? — C|0, 27| folgt insbesondere die Minkowski-Linearitét von
L, die Sublinearitat von D und die Superlinearitat von A auf 2.

Fur viele geometrische Betrachtungen ist es sinnvoll, sich auf gewisse Repra-
sentanten kongruenter konvexer Figuren zu beschrénken. Fixiert man z.B. eine
Durchmesser- bzw. Dickerichtung von B, so erhdlt man mit (1.12) und (1.13) die
Teilmengen

K% = {BeK®/p=0firenpe Op(B)} (1.18)
Ki = {BeK?/¢=0firen ¢ € ®A(B)} (1.19)

von K2 Diese sind wieder konvexe Kegel und vollstandige metrische Raume.
Durch diese Einschrankung erreicht man, dass das Funktional D auf K% und das
Funktional A auf X% sogar Minkowski-linear ist.

Das Flachenfunktional F ist auf K2 stetig (vgl. etwa [113]). Die Wirkung der

Struktur von K2 auf F ergibt sich aus der folgenden grundlegenden Aussage tiber
das Volumenfunktional.
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Theorem 1.3 (Satz von Brunn-Minkowski) Die n-te Wurzel aus dem Volumen
eines konvexen Korpers ist ein konkaves Funktional auf K.

Folglich ist v/F ein konkaves Funktional auf 2. BRUNN [20, 21] hat diese Aus-
sage fur n < 3 formuliert und bewiesen, MINKOWsKI [97] flihrte erstmalig den
Beweis fiir den allgemeinen n-dimensionalen Fall. Dieser Satz war Ausgangs-
punkt flr eine reichhaltige Theorie der geometrischen Ungleichungen und ent-
sprechender Anwendungen (vgl. [15], [113]).

Fur Um- und Inkreisradius gelten folgende Aussagen.

Lemma 1.1 Die Funktionale R und r sind stetig. Insbesondere ist R sub- und r
superlinear auf X2,

Beweis:

Fr beliebige konvexe Figuren B, B, B, € K? seien U, U,, U, die zugehdrigen
Umkreise mit den Umkreisradien R(B), R(B), R(By) und I, I, I, zugehdrige
Inkreise mit den Inkreisradien r, rq, 5. Aus der Definition von Um- und Inkreis
folgt unmittelbar A\ C AB C AU fur alle A > 0, also die positive Homogenitat
von R und r. Aullerdem gilt 71 + I, C By + By C U; + U,, wobei U; + U, ein
Kreis mit Radius R(B;) +R(B2) und I; + I, ein Kreis mit Radius r(B;) +r(B>)
ist. Hieraus folgt mit

r(B1) +1(B2) <7(Bi+ Bz) < R(Bi + By) < R(B1) + R(Bo)

die Subadditivitat von R und die Superadditivitat von r auf 2.

Um die Stetigkeit von R und r zu zeigen, betrachten wir eine beliebige konvexe
Figur By € K2 und £ > 0 hinreichend klein. Fur jedes B € K? mit §(By, B) <
gelten dann wegen (1.6) die Relationen

BCBy+¢e B, ByCB+e- B} (1.20)

mit der Einheitskugel B des E*. Aus der Definition von Um- bzw. Inkreisradius
ergibt sich R(B+¢- B?) = R(B) +¢ bzw. r(B +¢- B?) = r(B) +¢. Zusammen
mit (1.20) folgt hieraus die Stetigkeit von R und 7. |

Fur konvexe Korper K € K™ lassen sich Funktionale D und A mit Hilfe der
Stutzfunktion Hy analog zu (1.10) und (1.11) definieren. Ein konvexer Kérper K
mit D(K) = D = A(K) heilt Korper konstanter Breite oder auch Gleichdick.
Die Stutzfunktion des zugehdorigen Differenzkdrpers K — K ist dann konstant.
Gleichdicke lassen sich wie die Kugel allseitig tangierend zwischen parallelen



1.2. CHARAKTERISTISCHE PARAMETER 17

Hyperebenen drehen. Einen Uberblick tber diese interessante Klasse konvexer
Korper geben CHAKERIAN und GROEMER in [23] sowie HEIL und MARTINI in
[52]. EULER [27] bezeichnete ebene Gleichdicke B € K? als Orbiformen. Sie
sind charakterisiert durch

wp(p) =D fir alle ¢ € [0, 27].

Spezielle Gleichdicke sind die von REULEAUX in [107] eingeflihrten Reuleaux—
Polygone. Ein Reuleaux—Polygon ist Durchschnitt endlich vieler Kreise gleichen
Durchmessers (vgl. [26]). Die Anzahl n dieser Kreise ist notwendigerweise unge-
rade. Fir n > 3 sind die Mittelpunkte dieser Kreise genau die Ecken (singulare
Randpunkte) des n-seitigen Reuleaux—Polygons, auch Reuleaux—n-gon genannt.
Ein spezielles Reuleaux—Polygon ist das Kreisbogendreieck, genannt Reuleaux—
Dreieck (siehe Abb. 1.1). Man findet das Reuleaux—Dreieck z. B. im Wankelmo-
tor, das regulére Reuleaux—Siebeneck in der englischen Fifty—Pence Miinze wie-
der. Reuleaux—Polygone vom Durchmesser D liegen (bez. der Hausdorff—Metrik)
dicht in der Menge aller Orbiformen desselben Durchmessers (siehe [11], [26]
und [60]). Von KupP1TZ, MARTINI und WEGNER wurde in [86] ein Algorithmus
zur Konstruktion von Reuleaux—Polygonen angegeben.

-

Abbildung 1.1: Reuleaux—Dreieck

Ein naheliegendes Extremalproblem ergibt sich aus der Frage nach flachenextre-
malen Orbiformen vorgegebenen Umfangs. Da nach dem Satz von BARBIER [5]
(siehe auch [60]) alle Orbiformen vom Durchmesser D den Umfang L = =« D
besitzen, fuhrt diese Fragestellung auf die Aufgabe

.’F(B) —  Extr!

L(B)=L
D(B) = L/w
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mit konkaver Zielfunktion und Minkowski-linearen Restriktionen. Die scharfe
obere Schranke fur den Flacheninhalt ergibt sich aus der isoperimetrischen Ma-
ximaleigenschaft des Kreises. Ein recht eleganter Beweis hierfir findet sich bei
LiTTLEWOOD [91] (siehe auch [64]). Der folgende Satz liefert eine entsprechen-
de scharfe untere Schranke.

Theorem 1.4 (Satz von Blaschke—Lebesgue) Unter allen Orbiformen besitzt das
Reuleaux—Dreieck den kleinsten Flacheninhalt.

Diese Aussage fuhrt auf die Ungleichung

L2
22

F> (w . \/5) (1.21)
mit F' = F(B). Unabhéangig voneinander wiesen BLASCHKE und LEBESGUE
erstmalig diese Minimaleigenschaft des Reuleaux—Dreiecks nach. Ihre Beweise
basieren auf folgenden grundlegenden Ideen. BLASCHKE [11] zeigte zun&chst
mit Hilfe einer Variante des Steiner’schen Vielgelenkverfahrens [118], dass das
Reuleaux—Dreieck die flachenkleinste Figur unter den Reuleaux—Polygonen ist.
Mit dem Nachweis, dass sich jede Orbiform beliebig genau durch Reuleaux—
Polygone approximieren lasst, bewies er schlieBlich die Behauptung. LEBESGUE
[89] ging von einem der Orbiform umbeschriebenem reguldren Sechseck aus.
Aus diesem erzeugte er mittels paralleler Stlitzgeraden eine Folge von Polyedern,
welche die Orbiform von aufien approximieren. Deren Flacheninhalt schatzte er
scharf ab. Nach entsprechendem Grenzilibergang erhielt er die gesuchten Schran-
ken flr den Flacheninhalt.

Einen ersten analytischen Beweis zu Theorem 1.4 flihrte FUJIWARA [40]. Mittels
Stitzfunktion formulierte er ein Optimierungsproblem im Funktionenraum und
gab fir dessen Zielfunktional eine scharfe untere Schranke an. GHANDEHARI [42]
diskutierte die Aufgabe mit Methoden der Optimalen Steuerung. In einer umfas-
senderen Klasse konvexer Figuren — den n—Orbiformen — bestimmte KLOTZLER
[66] diejenigen kleinsten Flacheninhalts. Eine n—Orbiform ist dabei eine konvexe
Figur, die sich allseitig tangierend in einem reguldaren n—Eck drehen léasst. Ebe-
ne Gleichdicke sind also 4-Orbiformen. Bei seinen Untersuchungen stiitzte sich
KLOTZLER auf die Ergebnisse von FOCKE [34]. Dieser untersuchte, ausgehend
von einer technischen Anwendung im Maschinenbau beim spitzenlosen AufRen-
rundschleifen [33], symmetrische n—Orbiformen kleinsten Fldcheninhalts. Solche
Orbiformen besitzen eine gewisse Rotationssymmetrie und stlickweise konstan-
ten Kriimmungsradius. KLOTZLER wies mit Methoden der Optimalen Steuerung
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deren Minimaleigenschaft in der Klasse aller n—Orbiformen nach. Als Spezialfall
ergab sich daraus mit n = 4 der Satz von Blaschke—-Lebesgue. Bezlglich weiterer
Beweise flr diesen Satz sei hier auf [23] verwiesen.

Auch hoherdimensionale Gleichdicke sind von mathematischem Interesse. Sie
entstehen z.B. durch Rotation eines reguldren Reuleaux—Polygons um eine sei-
ner Symmetrieachsen. Es gibt allerdings auch nicht rotationssymmetrische Kor-
per konstanter Breite, etwa die Meissner’schen Korper (siehe z.B. [14]). Unter den
n—dimensionalen Gleichdicken besitzt die Kugel maximales Volumen. Bereits un-
ter den 3—dimensionalen Gleichdicken, den sogenannten Sparoformen (vgl. [15]),
sind solche minimalen Volumens bis heute unbekannt. Hier gibt es schon zum
Satz von Barbier kein natiirliches Analogon (vgl. etwa [13]).

AbschlieBend wollen wir noch auf Verallgemeinerungen dieses Problems im ebe-
nen Fall hinweisen. HEMMI und KuBOTA [53], SHOLANDER [115] sowie OH-
MANN [101] wiesen die Minimaleigenschaft sogenannter allgemeiner Reuleaux—
Dreiecke (siehe auch Kapitel 5) nach. Der Beweis orientiert sich an den oben
beschriebenen Lebesgue’schen Ideen. FIREY [30] und SALLEE [109] untersuch-
ten den Flacheninhalt von Reuleaux—Polygonen. Sie zeigten, dass das regulare
Reuleaux—n-gon maximalen Fl&cheninhalt unter allen n—seitigen Reuleaux—Poly-
gonen besitzt. Dabei heif3t ein Reuleaux—Polygon regular, falls alle seine Rand-
kreisbégen gleich lang sind. Das Infimum des Flacheninhaltes aller Reuleaux—n-
gone ist durch den Flacheninhalt des Reuleaux—Dreiecks gegeben.

1.3 Ungleichungen und Blaschke—Diagramme

Ein Ungleichungssystem, welches alle (nichtredundanten) Relationen zwischen
jeweils k, k > 2, charakteristischen Parametern einer konvexen Figur enthélt, be-
zeichnete SANTALO [110] als vollstandiges Ungleichungssystem. Jede Ldsung ei-
nes solchen Ungleichungssystems beschreibt dann Parameter einer konvexen Fi-
gur. Die einfachsten Ungleichungen sind diejenigen zwischen zwei charakteristi-
schen Parametern. Uns interessieren hier vor allem die paarweisen Beziehungen
zwischen D, L, F' und R, also die Ungleichungen:

(2.1)  4rF < L* (Kreis) (2.VI) L <27R (Kreis)
(2.11)  4AF <wD? (Kreis) (2.VII) D < 2R (Strecke)
(2.111) F < 7R* (Kreis) (2.VIII) V/3R< D (Dreieck)
(2.1V) L < 7nD (Gleichdick) (2.IX) 4R < L  (Strecke)
(2.V) 2D < L (Strecke)
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In Klammern steht jeweils ein Reprasentant jener konvexen Figuren, fiir welche
die entsprechende Ungleichung scharf ist. Die Ungleichung (2.V I11) ist neben
dem gleichseitigen Dreieck auch scharf fur alle solchen konvexen Figuren, die
dieses Dreieck umfassen und im Reuleaux—Dreieck der Breite D enthalten sind.

L
[
E, Egl
3! P
2.8
2.67
2.4’ E4
2.2}

0.52 0.54 0.56

Abbildung 1.2: Ungleichungen fir Paare aus {D, R, L}

Wir betrachten nun Tripel aus der Parametermenge {F, D, L, R}. Die Unglei-
chungen (2.1V), (2.VII),(2.VIII) und (2.1.X) beschreiben einen konvexen po-
lyedrischen Kegel fir Tripel (D, R, L) € R?, die Ungleichungen (2.V') und (2.V ])
sind redundant. In der Abb. 1.2 ist der Schnitt dieses Kegels mit der Hyperebene
{(D,R,L) € R®/D = 1} dargestellt. Dabei ergeben sich folgende Zusammen-
hénge zwischen Randpunkten dieses Kegels und konvexen Figuren mit Durch-
messer D = 1:

e Ey = (1,1,2) reprasentiert eine Strecke

e Fy = (1,5, ) reprasentiert einen Kreis

N =

e B3 = (1,33, ) représentiert ein Reuleaux-Dreieck
e Py =(1,1V/3,3) reprasentiert ein gleichseitiges Dreieck .
Des Weiteren gilt fir die Verbindungsstrecken dieser Punkte:

e F, F, reprasentiert Linsen
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e F, F5 reprasentiert Gleichdicke
o F3 P, reprasentiert konvexe Figuren mit D = v/3R.

Jedoch zu E; = (1,3v/3,3V/3) und zu Punkten der offenen Strecken PyE;,
E\E, existieren wegen (2.VIII) keine passenden konvexen Figuren. Deshalb
beschreibt der betrachtete Kegel keine Lésungsmenge eines vollstandiges Unglei-
chungssystem. Es fehlt eine Relation zwischen allen drei Grof3en D, R und L. Um

die entsprechende Ungleichung zu finden, diskutieren wir die Extremalaufgabe

(BL,{D;R}): E(B) — Mln'
B € K*(R, D)

mit Parametern R und D aus v/3R < D < 2R. Das Zielfunktional £ ist linear
und stetig, der zul&ssige Bereich

K*(R,D)={B € K?/ R(B) = R,D(B) = D} (1.22)
eine kompakte Teilmenge von 2. Damit existieren Losungen dieses Problems.

Lemma 1.2 In der Klasse K?(R, D) wird der minimale Umfang

L:D<2+ 4—(%)2>

durch das gleichschenklige spitzwinklige Dreieck mit zwei Seiten der Lange D
angenommen.

Beweis:

Fur D = 2R ist die Behauptung mit L = 2D offensichtlich. Sei nun B* fir
V3R < D < 2R eine umfangskleinste Figur in der Klasse K?(R, D). Der
Umkreis von B* wird durch ein spitzwinkliges Dreieck A := AUVW mit
UV, W € 0B* und D(Ag) < D aufgespannt. Wegen Ar C B* gilt dann

L(Ag) < L(BY). (1.23)

Seien V' € 0B* bzw. W’ € 0B* der zu V bzw. W néchstgelegene Punkt zwi-
schen V und W mit d(U, V") = D = d(U, W") (siehe Abb. 1.3), wobei d hier den
euklidischen Abstand zweier Punkte bezeichnet. Dann sind B := AUV'W’ und
B := AUV'W zwei spitzwinklige Dreiecke mit B, B € K?(R, D). Fasst man U
und V' als Brennpunkte einer Ellipse durch den Punkt W auf, so liegt der Punkt
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u
Abbildung 1.3: Beweisskizze

W' innerhalb dieser Ellipse. Mit der Optimalitat von B* in der Menge K?(R, D)
ergibt sich hieraus die Ungleichung

L(B*) < L(B) < L(B). (1.24)

Betrachtet man nun andererseits eine Ellipse durch den Punkt V' mit den Brenn-
punkten U und W, so liegt der Punkt V" innerhalb dieser Ellipse. Es gilt also die
Ungleichung

L(B) < L(Ag). (1.25)

Aus den Ungleichungen (1.23), (1.24) und (1.25) folgt schlieflich mit £L(B*) =
L(B) = L(/\g) die Behauptung. |

Gleichschenklige Dreiecke sind damit umfangskleinste konvexe Figuren gegebe-
nen Durchmessers und Umkreises. Fir 2D < L < 3D folgt aus diesem Lem-
ma die Aquivalenz der Minimierungsaufgabe (Py, (p;ry) ZUm konvexen Maximie-
rungsproblem

(FR,{L,D}): R(B) — Max!
B e K3(L, D)

mit zul&ssigem Bereich
K%(L,D) ={B € K3 / L(B) = L,D(B) = D} (1.26)

und X% aus (1.18), d.h. mit Minkowski-linearen Restriktionen.
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Nach einer Idee von BLASCHKE [13] lassen sich Relationen zwischen drei cha-
rakteristischen Parametern in einem ebenen Diagramm veranschaulichen (siehe
auch [15] und [46]). Das vollstandige Ungleichungssystem fur Tripel (D, R, L)
ist durch die Ungleichungen (2.VII), (2.VIII),(2.1X) und

D
D2 4— 1| =
- (3

2
) <L<7D (1.27)
gegeben. Dabei resultiert letztere aus Lemma 1.2 und der Ungleichung (2.7V).
Das zugehorige Blaschke—Diagramm ist in Abb. 1.4 dargestellt. Mit der Festle-
gung D = 1 werden die fiir die Ungleichungen unwesentlichen Ahnlichkeitstrans-
formationen ausgeblendet.

L

2.8
2.6
2.4

2.2

0.52 0.54 0.56

Abbildung 1.4: Blaschke-Diagramm fir (D, R, L)

Wir wenden uns nun entsprechenden Extremalaufgaben fiir den Flacheninhalt zu.
In der Klasse

K*(L,R)={BecK?/ L(B)=L,R(B) =R}, 4R< L <27R, (1.28)

wurde das Flachenmaximum von KuBOTA [87] bestimmt. Er diskutierte damit
die folgende Aufgabe:

<FF,{L,R}): f(B) — Max! .
B € K*(L, R)
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Optimalfigur ist eine Linse vom Durchmesser D = 2R. FAVARD [28] loste die
zugehorige Minimierungsaufgabe:

(BF,{L,R}): F(B) — Min! .
B € K*(L,R)

Sie wird als Favard—Problem bezeichnet. Losung dieser Aufgabe ist ein eindeutig
bestimmtes fastregulares Inpolyeder des Kreises vom Radius R. Die Seiten eines
solchen Polyeders sind alle gleich lang bis auf eine, hochstens kiirzere Seite. Das
Problem (Pr. (1, ¢, ) ist dquivalent zur konkaven Minimierungsaufgabe

F(B) — Min!
L(B)=1L
R(B) < R.

In beiden Aufgaben sind die Optimalwertfunktionen in Abhangigkeit von % nur
implizit gegeben. Fir das Tripel (F, L, R) erhalt man die scharfen Abschétzungen

Ccos

R? (n — L na+ %sin(?w —(n— 1)a)) <F< L(L—4R) (1.29)

2

mit L € [4R, 27 R] und implizit gegebenen Werten n, o und . Der Linsenwinkel
 berechnet sich aus
Lsinp = 4Rp. (1.30)

Die Seitenzahl n € N,n > 2, und der charakteristische Winkel o € [2%, 27.) des
fastreguldaren Kreis—Inpolyeders sind eindeutig durch

2(n — 1) sin

T L T
—< 1 — .
1 < R_Qnsmn (1.31)

n —

und durch

21 — (n — 1)«
2

bestimmt. Eine Verallgemeinerung des Favard—Problems wird in Kapitel 2 behan-

delt.

In der Klasse

% =2(n—1) sin% + 2sin (1.32)

K*(L,D)) ={B € K?/ L(B) = L,D(B) = D}, (1.33)

2D < L < 7D, besitzt ebenfalls die Linse mit D = 2R maximalen Flacheninhalt.
Die zugehorige Extremalaufgabe
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(FF,{L,D}): f(B) — Max!
B € K3(L, D)

mit K% (L, D) aus (1.26) ist nach dem Satz von Brunn—Minkowski aquivalent zu
einem konkaven Maximierungsproblem. Die aus der Ldsung resultierende Un-
gleichung ergibt sich mit 2R = D aus der rechten Seite der Ungleichung (1.29)
mit Linsenwinkel ¢ aus (1.30).

Flachenminima wurden von KuBOTA [87] in der Klasse K?(L, D) fir Parameter-
werte 2D < L < 3D untersucht. Optimalfiguren des Problems

(BF,{L,D}): F(B) — Min!
B e K3 (L, D)

sind hier gleichschenklige Dreiecke mit zwei Seiten der Lange D. Fir groitmog-
lichen Umfang, also L = 7 D, ergibt sich die Lésung aus dem Satz von Blaschke—
Lebesgue. In diesem Fall ist das Reuleaux—Dreieck optimal. Fir die verbleibenden
Parameterwerte 3D < L < wD wurde das Problem von KUuBOTA und HEMMI in
[53] bis [57] geldst. Wir bezeichnen die optimalen Figuren als Hemmi—Polyeder.
Die Losung dieses isoperimetrisch—isodiametrischen Problems (P 1, 1y ) ist Ge-
genstand von Kapitel 5. Da diese Aufgabe zu einem konkaven Minimierungspro-
blem &dquivalent ist, kdnnen insbesondere vom globalen Minimum verschiedene
lokale Minima auftreten.

SchlieBlich sind flachenextremale Figuren in der Klasse
K*(D,R)) ={B € K?*/ D(B) = D,R(B) = R} (1.34)

mit v/3R < D < 2R unter denjenigen extremalen Umfangs zu suchen. Wegen
Lemma 1.2 ist ein gleichschenkliges Dreieck die Optimalfigur des Minimierungs-
problems

(BF,{D,R}) : F(B) — Min!.
B € K*(D, R)

Die Losung des entsprechenden Maximierungsproblems

(FF,{D,R}) : f(B) — Max!
B € K*(D, R)

muss wegen der Ungleichung (2.7V) ein Gleichdick mit Umkreisradius R sein.
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Kapitel 2

Verallgemeinertes Favard-Problem

Im Jahre 1929 l6ste FAVARD [28] das folgende geometrische Extremalproblem:

Welche konvexe Figur mit vorgegebenem Umkreis und Flacheninhalt
besitzt den grofiten Umfang?

Diese Aufgabe ist dquivalent zum Problem (P ;) aus Kapitel 1. Optimalfi-
guren sind eindeutig bestimmte fastregulére Kreisinpolyeder. Sie liefern scharfe
untere Schranken fir den Flacheninhalt einer beliebigen konvexen Figur mit Um-
fang L und Umkreisradius R.

Beim verallgemeinerten Favard’schen Problem, wie es in [78] diskutiert wur-
de, ersetzt ein Kreissektor den Umkreis. Es liegt dann die Vermutung nahe, dass
die optimalen Figuren fastreguléare Sektorinpolyeder sind. Behandelt man diese
Aufgabe als Problem der optimalen Steuerung, so muss man, um polyedrische
Losungen einzuschliel3en, distributionelle Steuerungen zulassen. Die Auswertung
der Bedingungen aus der distributionellen Version des Pontrjagin’schen Maxi-
mumprinzips von KLOTZzLER [70] liefert zun&chst notwendige Eigenschaften ei-
ner Optimalfigur. Diese Ergebnisse gestatten es, das Problem auf die Losung einer
nichtlinearen Optimierungsaufgabe zuriickzufihren.

27
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2.1 Problemstellung

Die kompakte Menge S, C E? sei ein Kreissektor mit Radius R = 1 (0.B.d.A),
Zentrum O, Zentriwinkel w € [0, 2] und Sektorbogen s,,. Mit der konvexen kom-
pakten Menge A\, C E? bezeichnen wir das zugehorige gleichschenklige Dreieck,
welches durch die beiden Schenkel von S,, und den eingeschlossenen Winkel w
fur w € [0, 7] bzw. 27 — w fir w € (7, 27] erzeugt wird. Es ist dann S, U A,
konvex.

Definition 2.1 Sei B,, C E? eine abgeschlossene Menge mit S,NA, C B, C S...
Falls B, U A, konvex ist, dann heil3t B,, Sektorinbereich von S,,.

PN

Abbildung 2.1: Sektorinbereiche

Der Rand 0B, eines Sektorinbereiches B,, (siehe Abb. 2.1) setzt sich fir w €
(0,27) aus den Schenkeln von S, und einer die Endpunkte der Schenkel verbin-
denden Randkurve b,, zusammen. Die Ecken von A, gehéren zu 0B,,. Zu festem
w € (0,2 unterscheidet sich der Rand verschiedener Sektorinbereiche genau
durch deren Randkurve b,. Die Lange von b, bezeichnen wir mit £, (B,). Im
Fall w = 27 ist b, = 0B, und £, = L mit dem Umfangsfunktional £ aus
(1.15). Fir w € (0,7) ist B,, konvex und L., (B,,) > 2sin ¥. Istw € (7, 27), S0
betrachten wir nur Sektorinbereiche mit Mindestumfang 4 — 2 cos . Setzen wir

2sin ¥ fiir w € [0, ]
[ , @.1)
2(1 —cosy) firwe (m 2n]

so gilt £,(B,) € [l¥,w] fir jeden Sektorinbereich B,. Das verallgemeinerte
Favard-Problem l&sst sich nun folgendermalen formulieren:

Welcher Sektorinbereich besitzt bei vorgegebenem Umfang den kleinsten
Flacheninhalt?
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Bezeichnen wir mit K2 die Menge aller Sektorinbereiche von S, dann fiihrt diese
Aufgabe auf das geometrische Extremalproblem

(FP=L) : F(B,) — Min! .
L,(B,) =L, B, € K?

Da F und L, stetige Funktionale auf der konvexen kompakten Menge K2 sind,
existiert die Losung dieser Aufgabe. Mit v/ als Zielfunktional ist sie ein kon-
kaves Minimierungsproblem. Fur jeden Wert von w € (0, 2n] ist die Struktur
flachenminimaler Sektorinbereiche in Abhdngigkeit vom Parameter L € [I{,w)
gesucht. Beim Favard’schen Problem (P ;. ) sind die Losungshereiche fastre-
gulére Inpolyeder des Kreises. Wir fuhren nun fiir das verallgemeinerte Favard-
Problem analoge Begriffe ein.

Definition 2.2 Der Sektorinbereich B, heil3t Sektorinpolyeder von S,,, falls B,,
ein Polyeder ist und alle vom Zentrum O verschiedenen Ecken von B, auf dem
Sektorbogen s,, liegen.

Abbildung 2.2: Sektorinpolyeder

Wir bezeichnen ein Sektorinpolyeder von S, (siehe Abb. 2.2) mit P, und das
die Schenkel von S, verbindende Randpolygon mit p,,. Ein Sektorinpolyeder P,
mit n + 1 > 2 Ecken auf dem Sektorbogen nennen wir n-seitig. Es l&asst sich
eindeutig mit Hilfe entsprechender Zentriwinkel ¢+, ..., p, € [0,w], > " | 0 = w,
beschreiben. Die Lange von p,, und der Flacheninhalt von P,, sind dann durch

Lo(P)=2Y sin % L F(R) =5 s, (2.2)
=1 =1

gegeben. Ist L(P,) = I, dann existiertim Fall w < 7 genau ein Sektorinpolyeder
mitn = 1, p; = wundim Fall w > 7 ein bis auf Vertauschungen der Zentriwinkel
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eindeutiges Sektorinpolyeder mitn = 2, ¢y = m, wo = w — 7. FUr L > Y gilt
n > 2und p; < w fir alle z.

In Analogie zum Favard’schen Problem (w = 27) sind auch flr das verallgemei-
nerte Problem polyedrische Lésungen zu erwarten. Um entsprechende Struktur-
aussagen zu erhalten, wahlen wir einen analytischen Zugang.

2.2 Behandlung als Steuerproblem

Der Flacheninhalt 7 (B,,) und die Lange L, (B, ) der Randkurve b, eines Sek-
torinbereiches B, lassen sich mit Hilfe der Stiitzfunktion & : [0, w] — R durch

FO) = 5 [ (W2 = her) do

L(h) = /Owh(go)dgo.

ausdriicken. Dabei ist h(yp) < 1 fiir ¢ € [0,w], R(0) = h(w) = 1 sowie h(0) =
h(w) = 0 zu beachten. Gehdren zu b,, nur reguldre Stutzhyperebenen, dann wird
durch die Bedingung h(y) + () > 0 die Konvexitét von B,, U A\, beschrieben.
Da aber b,, auch Streckenstiicke enthalten kann, ist / im Allgemeinen nur im dis-
tributionellen Sinne zu verstehen. Dazu wahlen wir als Grundraum den Sobolev-
Raum K = WL (0,w) aller Funktionen v € WL (0,w) mit kompaktem Trager
(siehe Anhang A.1). Den Raum der Distributionen Uber K bezeichnen wir mit
D(K). Durch die Menge

Dy (K) := {x € D(K) / suppx € [0,w]}

zeichnen wir speziell die Distributionen tiber K mit Tréger in [0, w| aus. Des Wei-
teren sei K, := {¢ € K/¢ > 0}. Relationen, die im distributionellen Sinne zu
verstehen sind, werden wir der Einfachheit halber mit Anfihrungsstrichen kenn-
zeichnen. Damit sind nun 4 € D(K) durch

(h¥) == —(h,¥)r.. V€K,

der Krimmungsradius ¢ € D(K) durch

(0,9) == (h,vb) — (h,¥) Vi €K
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und die Konvexitatsforderung an die Randkurve b, durch

(0,¥) 20 VY €K,

bzw. 10 > 01erklart. Um der Aufgabe (FP“) ein Steuerproblem in Standardform
zuzuordnen, fuhren wir folgende auf [0, 27| definierte Funktionen ein:

r1(t) = h(t)
za(t) = h(t)

wt) = [ e

Den Krimmungsradius o fassen wir als Steuerung « auf. Damit erhalten wir das
distributionelle Steuerproblem

(SPoL) I(,u) i= 4 [ (@t — wa(t)?)dt — Min
T = Ty r1(0) = 11(w) =1
119 = U — T11 29(0) = z9(w) =0
Ty =1 z3(0) =0
rp <1 z3(w) =L
1w > 01

Hierbei seien die Funktionen z; € Lo, € D(K),7 = 1,2,3, reguldre Distri-
butionen uber dem Grundraum K und « € Dy(K) eine Distribution ber K mit
kompaktem Trager.

Wegen x5 € Lo, Und &y = x5 ist die Zustandsfunktion z, auf [0, w] stetig. Damit
ist die Menge
Ny :={te[0,w]/z(t) =1} (2.3)

der beziglich dieser Zustandsbeschrankung aktiven Punkte abgeschlossen. Ein
Umsortieren der hdchstens abzahlbar vielen abgeschlossenen Teilintervalle von
N, flhrt auf einen zuldssigen Prozess mit gleichem Zielfunktionalswert. Die ent-
sprechenden Sektorinbereiche besitzen denselben Flacheninhalt und Umfang. Des-
halb kénnen wir 0.B.d.A. nach einem optimalen Prozess mit folgender speziellen
Struktur der Menge der aktiven Punkte suchen.
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Strukturvoraussetzung (S):
(z,u) sei ein zulassiger Prozess des Steuerproblems (SP«X) mit

Ny = {0} U{p;fie JIUW,w]

fur gewisse ¢;,w’ € (0,w] und eine hochstens abzéhlbare Menge J.

Zu solchen zuldssigen Prozessen korrespondieren Sektorinbereiche B, die sich
aus einem Teilsektor S,,_., und einem Sektorinbereich B, mit hdchstens abzahl-
bar vielen singuldren Randpunkten auf dem Sektorbogen zusammensetzen.

Wir wenden nun die von KLOTZzLER in [70] hergeleitete distributionelle Ver-
sion des Pontrjagin’schen Maximumprinzips (siehe Anhang A.2) auf das Problem
(SP«L) an, um notwendige Eigenschaften eines optimalen Prozesses zu bestim-
men. Die Voraussetzungen fir die Anwendung dieses Prinzips sind erfullt. Inshe-
sondere folgt die Existenz reguldrer zul&ssiger Prozesse in der Nahe eines optima-
len Prozesses aus der Approximierbarkeit konvexer Figuren durch streng konvexe
Figuren gemaR Theorem1.2.

Die Pontrjagin-Funktion zur Aufgabe (SP“'!) ist gegeben durch

H(t, & v,m, o) = —%)\0 (f% - 53) +méa +m2 (=& +v) +n3&

mitt € [0,w],£ € R%, v € R, € R3. Um die Maximumbedingung (M), die ka-
nonischen Gleichungen (K) und die Transversalitatsbedingungen (T) auszuwer-
ten, unterscheidet man bez. Ay zwei Falle. Zu beachten sind dabei stets auch die
Zustandsgleichungen sowie die Steuer- und Zustandsrestriktionen des Problems
(SP«L),

Fall: \g = 1.

Hier fihrt das Maximumprinzip auf folgende Bedingungen: Sei (z,u) ein opti-
maler Prozess, der die Strukturvoraussetzung (S) erfullt. Dann existieren Vekto-
ren 1°,1' € E3, eine linksstetige vektorwertige Funktion y : [0,w] — E* von
beschrankter Variation und ein auf [0, w| definiertes sowie auf der Menge N, kon-
zentriertes nichtnegatives reguléres Mal p, so dass

die Maximumbedingung

sup (v g, W) = (u- g, W) fiiralle ¢ € Ky, (M)
v2>0,
VE Loo (0,w)N Do (K)
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die kanonischen Gleichungen

w(t) = i+ / (a7 — o) + s(r))dr — / " u(dn)

wt) = 1+ /tw<x2<f>+y1<r>>df ()
ys(t) = —l3

und die Transversalitdtsbedingungen

yi(0) = 1f

yg(O) = lg (T>
93(0) = lg

erfullt sind.

Das Maximum in (M) existiert nur im Fall yo(¢f) < 0 fir alle t € [0,w]. Der
Maximalwert ist dann 0. Folglich muss die optimale Steuerung « der Komple-
mentaritatsbedingung

(u-yo,00) =0 fiir alle ¢ € K, (2.4)
genugen. Das bedeutet
suppu C {t € [0,w]/y2(t) = 0}. (2.5)
Aus (2.4) und der zweiten Zustandsgleichung folgt
(X1 - Y2, V) + (Z9 - yo, ) = 0 fir alle v € K,.

Nach partieller Integration flhrt dies auf

(1 - ys — g - Yo, ) + (g - Yo, ) = 0 fiir alle 1 € K. (2.6)

Seinunt, € (0,w) beliebig fest. Mit der speziellen Folge {¢,,} C K, von Grund-
funktionen gemaR

L—n-|t—to| firte[to— < ¢+ 2]
@Dn(t) =
0 sonst
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erhalt man aus (2.6) unter Beachtung der Stetigkeit von i, die Bedingung
(22(to — 0) — z2(to + 0)) y2(to) = 0. (2.7)
Analog liefert die Steuerrestriktion (u, 1)) > 0 fur alle ¢ € K die Bedingung
x2(to — 0) < wa(to + 0). (2.8)

Aus den kanonischen Gleichungen folgt mit der Nichtnegativitdt des Mafes
zunéchst

y1(to) < yi(to +0) (2.9)

fiir die linksstetige Funktion ;. Die absolutstetige Funktion y, geniigt der kano-
nischen Differentialgleichung

Yo = —x9 —y; L. auf [0,w]. (2.10)
Hieraus folgt mit (2.8) und (2.9)
Y2(to +0) < go(to — 0). (2.12)

Die Funktion y; ist konstant auf [0, w]. Des Weiteren gilt auf jedem offenen Inter-
vall (a,b) C [0,w] mit (a,b) N supp p = () die kanonische Gleichung

U1 =121+ 1y —y3 L. auf (a,b). (2.12)

Wegen (2.10) und (2.12) genligt - auf (a, b) der distributionellen Differentialglei-
chung

(o +y2 — Yz +u, 1) =0 (2.13)

fur alle ¢ € K mit supp ¥ C (a, b).

Wir betrachten nun das Intervall [w’, w] C N; aus der Strukturvoraussetzung (S).
Fir o' < wqilt z, = 0und v = 1 auf (w',w). Da y, stetig ist, folgt y» = 0
auf [w’, w] aus (2.7). Nach (2.10) ist also y; = 0 auf (w’, w). Aus der kanonischen
Gleichung (K) fur y; ergibt sich damit

plt,w]) ==l + (w—1t)(ys = 1) = 0 (2.14)
furallet € (w',w), also I} < 0und y3 > 1. Hieraus folgt alternativ

supp p N[, w] =0 oder [, w] C supp p. (2.15)
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Die Struktur der Randkurve b,, ist insbesondere im Inneren des Kreissektors S,
zu diskutieren. Dies spiegelt sich in folgender Fallunterscheidung bez. des Tragers
von g, wieder.

Fall 1: ¢ € (0,w) \ supp u
Unter Beachtung der Komplementaritatsbedingung (2.4) und der Stetigkeit von y,
betrachten wir folgende Teilfalle.

Fall 1.1: y»(¢p) <O

Da y, stetig ist, existiert ein offenes Intervall 7, C [0, w] mitty € Iound y2(t) < 0
fur ¢t € I. Aus (2.5) folgt dann v = 0 auf I,. Die Gleichung (2.13) besitzt also
auf I, die regulare Losung

yo(t) = A - cos(t — a) + ys. (2.16)

Geometrisch entspricht dieser Fall einer Ecke des Sektorinbereichs.

Fall 1.2: y5(t) =0

Falls y»(t) = 0 auf einem abgeschlossenen Intervall [bg, co] C [0,w] mit ¢y €
[bo, co] ist, dann folgt aus (2.13) die Relation u = y3 > 1 auf [by, co]. Dies ent-
spricht geometrisch einem Kreisbogen vom Radius y3 > 1. Fir y3 > 1 ergibt sich
x1 < 1 auf [by, co] aus der Zustandsrestriktion und den Zustandsgleichungen. Fur
ys = 1 muss [by, co] = [w’, w] wegen der Strukturvoraussetzung (S) gelten. Es ist
dann z; < 1 auf (W' —¢,w’) firein e > 0. Wegen supp ¢ C N, und (2.15) sowie
to ¢ supp p folgt hieraus [by, co] N supp p = 0.

Ist nun ¢, eine isolierte Nullstelle von y,, dann muss y, < 0 auf einer Umgebung
U(to) \ {to} von t, sein. Aus (2.5) folgt dann u = 0 auf U () \ {to}. Die Struktur
von y, ist auf U(¢q) durch (2.16) links- bzw. rechtsseitig von ¢, gegeben (i.A. mit
jeweils unterschiedlichen Konstanten A, «). Unter Beachtung von (2.11) erhélt
man g (to — 0) = yo(to + 0) + d, flr ein dy > 0. Die Gleichung (2.13) flhrt damit
Zu u = dp - 0y, auf U(ty) mit der in ¢, konzentrierten J-Distribution d,,. Dieser
Fall entspricht geometrisch einer Strecke der Lange d,, welche mit zwei Ecken
inzidiert.

Schliellich kann ¢, noch Haufungspunkt isolierter Nullstellen von y- sein. Geo-
metrisch liegt dann ein Haufungspunkt von Streckenstiicken vor. Dieser Fall wird
spater diskutiert.

Das Auftreten von Kreisbogen kann im Fall 1 folgendermalien ausgeschlossen
werden. Wie eben gezeigt, inzidiert eine Strecke nicht mit einem Kreisbogen.
Dieser kann aber auch nicht mit einer Ecke inzidieren. Denn angenommen, es
gibt ein Intervall (ag, by) mit u = 0 und z; < 1 auf (ag, by) sowie u = y3 > 1 auf
[bo, co]. Dann ist (ag, co) N supp p = @ und folglich y; stetig auf (ag, o). Da u
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auf (ag, o) regulér ist, missen x5 und nach (2.10) auch g, auf (ag, o) stetig sein.
Andererseits ergibt sich y, = 0 auf [b, ¢o] aus der Komplementaritatsbedingung.
Auf (ag, bg) muss yo < 0 gelten, sonst ware v = y3 auf (ag, by). Folglich besitzt
yo dort die Darstellung (2.16). Dann ist g, aber in by unstetig. Dieser Widerspruch
zeigt, dass ein Kreisbogen, der im Inneren des Sektors S,, verlauft, auch nicht mit
einer Ecke inzidieren kann. Er tritt dort also nicht auf.

Fall 2: tq € supp pu

Wegen supp ¢ € Nj ist x1(t9) = 1. Nach der Strukturvoraussetzung (S) und
Fall 1 kann der entsprechende Punkt auf dem Sektorbogen nur eine Ecke oder ein
H&aufungspunkt von Ecken des Sektorinbereichs sein bzw. zum Kreisbogen vom
Radius 1 Uber (w’, w) gehdren. Im letzten Fall muss dann [w’, w] C supp 1 wegen
(2.14) gelten.

Fall \g = 0:
Maximumbedingung und Transversalitatsbedingungen &ndern sich nicht. Die ka-
nonischen Gleichungen lauten hier wie folgt:

w(t) = 1} + / " () + ys(r)) dr — / ()

yalt) = 13 + / Cy(r)dr (Ko)

?/3(t) = —lé'

Folglich gentgt die absolutstetige Funktion y, nun statt (2.10) der kanonischen
Differentialgleichung

Yo = —h f. . auf (0,w), (2.17)

wobei (2.11) gultig bleibt. Auf (a,b) C [0, w] mit (a,b) N supp p = (@ genigt y,
statt (2.12) der kanonischen Gleichung

U1 = Y2 — Ys. (2.18)

Zusammen mit (2.17) erhdlt man also fir y. auf (a,b) die gewodhnliche Differen-
tialgleichung

Yot+y2—ys=0. (2.19)

Die Aussagen (2.14) und (2.15) bleiben giltig. Folglich besitzt y, auf jedem Inter-
vall [a, b] mit (a,b) N supp p = 0 eine Darstellung der Gestalt (2.16) mit y3 > 1.
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Wegen y» < 0 muss deshalb y» < 0 und folglich « = 0 auf (a, b) gelten. Geome-
trisch bedeutet dies, dass jeder Punkt von b, der nicht auf dem Sektorbogen liegt,
nur Ecke von B,, sein kann. Da dies nicht moglich ist, kann A\q = 0 nur im Fall
L = w, also B, = S, eintreten.

Bezeichnen wir einen Sektorinbereich als fast—polyedrisch, falls sich die zugeho-
rige Randkurve, die die Schenkel des Sektors verbindet, nur aus Streckenstiicken
mit Ecken auf dem Sektorbogen und eventuell deren Haufungspunkten zusam-
mensetzt, so lassen sich die diskutierten Konsequenzen aus dem Maximumprinzip
im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 2.1 Sei L € [I{,w). Dann gibt es ein w’ € (0,w] und einen fast—polyedri-
schen Sektorinbereich B, so dass

B, =B, U Sw—w’
Optimallésung der Aufgabe (FP«:L) ist.

Jeder optimale Sektorinbereich kann durch Permutation seiner von O verschiede-
nen Ecken in einen solchen Bereich tberfuhrt werden.

FAVARD [28] ging bei seinen Untersuchungen zum Problem (Py. ;, z, ) davon aus,
dass sich der Rand einer optimalen Figur aus einem Polygon und einem Teilbo-
gen des Umkreises zusammensetzt. Wir kdnnen nach der Behandlung des Steu-
erproblems (SP“) zunachst nur von fast—polyedrischen Teilbereichen ausgehen.
Aus Satz 2.1 ergibt sich unmittelbar eine hierarchische Struktur optimaler Sek-
torinbereiche. Und zwar muss jeder polyedrische Teilbereich, welcher Inpolyeder
eines Teilsektors von S, ist, flichenminimal unter allen vergleichbaren Sektorin-
bereichen desselben Teilumfangs sein. Damit lassen sich nun die noch offenen
Strukturfragen diskutieren.

2.3 Fastregulare Sektorinpolyeder

Um unter allen Sektorinpolyedern vorgegebenen Umfangs diejenigen kleinsten
Flacheninhalts zu bestimmen, beschreiben wir diese mit Hilfe ihrer Zentriwinkel.
Die Darstellung von Umfang und Flacheninhalt gemaR (2.2) fuhrt auf folgende
nichtlineare Optimierungsaufgabe fir die Zentriwinkel ¢ und die Seitenzahl n:
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(P=l) F,(p;n) = 3 ; sinp; — Min!
L,(p;n) = 2 sin% = L

O<QOZ§7TVZ

Bevor wir dieses Problem behandeln, zeichnen wir zunachst — analog zum Fa-
vard’schen Problem — spezielle Polyeder unter den Sektorinpolyedern aus und
diskutieren fur sie Facheninhalt und Umfang.

Definition 2.3 Fir n > 2 heildt ein n-seitiges Sektorinpolyeder P, fastregular,
fallses ein a > 0 und ein § € (0, o] gibt, so dass fur die Zentriwinkel von P,, die
Relationen ¢, = ... = ,,_1 = a und ¢, = ¢ gelten. Im Fall 6 = « heil’t P, auch
regular.

Fir w € (m,2n] ist das Sektorinpolyeder P, mit £L(P,) = [} zweiseitig und
fastreguldr, fiir w = 27 zweiseitig und regular. Ein fastreguléares Sektorinpolyeder
ist flr w = 27 in Abb. 2.3 dargestellt.

Abbildung 2.3: Fastregulares Kreisinpolyeder

Wir bezeichnen « als charakteristischen Winkel und § als Defektwinkel. Wegen
Yiipi =wista € [¢ -] sowie 0 = w — (n — 1)a € (0,<]. Die Lénge

n’ n—1
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des Randpolygons p,, und der Flacheninhalt eines fastreguldren n-seitigen Sektor-
inpolyeders P,, lassen sich als Funktion des charakteristischen Winkels « folgen-
dermal3en darstellen:

w—(n-1a
2

sina + %Sin(w —(n—1a). (2.21)

L,(P,) = "Ly(a):=2(n-1) sin% + 2sin (2.20)

F(P,) = "Fula):="

Fur das reguldre n-seitige Sektorinpolyeder mit charakteristischem Winkel

== (2.22)
n
ist speziell
W

"Ly(ay) = Y :=2nsin — 2.23
(a7) = Iz :=2nsin_- (2.23)
") = Y= gsin% . (2.24)

Zum kleinsten Parameterwert L = [¢" gehort der charakteristische Winkel
af := Min{w, 7}. (2.25)

ImFall w = 27 ist oy = a4 = wund ¥ = [§ = 4. Die stlickweise zusammenge-
setzte Funktion

w fira=0
L,(a) =< "Ly(a) fira€[a¥, 0¥ ), n=2,3, .. (2.26)
ly fir a = aof
ist dann auf dem Intervall
0,05] = {0,0¢} U | Jlox, 02 ,) (2.27)
n=2

definiert. Mit Hilfe dieser Funktion l&sst sich flr fastreguldre Sektorinpolyeder die
isoperimetrische Nebenbedingung durch

L=L,(a) (2.28)

ausdriicken.

Es erweist sich fiir spatere Untersuchungen als giinstig, eine noch allgemeinere
Klasse von Sektorinpolyedern einzufihren.
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Definition 2.4 Sei w > 2. Dann heit die Menge P, C E2 mehrfach umschlun-
genes n-seitiges Sektorinpolyeder, falls sie sich aus endlich vielen n;—seitigen
Sektorinpolyedern P, von Einheitskreissektoren S, mitw; € [0,27],> ", w; = w
und n = . n; zusammensetzt.

Ein mehrfach umschlungenes Sektorinpolyeder heil3t fastregular, falls alle Teilpo-
lyeder bis auf hdchstens eines reguldr sind, das verbleibende Teilpolyeder fastre-
gular ist und die charakteristischen Winkel alle Ubereinstimmen.

Das Randpolygon p,,, welches sich aus den zu P, gehdrigen Randpolygonen p,,,
zusammensetzt, heiflt ebenfalls mehrfach umschlungen.

Sei nun P, ein mehrfach umschlungenes n—seitiges Sektorinpolyeder mit w €
(km, (k+1)n] furein k > Ound L(F,) = >_; L(F,;). Dann bezeichnet

Iy =2k + 157 (2.29)

die Mindestlange des Randpolygons p,,. Inshesondere gilt I = 15 fir w € (0, 7]
und iy =17, = 2(k+ 1) firw = (k4 )7,k > 1. Zulg, k > 1, gehort der
charakteristischen Winkel

af =7 (2.30)

und der Defektwinkel 6} = w — kx. Offensichtlich gilt n = k& 4 1 fur L = [} und
n > k + 2 sonst. Alle weiteren GroRen bleiben auch fur mehrfach umschlungene
Sektorinpolyeder wie bisher durch (2.20) bis (2.24) erklart. Die Funktion L., ist
durch (2.26) nun auf

(o)

[07 047:] = {07 O‘ng} U U [Oé(;:’ 042171) (231)

n=k+1
definiert.

Eigenschaften fastregularer Kreisinpolyeder (w = 2x) wurden von Focke [35]
diskutiert und in [18] auf den Fall w € [0, 27| Ubertragen. Wir beschreiben nun
den Zusammenhang zwischen L, o und n fir beliebiges w > 0.

Lemma 2.1 Seiw € (km, (k + 1)« fUr ein £ > 0. Dann existiert zu jedem L €
(I¢,w) eindeutig einn > k + 1 gemal L € (I¥_,, %] und ein a € [a%, a%_;) mit
L="L,(a).
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Beweis:
Fir0 < w — (n — 1)a < « ist die Funktion " L,, gemaR (2.20) und (2.23) auf
(o, o) definiert. Sie ist dort stetig mit

lim — "L,(a) =1, ;. (2.32)
Auf (a¥, ¥ _,) ist sie stetig differenzierbar mit
d , B a duw()
T L,(a)=(n—1) (cos 5 08— ) < 0. (2.33)
Das Vorzeichen dieser Ableitung ergibt sich dabei aus o € (o, % ;) C (0, )

und é,(a) =w—(n—1)a < afir L > 1¥,alson > k+ 1. Die zusammengesetzte
Funktion L,, aus (2.26) ist folglich auf [0, o] stetig und streng monoton fallend.
Zu jedem L € [I¥,w] existiert also eindeutig ein o = «, (L) € [0, o] mit (2.28).
Wegen (2.26) und (2.27) gibt es dann genau einn > k+1mita, (L) € [a¥, o )

und L, (o) = "L, (). Die Zerlegung des a-Intervalls (0, o) korrespondiert folg-
lich eineindeutig zur Zerlegung des L-Intervalls

(w)=J 5. (2.34)
n=k+1
Damit ist die Behauptung gezeigt. |

Mit der Funktion L, ist auch die Umkehrfunktion «,, streng monoton fallend.
Geometrisch besagt dieses Lemma, dass es zu jedem L € (I¢,w) ein bis auf Per-
mutationen der Sektorwinkel eindeutig bestimmtes n-seitiges fastregulares Sek-
torinpolyeder P, mit £,(P,) = L und L € (I¥_,,1¥] gibt. Das zugehorige Paar

(p;n)mitp € R", o1 = -+ = @,_1 = a, p, = 0 ist dann eine zuléssige LEsung
des Problems (P«%).

Analog zu L, l&sst sich der Flacheninhalt als Funktion des charakteristischen
Winkels « stiickweise auf [0, o] durch

5 flira =0
F,(a) =< "F,(a) firaead,a¥ ), n>k+1 (2.35)
1y fir o = af

definieren. Dabei ist™ F',, durch (2.21) gegeben und f := %sin af. Die Funktion
F, ist dann wegen
lim "F,(a)=f (2.36)

n—1
w
a—ad
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mit f«_, aus (2.24) auf dem Intervall [0, o] stetig sowie auf dem offenen Intervall
(0, o) stlickweise stetig differenzierbar.

Kompositions- und Dekompositionseigenschaften fastregulérer Sektorinpolyeder
spiegeln sich in der durch (2.26) definierten L&angenfunktion ,, und in der durch
(2.35) definierten Flacheninhaltsfunktion £, wider.

Kompositionsregeln:
Seiw=j-a+dmitj>2unda € [-%,%) sowie w’ = j'- a + 0 fur ein j' mit
1 <4 <j—1.Danngilt:

(i) Ly(a) = Lij—jyal@) + L ()

(i) Fo(o) = Fij—jnala) + Fu (o)

(iii) Ly(a) + Ly(05) = Lja ()+Lw+a( 7)

(iv) Fo(a) + Fu(af) = Fyala) + Fois(af) .
Beweis:
Die Regeln fur die Zerlegungen bzw. Umordnungen ergeben sich unmittelbar aus
(2.20), (2.21), (2.22), (2.26) und (2.35). Wegen a € [?, —.) It =w—j-ae
(0, ;+1] also 9 < « erflllt. Hieraus folgt unmittelbar o € [ﬁ/p 7) und damit
auch § € (0, 2]. Analog erhalt man oy € [, <) und § € (0, 4. |

SchlieBlich l&sst sich der Flacheninhalt fastreguldrer Sektorinpolyeder durch die
Funktion F,(a,, (L)) mit o, (L) gemaR (2.28) auch in Abhéngigkeit vom Umfang
beschreiben. Dabei ist o, : [I¥,w] — [0, %] die nach Lemma 2.1 existierende
Umkehrfunktion zur Funktion L., aus (2.26).

Definition 2.5 Die Funktion f,, : [I¢,w] — R gemaB f,(L) := F,(a,(L)) heiflit
“fonction penetrante’.

Mit (2.20), (2.21), (2.26), (2.35) sowie f,(Iy) = fi und f,(w) = % ist die

“fonction penetrante” stlickweise implizit auf [I¢,w| definiert. Und zwar ist sie
auf (1_,, (%] durch

n—1"n

n—1

fu(L) = sinay, (L) + %Sin du(L) (2.37)

und
du(L)

L =2(n—1)sin + 2sin

O‘WéL) (2.38)
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mit o, (L) € [¢,-%), 0u(L) = w — (n — 1), (L) und n gemal

n’n—1

L € (l:—hl;ﬂ
gegeben. Dabei gehoren die GroRen [ aus (2.23) und f,,(I¢) = f« aus (2.24) fur
n > k + 1 zum reguléren n-seitigen Sektorinpolyeder.

Lemma 2.2 Seiw € (km, (k + 1)n] fUr ein & > 0. Dann ist die Funktion f, auf
Iy, w] streng monoton wachsend, stetig und stiickweise stetig differenzierbar.

Beweis:
Die Stetigkeit von f,, folgt aus der Stetigkeit von F, und a,,. Fir L € (I¥_,,1¥)

n—1"n
Ist
_ Fl(a)  5(cosa —cosd)

/ L — —
fo(L) L («) cos § — cosg
mit o = a, (L) und 6 = §,,(L). Wegen o, 0 € (0, 7) und § < aviist f/ (L) > 0 auf
jedem offenen Intervall (I¥_,,1%). [ |

Wir wenden uns nun wieder der Aufgabe (P“*%) mit w > 0 zu. Die Auswertung
notwendiger Optimalitatsbedingungen fuhrt auf das folgende Ergebnis.

Satz 2.2 Seiw € (km, (k+ 1)r]fireink > 0und L € [I¢,w). Dann ist das Paar
(3 m) mit

() n=k+1fir L =10 bzw.n > k+ 1 gemal L € (I¥_,,1¥]
(i) o= (o1, pn) Miter = .. =1 = au(L)und o, =w — (n— 1)

eindeutige Optimallosung des Problems (P«X).

Beweis

Seiw € (km, (k+ 1)x] fur ein & > 0. Zu kleinstmdglichem Umfang gehdrt genau
ein Sektorinpolyeder. Dieses ist (k+1)—seitig und fastregul&r mit o = 7. Damit ist
fur L = [ das Paar (¢, n) mit (2) und (i) einzige zulé&ssige Losung des Problems
(P<-L). Wir brauchen also nur den Fall L > [% zu betrachten.

Es sei nun (¢;n) mitn > k+ 1und ¢ = (g1, ..., ,) eine Optimallosung des
Problems (P“"L). Die Lagrange-Funktion bez. o lautet hierzu

1 - n ; n
L(gp,)\) = 5)\0281n%+)\1 <QZsin%—L) + X9 (Z%_w) ]

i=1 i=1 i=1
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Es muss also ein Vektor A = (A\g, A1, A2) € R*\ {0} existieren mit

1 Vi .

5)\0008%—1—)\1 cos?+)\2 =0 firi=1,..,n. (2.39)

Wir unterscheiden die folgenden Félle:

Fall 1: \g = 0.
Wegen X # 0 folgt aus (2.39) A\; # 0 und
; A
cos % = _)\_j firi=1,...,n, (2.40)

also p; = ; fur alle i wegen ¢ € (0, 7].

Fall 2: \o = 1.
Sei nun etwa ¢ > ,,. Aus (2.39) ergibt sich zunéchst
AN = — (cos% + cos %)
1 n
Ay = §+Cos%-cos%.

Hieraus folgt

2 1 < ¥Y1 <Pn> 1 ( ®Y1 S0n>
— == — 4+ — ) £+ = — — — 2.41
cos 5 5 coS 2 cos 5 5 cos 5 cos 5 ( )

furi =1,...,n. Wegen 0 < ¢; < « fir alle s und ¢, # ¢, gibt es deshalb eine
Zahlny, 1 <n; <n, mit

o1 fir ¢=1,...n
o, fuir i=n1+1,...,n.

Im Fall einer Minimallésung muss auf3erdem noch die Definitheitsbedingung
n1 n
®n ©®1 . ¥ 2 . ©n 2
(cos 5 —cos 7) (sm oY El % —sin - g . ZZ> >0 (2.42)

fur alle z € R™ mit

izi =0, i zi =0 (2.43)
i=1

1=n1+1
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erfullt sein. Fir n; = n — 1 ist die Relation (2.42) wegen z,, = 0, 1 > ¢, und
©1, p2 € (0, 7] gleichbedeutend mit der Bedingung

n—1
sin % sz >0,
i=1

also erfillt. Ist dagegen n; < n — 2, dann gilt fur die spezielle Lésung z, =
—Zp_1 =1, 2z, =0flri <mn — 2von (2.43) die Relation

sin % (22_1 + zi) >0.
Wegen ¢, > ¢, fuhrt diese Ungleichung auf einen Widerspruch zur Bedingung
(2.42). Fir eine Minimallésung muss also n; = n — 1 gelten.

In Fall 1 und Fall 2 setzen wir a := ¢ und 6 := ¢,. Aus > " ¢; = w und
0 < ¢p < ¢y folgta e [2,2)undd € (0,¢], also L € (I¥_,1]. Damit
ist L, (cv) = L mit der Funktion L,, aus (2.26). Wegen L > [¢ und der strengen
Monotonie der Umkehrfunktion «,, von L, (vgl. Lemma 2.1) ist &« = «, (L) < .
Die gefundene Losung erfillt damit die isoperimetrische Nebenbedingung und ist

nach Lemma 2.1 eindeutig bestimmt. |

Flachenminimale Sektorinpolyeder P,, sind also fastreguldr und durch L € [I{,w)
eindeutig bestimmt. Die fonction penetrante’ f,, ist folglich Optimalwertfunktion
der Aufgabe (P'1).

Wir wenden uns jetzt wieder dem verallgemeinerten Favard’schen Problem (P«:L')
mit w € (0,2n] zu. Die in Satz 2.1 formulierten ersten Strukturaussagen fir fla-
chenminimale Sektorinbereiche kénnen nun mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes
vervollstandigt werden. Teilsektoren und Haufungspunkte von Ecken sind noch
auszuschlielRen.

Lemma 2.3 Ein flachenminimaler fast-polyedrischer Sektorinbereich B, besitzt
keine Haufungspunkte von Ecken.

Beweis

Angenommen, B, besitzt einen Haufungspunkt A von Ecken auf dem Sektorbo-
gen s,. Sei { E;}22, eine Folge benachbarter Ecken mit d(E;, H) > d(E;41, H) >
0 fur alle i > 1 und lim;_... d(E;, H) = 0. Weiterhin seien S C S, bzw.
Sw; € S., @ > 2, die entsprechenden Teilsektoren von S, zwischen E; und
H bzw. zwischen F; und E;. Das zugehorige fast-polyedrische Sektorinpolyeder
B := B, N S bzw. die Sektorinpolyeder P,, := B, N S,,, miissen flachenminimal
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bez. L bzw. L, sein. Dabei bezeichnen L bzw. L, jeweils die Lange der Randkur-
ve b := b, N S bzw. des Randpolygons Pw; = b, NS,,. Die Sektorinpolyeder
P, sind aber nach Satz 2.2 fastregular. Insbesondere ist P, fastregulér. Seien
0.B.d.A. die Ecken £, E5 entsprechend d(E,, Ey) < d(E,, E5) numeriert. Dann
mul L; = Ly + (i —2) - d mitd = d(E;, E;11) fur alle ¢ > 2 gelten. Anderer-
seits ist wegen L; < L < L firalle i > 1 die Folge {L;}2°, beschrankt. Dieser
Widerspruch zeigt, dass es keine Haufungspunkte von Ecken geben kann. |

Zusammen mit Satz 2.1 und Satz 2.2 ergibt sich aus diesem Lemma jetzt die
Darstellung B, = B,/ US,,_. fur einen flachenkleinsten Sektorinbereich B, vom
Umfang L + 2, wobei B,/,w’ € [0,w], ein fastreguldres Inpolyeder des Sektors
S € S, und S,_. der erganzende Teilsektor von S, sind. Der Flacheninhalt
einer Losung des verallgemeinerten Favard—Problems (FP«-L) ist nun fir R = 1
gegeben durch

Fu(By) = %(w — )+ (L) (2.44)

mit £ (B.) = L' € [L,L], L € (0,L]. Eine Untersuchung dieser Funktion
ergibt schliel3lich folgende Aussage.

Lemma 2.4 Ein flachenminimaler Sektorinbereich B, enthalt keinen Teilsektor.

Beweis
Sei w(l) = w— L +1,also w(L') = «'. Da B, flachenminimal ist, muss L’
Minimalstelle der Funktion

Ft) = 5L =1+ fu ()

auf [L, L] sein. Die Funktion f,, ist f.u. differenzierbar. Unter Beachtung von Lem-
ma 2.2 gilt also

df 1 a o o 0, Oa 1
i —5—1— (cos§+cos§) (1+(n—1)(cos§ —COS§) : %) +§COS5.

Dabei ist « = «(l, v) fur v € [0, w] definiert durch

v—(n—1)a

2(n—1)sin%+231n =0

mitd = 6(l,v) =v — (n — 1)a(l,v) € (0,a]. Hieraus folgt

Oa cos g

EoRn (n—1) (cos g —cos2)’
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also .
df ) o
- (cos§—1> (1—cos§>.

Wegen e € (0, 7] und § € (0, a] ist %Jf < 0 f.0. auf [L, L]. Die Funktion f ist also
streng monoton fallend auf [L, L]. Hieraus folgt L’ = L, also w’ = w. Damit ist
die Behauptung gezeigt. |

Die Losung des verallgemeinerten Favard—Problems kann nun vollstandig mittels
der Aussagen aus Satz 2.1, Satz 2.2, Lemma 2.3 und Lemma 2.4 beschrieben
werden.

Theorem 2.1 Seiw € (0,27 und L € [I{,w). Dann sind flachenkleinste Sektor-
inbereiche von S, eindeutig bestimmte fastreguldre n—seitige Sektorinpolyeder
mit n gemal L € (I¥_,,1¥] und Fl&cheninhalt f,(L).

n—1"n

Aus diesem Theorem resultiert die Ungleichung

-1 1
F > R? <n 5 sina + 5 sin(w — (n — 1)a)> (2.45)
mit oz geman
L .« . w—(n—1)a
i 2(n — 1) sin 5t 2sin — (2.46)

und damit eine scharfe untere Schranke fir den Flacheninhalt allgemeiner Sek-
torinbereiche vom Umfang 2R + L mit L € (I¥_,,1¢],n > 2, Sektorwinkel

w € (0, 27] und Sektorradius R > 0. Als Spezialfall ergibt sich hieraus flr w = 27
die Favard’sche Ungleichung (1.29) mit (1.31) und (1.32).

HEMMI [54] benutzte diese Strukturaussage zur Losung des isoperimetrisch—iso-
diametrischen Problems (Py. 1,y ). Er verwies dabei auf die Untersuchungen von
FAVARD [28] fiir den Fall w = 27. Wir greifen auf dieses Theorem in Kapitel 5
zurtick.
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Kapitel 3

Favard’s ’fonction penetrante’

In Kapitel 2 wurde das verallgemeinerte Favard’sche Problem behandelt. Die Op-
timalwertfunktion dieser Aufgabe ist auf abzahlbar unendlich vielen Teilinterval-
len implizit erklart, dort stiickweise konvex—konkav und stiickweise stetig diffe-
renzierbar. FAVARD [28] beschrieb diese Funktion im Fall des isoperimetrischen
Problems flir Kreisinpolyeder als ,,une fonction assez compliquée* und meinte: ,,
... le calcul peut étre penible”. Im Zusammenhang mit ihren Untersuchungen zu
Paaren flachenkleinster Inpolyeder des Kreises fiihrten FOCKE [35] und KLOTZ-
LER [74] deshalb die Bezeichnung *fonction penetrante’ fur die Favard’sche Funk-
tion ein.

Aufbauend auf [79] stellen wir in diesem Kapitel analytische Eigenschaften
der Optimalwertfunktion f,, des verallgemeinerten Favard—Problems (FP<!) fiir
w € (0,27] zusammen. Konvexitatsdefekte, wie sie bei dieser ebenfalls als *fonc-
tion penetrante’ bezeichneten Funktion auftreten, lassen sich fur eine allgemeinere
Klasse streng konvex—konkaver Funktionen untersuchen und auswerten. Sie zie-
hen flr Aufteilungsprobleme, wie sie anschlielend in Kapitel 4 behandelt werden,
Strukturverzweigungen der Losung nach sich. Andererseits sind diese Defekte so
gering, dass der Graph der Funktion im Groben konvex erscheint. Es l&sst sich
eine untere konvexe Einhiillende angeben. Resultate zum asymptotischen Verhal-
ten wirken sich auf die in Kapitel 5 diskutierten isoperimetrisch—isodiametrischen
Ungleichungen aus.

49
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3.1 Analytische Eigenschaften

Die ’fonction penetrante’ f,, ist durch (2.37) und (2.38) fur jedes w € [0, 27|
auf [I9, w] definiert. lhr Graph ist fir w = 27 und L € [4,12sing] in Abb.3.1
dargestellt.

f
3-

2.5¢

4.5 5 5.5 6
Abbildung 3.1: *fonction penetrante’ fir w = 27

Nach Lemma 2.2 ist diese Funktion stetig und auf jedem Intervall 1° := (I_,, 1),
n > 2, stetig differenzierbar mit

QW(L> 5w(L)
9 + cos 5

f1(L) = cos

w

(3.1)

Dabei ist & = a,(L) die durch (2.28) eindeutig auf [, w| definierte Umkehrfunk-
tionvon L, aus (2.20) und (2.26). Auf (I¥_,,1¢] giltd = 6,(L) = w—(n—1)a(L).
ImFalln = 2,alsoa+¢ = wund L = 2 (sin 2 + sin 2), erhalt man fir die erste
Ableitung von f,, auf (I{,13) die explizite Darstellung

L

, _ w
fulL) = 5 cot 7. (3.2)

Mit f,,(I5') = sin § mit [5' = 4sin ¢ folgt hieraus

L2
fu(L) = vy cot % — sin g (3.3)
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fur L € [I{,15]. Die Funktion « ist stetig auf [I{, w] mit a,,(I¥) = o¥. Aus (3.1)
folgt einerseits

! (Jw _ : ! — i

fw(ln + O) - LE}é{FO fw(L) = COS m

+1 (3.4)

wegen a, (L) — o +0und é,(L) — 0+ 0 fir L — [ 4+ 0, und andererseits

foly —0) = lim  f/ (L) =2cos

L—l, ,—0"%

w
2(n+1) (3:5)

wegen a,,(L) — oy, —0und 0,(L) — oy —0fur L — ¥, —0.
Wir bendtigen spater auch hohere Ableitungen von f,,. Flr die Funktion L, erge-
ben sich zuné&chst aus (2.33) die Ableitungen

L (a)=(n—1) (COS% — cos g) <0 (3.6)

" n—1

L,(a) =— 5 (sin% + (n —1)sin g) <0 (3.7)

jeweils auf einem Intervall (o, _,),n > 2. Damit berechnet man (vgl. auch

) “n—1

[18]) stiickweise die Ableitungen

fo(L)y = ﬁ (— sin% + (n—1)sin g) (3.8)
"  (n=1((n—-1*-1) a 0
f, (L) = 1L (0)? (1 — cos 5 cos 5) (3.9)
) = (n— 1);(L(In(;);)2 —1) G L. (a)sin % sing
_ni 1Lz;(a) (1 —COS%COS g)) ) (3.10)

von f,auf I% n > 2mita = o, (L) und § = 4, (L).

Lemma3.1 Sei w € (0,2n]. Die Funktion f, ist auf jedem offenen Intervall
I% n > 2, stetig differenzierbar und auf dem Intervall [1¥,14] streng konvex. Auf
jedem offenen Intervall 1°,n > 3, gilt:

(i) Es existiert eine eindeutige Nullstelle '\ € 19 von f. mit
)
fo(L) <0 fir Le(*A, %),

n) ’'n

1"

F(L)>0 fir Le(®

n—1
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(i) Furalle L € I%ist £ (L) <0, f$(L) <0 .

Beweis:
Firn = 2, also L € [y, 4], folgt die Behauptung aus (3.2) und w € [0, 27]. Sei
nunn >3und L € I2,also a € (¥, 0¥ ;) C (0,7)und § € (0,a) C (0, ).
Aus (3.6), (3.9) und (3.10) folgen unmittelbar /(L) < 0 und f5Y(L) < 0, also
die Behauptung (4). Die Funktion £ aus (3.8) ist stetig und wegen f” < 0 streng
monoton fallend auf 7°. Mit “ = L, (a*) erhdlt man durch jeweils einseitigen
Grenzibergang

£, +0) = s >0

2(n — 1)(cos ag;; —1)

und

Ll—lj;l—O fw(L) = —00.
Folglich existiert auf 7° eindeutig eine Nullstelle 'A* von f mit f, > 0 auf
(12, " A2  und f < 0 auf (*A¥,[«). Damit ist auch (i) gezeigt. [

Zusammen mit Lemma 2.2 besagt dieses Lemma, dass die *fonction penetrante’
f., auf [l w] stlickweise streng konvex—konkav ist mit Wendepunkten *\* € 19
fur n > 3. Einen Ausschnitt der stlickweise streng konkaven ersten Ableitung von
f.. mit jeweils eindeutiger Maximalstelle *\* € I° fir n > 3 zeigt Abb. 3.2. Den
zu '\ korrespondierenden charakteristischen Winkel bezeichnen wir mit 3. Es
gilt also

w O.UJ

"\ = Lo(p¥) =2(n —1)sin %L + 2sin 7” (3.11)

mit entsprechendem Defektwinkel oy = w — (n — 1)3% € (0, 2).

Es folgen nun eine Reihe asymptotischer Aussagen uber die Lage der Wende-
punkte und das Anstiegsverhalten von f,,.

Lemma 3.2 Fr hinreichend groRRe n gilt

1)\‘*’ [ )
—m  nml _0(1).
B, 00
Beweis
Es gilt zunachst 32 € (¥, -“5) und oy € (0,4;) flr den zum Wendepunkt

I\ gehdrenden charakteristischen Winkel und den zugehorigen Defektwinkel aus
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(3.11). Wegen £/ (*\) = 0ist (n—1) sin & = sin %, also 0 = O(n~2). Hieraus
erhélt man

1)\2)—17“{_1 B (n—l)sin%—i-sin%—(n_l)smﬁ

-1, nsin%—k(n—l)sinﬁ
und unter Beachtung von sinz = x — g—? + O(z°) die Relation
Al W= (n—1)%(8)° + 0(n?)
Bl @ (-0
Mitw = (n — 1)8% + 0%, also w® = (n — 1)3(8)® + O(n™?), folgt hieraus die
Behauptung. |

1.8 "\
/—\

R

1.6

1.4

1.2¢

4.5 5 5.5 6

Abbildung 3.2: Ableitung der *fonction penetrante’ fir w = 2«

Bei genauerer Betrachtung der Lagebeziehungen zwischen den einzelnen kon-
kaven Teilstlicken von f/ (vgl. Abb.3.2) ergibt sich eine weitere asymptotische
Vermutung, die wir genauer untersuchen wollen.

Lemma3.3 Sei L € I? = (I¥_,,1¥) und w € [0, 27]. Dann gilt:

n—1"n

(i) f,(L) < fL(l¥+0) firallen > 2

(i) fo(L) < foll7 —0) firn=2,3
fLON) > fo(le,, —0) furallen >7
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(i) fL(Ly_, +0) < fi(ly —0) furn=2,3
fLe_,4+0)> fl(lv—0) furallen > 4.

Beweis:
Wegen o, (L) € (s, 7) fir L € I? ergibt sich (i) sofort aus (3.1) und (3.4).

Der erste Teil der Aussage (ii) folgt fir n = 2 unmittelbar aus (3.2) und aus
Jo(ls —0) = 2cos§ < 2cosg = fL(I§ —0). Fur n > 3 vergleichen wir den
Maximalwert f/,(*A%) von f/, auf I? mit dem einseitigen Grenzwert f/ (I,, —0).
Dazu betrachten wir die durch

B(x) x—(n—1)5(x)

up () 1= 2 cos 2(711;_ T~ cos — = — cos 5 (3.12)

mit 5(z) € (£, %) aus

n

p(x)

A C)
sin — (n —1)sin

z — (n=1)5(z)
2

(3.13)

implizit auf [0, 2] definierte Funktion u, mit «,(0) = 0. Die Bedingung (3.13)
resultiert aus der Forderung £, (*\%) = 0 an die Maximalstelle von f’ auf I°. Es
gilt dann

L in—2 L in Blx) ) (3.14)

I TP BT § R

i (2) = -

Firn = 3 und jedes = € (0, 2x] ist 3(x) € (5, 7] Hieraus folgt u3(z) > 0 und
wegen u,,(0) = 0 auch uz(x) > 0 flr jedes x € (0, 2x]. Damit gilt der erste Teil

von (ii) auch fir n = 3 und jedes w € (0, 2x|. Flrn > 7 ist D S & also

) T S 8x .o
sin sin —.
2(n+1) ~ 27(n+1) 8

Wegen §(z) < —* folgt dann aus (3.14)

, T 1 1 16 sin%
< = — . <0
un(@) < 5 ((n 12 mr1? a

fur alle n > 7und z € (0,27]. Mit u,(0) = 0 ist damit der zweite Teil der
Aussage (ii) gezeigt.
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Die Aussage (iii) ist fir n = 2 klar, da f/ nach (3.2) auf I9 linear und monoton
wachsend ist. Fir n = 3 gilt

W w N2 1 2\° 1 w2
COSZ+1—QCOS€<<Z> <—§+(§) +ﬂ<1>><0’ (3.15)

foll5 +0) = fi(I5 = 0) <0
fir jedes w € (0, 27]. Sei nun n > 4. Dann ist

also

Y 1—2c08 — >
CoS ——— — 2cos —
2(n—1) 2n

(ms) (54 () -5 (5 ) )

Die Nichtnegativitat der rechten Seite dieser Ungleichung folgt fir w € (0, 27]
aus 3 < =1 < 1. Damit ist die Aussage (iii) auch fiir n > 4 gezeigt. |

Dieses Lemma impliziert eine ,,grobe” Monotonieeigenschaft fur die erste Ablei-
tung der *fonction penetrante’.

Folgerung 3.1 Furjedesw € [0,2x]istly — 1§ > w —I§. Es qilt
fo(Lh) < fi(La) < f(Ls)
furalle Ly € (I¥,14), Lo € (15,14) und fir fast alle Ls € (1%, w).

Beweis:
Sei w € [0, 2n]. Die Ungleichung I — I§ > w — [§ ist gleichbedeutend mit

v(w) == 4sin > +w — 12sin = < 0.
4 6
Wegen v(0) = 0 und v'(w) = cos g + 1 — 2cos ¢ folgt diese unmittelbar aus
(3.15).

Die Aussagen (i) und (ii) fir n = 2,3 aus Lemma 3.3 ziehen zusammen mit der
stlickweisen Konkavitét von f/ auf 12, n > 3, die Relation

fo(Ly) < fl(La) < fL(Ls)
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furalle L, € I9,L, € I, Ly € I} nach sich. Da f/ (i$ + 0) < f/(I* 4+ 0) und
foiy —0) < fL(le,, —0) furalle n > 4 gilt, bleibt diese Ungleichung auch fiir
fastalle L; > 14 glltig. |

Die folgende asymptotische Aussage Uber den Sekantenanstieg von f., wirkt sich
spater auf das Verzweigungsverhalten der Lsungsstruktur beim isoperimetrisch—
isodiametrischen Problem aus.

Lemma 3.4 Seiw € [0,27] und n > 7. Dann gilt

fw(l%}) B fw(l%—l) < fw(L) B fw(l;;—l)
o —lv, =  L—I

n—1

furalle L € (I¥_,, 1

n—1 n]

Beweis:

Da f,, auf jedem Intervall [I_,, *\“] streng konvex und auf '\, [«] streng konkav

n»’'n

ist sowie f/ (I¥_, + 0) existiert, ist die behauptete Ungleichung dquivalent zu

fw(l%) B fw(l%—l)

=1l

Wegen (3.4) und (2.23), (2.24) ist also fir n > 7 und w € [0, 2| die Ungleichung

< fL15, +0). (3.16)

nsin? — (n — 1) sin —*= W
n < — 41 3.17
< cos =1 + (3.17)

1
4 nsin 5% — (n — 1)sinﬁ
zu beweisen. Unter Beachtung von cosz > 1 — %2 zeigen wir fur n > 7 die
starkere Forderung
1 nsin€ —(n—1)sin - 1 ( w )2

e -l o< —
8 nsm%—(n—l)smm 16

(3.18)

n—1

Wir fuhren dazu die Funktionen

w
do(w) :=nsin® — (n— 1)si
(w) nsin — (n )Smn_

ein. Auf dem Intervall (0, 27) erhdlt man dann fur die in Betracht kommenden
héheren Ableitungen dieser Funktion die Relationen

1 . w 1 . w
dO(w) = —Esmﬁ—l—(n_l)g)smn_l > 0
1 w 1 LW

(8) — _—__gin= —
Ay (w) = 7 sin— (n—1)7smn—1 < 0.
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Hieraus ergibt sich die Abschatzung

1 1) 11
1 dy(w) < (n-12 ~ nZ) 3 (n—1DF ~ nl !
8 dn(¥ 1 1) w1 1 1) S ’
(5) ((n—1)2 —m>ﬁ—z<<n_1)4 —m>a

) dn(w)
dn(3) - (ﬁ n %) w?

fur die linke Seite von (3.18). Eine &quivalente Umformung der rechten Seite von
(3.19) fuhrt mit

(3.19)

3

n— 0.)2
() — (et ) B
Kn(w) = -
1- ((nf1)2 - m) 80

auf die Ungleichung

2

1 d,(w) w
8 49 <1— kp(w) - TICTER (3.20)

Falls k,,(w) > 1 auf [0, 27] flr n > 7 gilt, so ist (3.18) gezeigt. Dies sieht man
nun folgendermalien ein. Wegen

! +1 w2>0
(n—1)2 n?) 80

ist k,(w) > 1 gleichbedeutend mit der Ungleichung
2
§(1 (n_l) > —1>
_i_+i_%i n—1\* 1
105 (n —1)2  n? 105\ n n? |

1 folgt nun einerseits

g<1+<n;1>>_12% (3.21)

w
o
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und fur w € [0, 27] andererseits

2 1 1 1 2 /n—1\>1 2
2= - ) — =)= ~ <2 (322
“ <(105 80) ((n—1)2+n2)+105( n ) n2>_49 (3:22)

Damit ist die Ungleichung (3.18) und folglich die Behauptung gezeigt. |

Die Aussage dieses Lemmas, dass der Graph der Funktion f,, auf jedem Intervall
I, =[l¥_,1¥],n > 7, stets oberhalb der gesamten Sekante verlauft, ist im folgen-
den Sinne noch zu verbessern. Und zwar erhalt man fir n > 6 eine Abschatzung
wie in (3.21), dann jedoch mit der unteren Schranke % Die Relation (3.22) ist
aber mit dieser Schranke nur noch fir w € [0,w] mit @ ~ 6.128 < 27 richtig.
Durch obigen Beweis ist also die Aussage von Lemma 3.4 auch fur n > 6, aber
dann nur fir w € [0, w] gezeigt. Der fiir uns in Kapitel 5 interessante Fall w = %
ist hierdurch mit erfasst.

0. 004}
0. 003}
0. 002}

0. 001}

-0.001;

n=5

-0. 002"

Abbildung 3.3: Sekantenmonotonie-Ungleichung (3.16)

Fur n < 5 gilt obiges Lemma nicht. Diese Tatsache illustriert Abb.3.3, in wel-
cher die Differenz zwischen rechter und linker Seite der Ungleichung (3.16) als
Funktion von w fir n = 5 bzw. n = 6 dargestellt ist. Daraus ist nun anderer-
seits ersichtlich, dass die Aussage von Lemma 3.4 auch im Fall n > 6 fur jedes
w € [0, 2] richtig ist.
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3.2 Glattung

Fur eine konvexe Approximation der *fonction penetrante’ bieten sich die Punkte

w n w
w W — . _ . _ > .
(2, f2) <2n sin g~y 5 smn> ,n>2 (3.23)
des Graphen von f,, an. Sie sind in Abb.3.1 markiert und gehéren zu reguléren
Sektorinpolyedern. Wir definieren zunéchst fir jedes w € [0,27] und x > 2 die
Funktion
gu(x) = gsin g, (3.24)

T

mit g, (n) = f¥, 2¢,(2n) =¥ und lim,_,» 29, (22) = w.

Lemma 3.5 Die durch (3.24) auf dem Intervall [2, o) definierte Funktion g, ist
dort stetig differenzierbar, streng monoton wachsend und streng konkav .

Beweis:
Wegen

w w 1 w? W

(@) = 5 (sin” ). d@ i
x)==(sin= — = -cos— r)=— -— -sin —
Jeo 2 r T x/)’ G 2 a3 x

ist g (x) < 0 fur (z,w) # (2,27), also g,, streng konkav. Aus der Monotonie und
dem Grenzverhalten von ¢/, fiir z — oo folgt ¢/, > 0. [ |

Die strenge Midpoint—-Konkavitat von g,, gemal

WY
———— < nsin —
2(n—1) 2n’

+ —(n—1)sin

N —

1 w
— 1 1
p(n+sing o=y

beinhaltet die Monotonie

lw

n+1

<l -1, (3.25)

der Intervalllangen von I,, fiir alle n > 3.

Durch {(2¢.(2x), g, (x))/x > 2} ist die Parameterdarstellung einer Kurve gege-
ben, die durch die Punkte (3.23) des Graphen von f,, verlauft. Es bietet sich nun
folgende Glattung der ’fonction penetrante’ an.
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Definition 3.1 Die auf dem Intervall [I¢,w] durch

N fu(L) fir L e [lf,15)
fw(L) = 1 —-1(L . w
90 (3951 (5)) fiir L€ iy, ]
definierte Funktion heif3t gegléattete *fonction penetrante’.

Fur den Fall w = 27 flhrte FOCKE [35] eine solche Glattung ein. Die Funktion
fistauf [Iy w] implizit durch

fo(L) = gu(z(L)) (3.26)

mit x(L) aus
L =2g,(2x) (3.27)

gegeben. Speziell gilt z(I¥) = n furn > 2.

Lemma 3.6 Die Funktion f,, ist stetig differenzierbar auf (1%, 15) U (15, w), streng
monoton wachsend und streng konvex auf [I$, w.

Beweis:

Aus Lemma 2.2 und Lemma 3.1 folgt die Behauptung fiur L € Is.

Fir L € (I¢,w), w > 0, ist #(L) > 2 mit z(L) aus (3.27). Die Monotonie von
folgt aus

~ 1 g,(z(L))
!/ L — w
Foll) =3 () ~°
unter Beachtung von (3.26) und Lemma 3.5.
Wir untersuchen nun das Vorzeichen von

oy L glr(D) gl (2e(L) — 20 (a(L) - gL(2r(L)
=1 (2L '

Mit der Hilfsfunktion

die auf (2, co) definiert ist, ergibt sich die Darstellung

-, B i ¢w(22(L)) — 2q,(x(L))
fo(L) = 16 g/ (z(L)?- g/ (x(L)) - " (2z(L))

(3.28)
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Als weitere Hilfsfunktion betrachten wir
u(y) := 3y — 3tany + ytan’y
fury € [0, 5]. Wegen »(0) = 0 und

, sin y ]
= —=(2y — 2y) > 0
u'(y) o y( y — sin 2y)

istu(y) > 0 firy € (0, 5]. Dies ist auf dem offenen Intervall (0, ) aquivalent zu
3

2coty > 70 + cot 2y. (3.29)
Yy

Firz > 2undw € (0,27 isty = 3= < (0, ). Aus der Ungleichung (3.29) ergibt
sich damit

4x w T w
—— 4+ 2cot — > —— + cot —
w 2x w T

und letztendlich
7w (27) > 2q,(z).
Aus (3.28) und Lemma 3.5 folgt hieraus f > 0 auf (I3, w).
Nun ist noch die Konvexitat von £, auf dem gesamten Intervall [I¥, w] zu zeigen,
also
Fo(5 = 0) < fi(l5 +0) (3.30)
nachzuweisen. Fur L — 15 + 0 gilt (L) — 2. Es ist also

~ 1 sin% —%cos ¥

/lw 0) = = 2 )
Joll5 +0) 4 sin% — 9 cos ¥

S
[N
I

Wegen f/ (15 — 0) = 2 cos ¢ und g,(4) > 0 ist (3.30) gleichbedeutend mit

3 si w < w w i
S — — COS —
R R
furw € [0, 27]. Diese Ungleichung folgt aus der strengen Monotonie der Funktion
v(x) := 2z + x cosx — 3sinz auf [0, 7|. Damit ist die strenge Konvexitét von f,,

auf [I¢, w] bewiesen. |

Fir den Nachweis, dass die Funktion fw konvexe untere Einhtillende der ’fonction
penetrante’ f,, ist, betrachtete FOCKE [35] das verallgemeinerte Favard’sche Pro-
blem auch fiir mehrfach umschlungene Sektorinpolyeder. Sein Beweis 1&Rt sich
auf den allgemeinen Fall w € (0, 27] Ubertragen.
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Satz 3.1 Die geglattete *fonction penetrante’ ist eine konvexe untere Einhillende
der *fonction penetrante’ geman

foL) < fu(L)  fiiralle L € [If ]

fo1¥) = f,(1¥)  firallen > 1.

Beweis:

Die Gleichheit der Funktionswerte fur L = %,
von f., sowie aus (3.23) und (3.24).

Auf [I¥,14] stimmen fw und f,, Gberein. Um die Funktionswerte von fw und f,, auf
(13, w) zu vergleichen, wird zunachst die Funktion f,, fir solche L mit rationalen
Werten von x(L) betrachtet. Sei also z(L) = § mitp,q € N, p > 2¢q > 0. Aus
(3.24) und (3.27) ergibt sich dann

n > 1, resultiert aus der Definition

L=2Psin % (3.31)
q 2p
Die Losung des verallgemeinerten Favard—Problems (P4~-4t) fiir mehrfach um-
schlungene Sektorinpolyeder P, eines Einheitskreissektors mit Sektorwinkel qw,
Lange £, (P,.) = ¢L des Randpolygons p,, und L gemaR (3.31) ist dann nach
Satz 2.2 eindeutig durch ein fastreguldares mehrfach umschlungenes Sektorinpo-
lyeder gegeben. Nun ist aber (¢, q) mit ¢, = %, i = 1,...,n, eine zulassige
Losung dieses Problems. Sie gehort zu einem reguldren mehrfach umschlungenen
Sektorinpolyeder und ist folglich optimal. Als Minimalwert erhélt man
1 quw

qu(L) = p- 5 sin ?

1
§$(L) - sin

w ~
= q- D) q- fu(L). (3.32)
Andererseits betrachten wir das eindeutig bestimmte fastregulére Losungspoly-
eder des verallgemeinerten Favard-Problems (P«-L). Das aus diesem Polyeder g-
fach zusammengesetzte mehrfach umschlungene Sektorinpolyeder fuhrt ebenfalls
auf eine zulassige Losung der Aufgabe (P9~9L), und zwar mit Zielfunktionswert
q- fo(L). Aus (3.32) folgt damit

fo(L) < fu(L)

fur solche L mit rationalen Werten von z(L). Da f,und f, stetig sind und die
Parameterwerte L aus (3.31) dicht in [I4,w] liegen, ist die Behauptung fir alle
L € [ly,w] richtig. N
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3.3 Konvexitatsdefekte

Wir betrachten nun eine Klasse von Funktionen mit konvex—konkaver Struktur.

Definition 3.2 Eine Funktion f € C?(0, 1) heil3t streng konvex—konkav auf [0, 1],
falls sie einen eindeutigen Wendepunkt &, € (0,1) mit f”(z) > 0 fir z < & und
f"(z) < 0fiir z > & besitzt.

Nach Lemma 3.1 ist die *fonction penetrante’ f,, auf jedem Intervall 7,,, n > 3,
eine streng konvex-konkave Funktion mit Wendepunkt ') € I°. Benutzt man
die Skalierung

L(z) =12 +x( =12 ,), z€]|0,1], (3.33)

n

so ist die Funktion f mit f(x) := f,(L(x)) auf [0, 1] definiert und*\¥ = L(&).
Weitere Beispiele fur streng konvex—konkave Funktionen wurden in [84] unter-
sucht. Wir fuhren nun geeignete MaRe fiir den Konvexitatsdefekt solcher Funktio-
nen ein.

Definition 3.3 Sei i € (0, 1). Die auf [0, 1] definierte Funktion

(= fO) +nf (k) = f@2)  fire<p

Fop(z) =
pf()+ (1= wf ($2) = @) fira>p

1—p
heit p-point—Konvexitatsdefektfunktion von f.

Firp = % wurde eine solche Konvexitatsdefektfunktion von FOCKE in [37] einge-

fiihrt. In diesem Fall nennen wir die Funktion 2 ¢ ; Midpoint—Konvexitatsdefektfunktion.
Die Konvexitat einer Funktion ist &quivalent zur Nichtnegativitat jeder solchen
Defektfunktion. Andernfalls treten Vorzeichenwechsel auf.

Lemma 3.7 Sei f eine auf [0, 1] streng konvex—konkave Funktion. Dann besitzt
jede Defektfunktion #¢, eine eindeutige Nullstelle £(x) € (0, 1) mit #¢; > 0 auf

(0,€&(p)) und
a) §(p) € (ua, p), falls "op(p) <0 gilt,

b) &(n) € (1, & + (1 —&1)) sonst.
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Beweis:
Sei x € (0, p]. Fur z € (0, u&; ) gilt dann

“i(w) = f (Le) = /() >0,

da f” auf (0,&;) streng monoton wachsend ist. Mit #¢;(0) = 0 folgt hieraus
Hop(z) > 0 auf (0,p&). Fir o € (u&,&) gilt f'(Sz) < 0und f"(z) > 0,
also “gp’}(m) < 0. Damit ist #¢; auf (p&1,&) streng konkav. Im Fall £ < g ist
“oy auf €1, 4] streng monoton fallend, da f'(1x) < f'(x) wegen f"(z) < 0
auf (&, 1) gilt. Ist #p() < 0, so folgt hieraus die Existenz einer eindeutigen
Nullstelle () € (&1, i) von #pr. Andernfalls ist #; > 0 auf (0, p].

Sei nun x € [u, 1). Die Zentralspiegelung g(y) = — f(1 — y) von f ist ebenfalls
eine auf [0, 1] streng konvex—konkave Funktion mit dem eindeutigen Wendepunkt
m = 1 —&. Wegen

rog(y) = = (1—y)

ist dieser Fall firy = 1 — 2 € (0,1 — u) auf den ersten Fall zurtckfihrbar.
Fir #p(p) > 0 folgt hieraus die eindeutige Existenz einer Nullstelle £(pn) €

(1,61 4 p(1 = &)). n

Erganzend zum Beweis ist noch anzumerken, dass die Konvexitatsdefektfunktion
Hopp wegen Ho'i(&) = if”(%fl) < 0 auch in einer rechtsseitigen Umgebung von
& streng konkav ist. Im Fall = %, m > 2, wahlen wir fir die Nullstelle der
Konvexitatsdefektfunktion = ¢  die Bezeichnung

Den Konvexitatsdefekt der *fonction penetrante’ f,, beschreiben wir jeweils auf
einem Intervall 1,,, n > 3, durch die Funktionen

DA i=m - mpp(z(A)), m > 2. (3.34)

Aus dem Zusammenhang zwischen f und f,, entsprechend der Skalierung (3.33)
mit
A-l,

Tl

z(A)
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ergibt sich die Darstellung

( (= fo (1) + fo (mA—(m = D) = m fu(A)
fur Ae ™I
mDr(A) = . (3.35)
fo () + (m = 1) Lo ("52) = m fu(A)
\ fur ANe™I}

mit entsprechenden Intervallen
"L, o= (lzflv %l?i +(1- %)lﬁfl}
mLyo= (ol (L= Dl 1]

Nach Lemma 3.7 besitzt jede solche Funktion ™D genau eine Nullstelle auf
I° n > 2, die wir mit

n

(3.36)

TN = 1 - (12— 1)) (3.37)

bezeichnen. Mit Hilfe dieser Defektfunktionen und deren Nullstellen kann die L6-
sungsstruktur der Aufteilungsprobleme in Kapitel 4 und 5 vollstandig beschrieben
werden.

3.4 Grobkonvexitat

Abschwachungen und Modifikationen des klassischen Konvexitétskonzepts gibt
es heute zahlreiche. Das Prinzip der verallgemeinerten Sekanten, definiert durch
eine geeignete Funktionenklasse F, beruht auf einer Idee von BECKENBACH [6].
Eine Funktion ¢ heil3t danach F-konvex, falls der Graph von g unterhalb einer
entsprechenden verallgemeinerten Sekante aus F liegt. Durch passende Zusatz-
voraussetzungen an die Klasse F erhalt man fur solche Funktionen Charakteri-
sierungen 1. Ordnung mittels verallgemeinerter Tangenten. Zusammenstellungen
von Klassifikationsprinzipien und Anwendungen modifizierter Konvexitatsbegrif
fe wie z. B. der Quasikonvexitét, der Pseudokonvexitat und der Polykonvexitat
findet man u. a. bei ROBERTS und VARBERG [108], HARTWIG [49], MORREY
[99] sowie SCHAIBLE und ZIEMBA [112].

Zum Begriff der Grobkonvexitat gelangt man, wenn man die fir g charakteristi-

sche Konvexitatseigenschaft nur tiber Intervallen einer Mindestlange » > 0 for-
dert. Dies bedeutet, dass gewisse Stérungen der Konvexitat in hinreichend kleinen
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Intervallen zugelassen werden. Die Zahl r bezeichnet man dann als Grobheits-
grad. Verschiedene Konzepte zur Grobkonvexitat haben PHU [103] und HART-
WIG [51] analysiert und verglichen. KLOTZLER [74] wurde zu seiner Begriffsbil-
dung der Grobkonvexitat durch seine Untersuchungen im Zusammenhang mit der
“fonction penetrante’, deren Graph zu einer konvexen Funktion zu gehdren scheint
(siehe Abb.3.1), angeregt.

Wir betrachten hier reellwertige Funktionen f, die auf einem Intervall I C R
definiert sind.

Definition 3.4 Die Funktion f heil3t p-konvex (im Sinne von Klétzler) mit dem
Grobheitsgrad r, > 0, falls die Relation

FOt+ (L= Mta) < Af(t) + (1= A) f(t2)
fur alle A € [0, 1] und fur alle ¢1,t, € I mit |t; — to| > 7, gilt.

Entsprechend l&sst sich die Grobkonvexitat von Mengen einfuhren. Eigenschaf-
ten solcher Funktionen und Mengen wurden in [117] untersucht. HARTWIG be-
wies in [50], dass es eine geeignete Funktionenklasse F gibt, mit der die p-
konvexen Funktionen auch F-konvex sind. Die analytischen Eigenschaften p-
konvexer Funktionen ergeben sich dann aus diesem allgemeinen Kontext.

PHU [102, 104] fuhrte einen Grobkonvexitéatsbegriff ein, der auf ,,grober Sekan-
tenmonotonie* beruht.

Definition 3.5 Die Funktion f heil3t v-konvex (im Sinne von Phu) mit dem Grob-
heitsgrad r., > 0, falls

f(ta) = f(tr) < fta+1y) — f(ts+ 1)
furallety,t, € I mitty +,to + v € I gilt.

Jede Funktion von beschrénkter Variation ist nach [102] als Differenz zweier -
konvexer Funktionen darstellbar. Fr eine absolutstetige Funktion f ist die -Kon-
vexitét dquivalent zur groben Monotonie der 1. Ableitung dieser Funktion gemaf

f1(t) < fi{t+ry) (3.38)

fur fast alle ¢ € I mit¢ + r, € I. In [51] und [103] wurden Relationen zwi-
schen verschiedenen Grobkonvexitatskonzepten diskutiert. Demnach zieht die p-
Konvexitat die y-Konvexitat mit r, < ., nach sich. Wir untersuchen nun schlie3-
lich die *fonction penetrante’ f,, auf Grobkonvexitat.



3.4. GROBKONVEXITAT 67

Satz 3.2 Sei w € (0,2x|. Die Funktion f, ist v-konvex auf I = [I{, w] mit dem
Grobheitsgrad r., > 1§ — I3

Beweis:
Nach Folgerung 3.1 gilt

fo(Lh) < fi(La) < f(L3) (3.39)

fur fastalle L, € I3, Ly € I{, Ly € (I§,w). Sei nunr, > 1§ — I§. Nach
Folgerung 3.1 gilt I — 1§ > w — I§. Damitist ¢t + r, € I, U I3 fur ¢ € I7,
so dass (3.38) aus (3.39) und der Monotonie von f/ auf I3 (vgl. (3.2)) folgt. Fur
te (1§, +w—15) c istt+r, € (13,w), also (3.38) gleichbedeutend mit
(3.39). Furt € (I§,w) istt +r, ¢ I. Damit ist die Behauptung gezeigt. |

Aus der ~-Konvexitat folgt i.A. nicht die p-Konvexitét.



68

KAPITEL 3. FAVARD’S ’FONCTION PENETRANTE’



Kapitel 4

Aufteilungsprobleme

Auf der Suche nach Ldsungen des isoperimetrisch—isodiametrischen Problems
(Pr (1.py) gelangt man zu einem Umfangsaufteilungsproblem, dessen spezielle
Struktur es ermdglicht, die globale Minimallésung in Abhangigkeit vom Gesamt-
umfang zu beschreiben. Hierfir sind Konvexitatsverhalten und analytische Eigen-
schaften der *fonction penetrante’ verantwortlich.

Im folgenden Kapitel studieren wir eine allgemeine Klasse nichtkonve-
xer Ressourcenzuteilungs- (allocation problems) oder auch Aufteilungsprobleme
(partitioning problems) unter solchen Voraussetzungen, welche eine Anwendung
auf die Umfangsaufteilung von m-Tupeln fastregulérer Sektorinpolyeder bei zu
minimierendem Gesamtflacheninhalt gestatten. Dabei orientieren wir uns an den
Eigenschaften der fonction penetrante’. Unter entsprechenden Zusatzvorausset-
zungen an die Zielfunktion lasst sich die globale Minimallésung des Aufteilungs-
problems in Abhangigkeit vom Verkettungsparameter bestimmen. Als Besonder-
heit erweist sich eine Verzweigung zwischen symmetrischen und nichtsymmetri-
schen Losungsstrukturen, die durch entsprechende Umschlagsparameter vermit-
telt wird. Grundlage fur die Untersuchungen sind die Arbeiten [80] und [81].

69
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4.1 Grundaufgabe

Sei f eine auf dem Intervall [0, 1] definierte, hinreichend glatte reelle Bewertungs-
funktion, m > 2 eine natirliche Zahl, "x = (z4,--- ,x,,) € R™ ein Aufteilungs-
vektor und ¢ € [0, 1] ein Kopplungsparameter. Wir betrachten dann das folgende
nichtlineare Aufteilungsproblem:

("Q°) : mE(Mr) =S f(2;) — Min!

Yrixi=m-c

OSI‘ZSL Z:L,m

Offensichtlich ist die Gesamtbewertung " F' invariant in Bezug auf Permutationen
der Variablen. Jede zuléssige Losung "x der Aufgabe (™Q°) nennen wir Auf-
teilung des Gesamtressourcenaufkommens m - c¢. Mit "x* bezeichnen wir eine
globale Minimalstelle dieser Aufgabe. Die symmetrische Aufteilung (bzw. sym-
metrische Losung)

"x7 = (c,...c) ER™

ist stets eine stationdare Losung des Problems. Falls die Funktion f konvex ist,
dann ist ™x“ globales Minimum.

Bei 6konomischen Fragestellungen dieser Art geht es darum, eine wertvolle Res-
source auf konkurrierenden Bedarf aufzuteilen. Man bezeichnet solche Probleme
dann auch als Ressourcen—Zuteilungsprobleme. Als Besonderheiten treten Zu-
satzrestriktionen, quasikonvexe Funktionen f und Diskretheitsforderungen an die
Variablen wie etwa in [59] auf. Beispiele fur Aufteilungsprobleme, die aus geo-
metrischen Ungleichungen resultieren, werden z.B. in [93] im Zusammenhang
mit der Untersuchung Schur—konvexer Funktionen angefiihrt.

Ein klassisches Beispiel fiir ein Problem vom Typ (™Q°), welches h&ufig im Zu-
sammenhang mit Phenomenen der Symmetriebrechung zitiert wird, bezieht sich
auf ein physikalisches Experiment von Boys [17] mit Seifenblasen. In Anlehnung
an dieses Experiment wird von WENTE [126] (vgl. auch [25]) das folgende Ge-
dankenexperiment untersucht. Man fuhre durch ein Réhrchen mit m gleichartigen
kreisformigen Offnungen eine kleine Menge Flussigkeit. Unter gravitationsfrei-
en Bedingungen bilden sich an den Offnungen kugelkappenférmige Tropfen. Die
Konfiguration, die der Gleichgewichtssituation entspricht, ist Losung eines Volu-
menaufteilungsproblems, bei dem die Gesamtoberflache unter Vorgabe des Ge-
samtvolumens zu minimieren ist. Die Funktion f ist hier streng konvex—konkav.
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Sie beschreibt den Zusammenhang zwischen der Oberflache einer Kugelkappe
und deren Volumen. In Abhédngigkeit vom Gesamtvolumen ftritt eine Verzwei-
gung zwischen symmetrischer und nichtsymmetrischer Losungsstruktur auf. Es
gibt Konfigurationen mit m gleichen als auch solche mit unterschiedlich grof3en
Tropfen. Diese Aufgabe wurde als Aufteilungsproblem in [84] und [127] disku-
tiert.
Im Zusammenhang mit einem Umfangsaufteilungsproblem fur m—Tupel von Sek-
torinpolyedern studieren wir hier das Losungsverhalten des Problems (™Q°¢) mit
gewissen streng konvex—konkaven Bewertungsfunktionen f. Bezeichnet dabei &;
den eindeutig bestimmten Wendepunkt von f auf [0, 1] mit f”(z) > 0 fir z < &
und f”(x) < 0 far x > & (vgl. Abschnitt 3.3.), so bleibt offensichtlich die sym-
metrische Losung fur ¢ < &; lokales Minimum von ™ F'. Gesucht ist das globale
Minimum dieser Aufgabe und dessen Struktur in Abhangigkeit vom Kopplungs-
parameter c.
Wir fuhren nun einige niitzliche Bezeichnungen fur das Problem (™Q¢),m > 3,
ein. Eine Indexmenge

Ik = {le7 ceey Zk}

mitl <i; <ip < .. <ix <mundk € {2,...,m — 1} nennen wir Auswahl der
Lange k aus {1, ..., m}. Der Teilvektor

m k

X, = (.Iil,...,l'ik) eR

der zuldssigen LOsung "x heil3t partielle Losung bez. ™x zur Auswahl I. Diese
partielle Losung ist zulassige Losung des Teilproblems (Q°x ) mit dem Problem-

parameter
Cr, = % Zl’l
i€y,
Schliellich bezeichnen wir mit
me; == (0,---,0,1,0,---,0) € R™

den ¢-ten Einheitsvektor des R™. Es ist dann

"E(Mx) = F("xp) + Y f@),

i¢ Iy

Die hierarchische Struktur der Aufgabe (™Q¢) spiegelt sich nun in folgender not-
wendigen Optimalitatsbedingung wider.
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Lemma 4.1 Seien ™x* eine Optimallésung des Problems (™Q°) mit m > 3, I
mit k& € {2,...,m — 1} eine beliebige Auswahl der L&nge % aus {1,...,m} und

cr, = % > ier, Ti- Dannist ™x; Optimallésung des Teilproblems Q).

Beweis

Zu einer beliebigen zuléssigen Losung *x € R* des Teilproblems (<Q°x) ist ™y =
(Y1, - Ym) € R™ mit y; = x} furi ¢ I und ™y;, = Fx eine zuldssige Losung
des Problems (™Q°). Aus ™F("x*) < ™F(™y) folgt *F("x; ) < *F("yy,),
also die Behauptung. |

Damit ist eine induktive Vorgehensweise zur Untersuchung der Aufteilungspro-
bleme (™Q°) gerechtfertigt.

4.2 Paar-Aufteilungsproblem

Das Problem (™Q¢) kann fur m = 2 in der Form

(Qe) : F.(z):= f(z)+ f(2¢ — ) — Min!,¢;

mit [ := [0, 1] N [2¢ — 1, 2¢| formuliert werden. Die Funktion F, ist bez. x = ¢
symmetrisch, f € €2[0,1] wird als streng konvex—konkav vorausgesetzt. Dann
ist z = ¢ fur ¢ < & ein strenges lokales Minimum und fiir ¢ > &; ein strenges
lokales Maximum von F. auf I. Wegen der Symmetrie von F. geniigt es, weitere
stationdre Punkte nur auf dem offenen Teilintervall 7° := (Max{0,2c — 1},¢) C
I°:=(0,1) N (2¢ — 1,2¢) zu suchen.

Fir Parameterwerte ¢ > ¢&; kann die Funktion F, auf dem Intervall [0,&;] als
Differenz zweier konvexer Funktionen dargestellt werden. Solche Funktionen bil-
den einen Vektorraum, der im Raum der stetigen Funktionen dicht liegt (vgl. et-
wa [94]). Nun ist aber jede Funktion mit Lipschitz—stetiger erster Ableitung als
Differenz zweier konvexer Funktionen darstellbar (siehe z.B. [1]). Wir schréanken
deshalb die Klasse der zu betrachtenden konvex—konkaven Funktionen f durch
Zusatzvoraussetzungen ein. Dadurch l&sst sich die Anzahl der stationaren Punkte
von F. begrenzen.

Lemma 4.2 Seien f eine streng konvex—konkave Funktion auf [0, 1] mit Wende-
punkt & und x € I° ein stationarer Punkt von F,.. Dann gilt:

(i) z < Min{&;,2c — &} firz e I°

(i) x:chI’cS%
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Ist zusatzlich f € ¢*(0,1) mit £, f® < 0 auf 1° erfiillt, so gilt:
(iii) = = cistfur c < & einzige lokale Minimalstelle von F. auf 1°

(iv) x = cist fur ¢ > & einzige lokale Maximalstelle von F, auf 1° .

Beweis

Fur eine stationare Losung = € 1° ist F(z) = 0. Da ¢, eindeutige Maximalstelle
von f"auf Iy ist, folgt z < & und 2c —x > & aus f'(z) = f/(2c —x) furz € 1°.
Im Fall ¢ < % gilt stets 2¢ — x < &. Folglich ist F!(x) = 0 nur fir x = c erflllt.
Damit sind (i) und (ii) gezeigt.

Sei nun zusatzlich f € ¢*(0,1) mit f® f4 < 0. Dann gibt es kein 2 € I°,
welches der notwendigen Minimalitatsbedingung

fl@) = f(2c—2)=0
f' @)= f"(2c—2) =20
genugt. Es gilt also die Implikation
f(x)=f'2c—2)= f"(x)+ f"(2c —2) <0 4.1)

furalle z € I° mitz < Min{&;, 2c — & }. Um dies zu zeigen, folgen wir dem ent-
sprechenden Beweis von FOCKE in [36]. Fir eine streng konvex-konkave Funk-
tion f ist (4.1) &quivalent zu

fi@) = f'(2c—z) = 0 < f"(x) < |f"(2c — 2)]
bzw. zu
f@) = f1(&) = f'2c—2) = (&) = 0 < f™(z) < f"(2c— ). (42)
Falls mit geeignetem Multiplikator A die Ungleichung
Mf'(x) = f1(€)) + 7 (2) < MF'(2e = 2) = /() + f7(2c —2)  (43)

fur ein z € I° mit z < Min{&,2c — &} erfillt ist, dann gilt fur diese z die
Implikation (4.2). Wir beweisen dazu die scharfere Ungleichung

Af'(x) = F1(&) + f(x) <0 < M(f'(2c—x) — f/(&)) + f*(2c — x). (4.4)
Fir den speziellen Wert A = —2 ) (¢;) betrachten wir auf [0, 1] die Funktion
a(@) = A(f'(2) = £(&) + " ().
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Fir ¢'(x) = (A + 2f®)(x)) f"(z) ergibt sich aus dem Mittelwertsatz mit Bezugs-
punkt z = & die Darstellung

¢(z) =2(x - &)’ fV@) - fO(@)

mit gewissen z,z € (x,&;). Nach Voraussetzung ist dann ¢/'(z) > 0 fur alle
r € I Aus ¢q(&) = 0 folgt die Ungleichung (4.4). Es gibt also kein lokales
Minimum von F, auf I°. Fir ¢ < & ist z = c einziges lokales Minimum von F,
auf 1°.

Im Fall ¢ > & istx = ¢ wegen f” < 0 auf (£, 1) ein strenges lokales Maximum
von F, auf I°. Da F, kein lokales Minimum auf I° besitzt, ist dies die einzige
Maximalstelle von F. auf I°. Fur ¢ = & folgt diese Aussage aus f”(£;) = 0 und
f@ (&) < 0. Damit sind auch (iii) und (iv) gezeigt. |

Aus diesem Lemma ergeben sich nun unter den Voraussetzungen aus (iii) und (iv)
an f die folgenden Aussagen uber eine Losung x* des Problems (Q.):

=c fur 0<c¢< %
"¢ € {e,Max{0,2c — 1}} fir $L<e<& . (4.5)
= Max{0,2c — 1} fir c¢>&

Dies bedeutet, dass fiir Parameterwerte ¢ € (%,51) die globale Minimallésung
noch aus dem Vergleich von stationarer und Randlésung zu bestimmen ist. Die
Umschlagsstelle zwischen beiden Losungstypen l&sst sich mit Hilfe der Midpoint-
Konvexitéatsdefektfunktion %gof von f aus Kapitel 3 ermitteln.

Satz 4.1 Sei die Funktion f € C*(0, 1) streng konvex-konkav mit f® 4 < 0.
Dann gilt fir die Nullstelle & der Konvexitatsdefektfunktion %<pf die Relation &, €
(&,&,). Die globale Minimallsung 2x* des Problems (2Q°) ist gegeben durch

(¢,c) fur 0<c<é&
’x* =14 (0,2c) fir &<c<l
(2c—1,1) fir Max{&, i} <c<1

Beweis

Zunachst ist & € (&, £41) nach Lemma 3.7. Angenommen, es ware & > &;.

Sei dann ¢ € [£,&]. Nach Lemma 4.2 (iv) muss F,. streng monoton wachsend
auf dem Intervall [Max{0, 2c — 1}, | sein. Andererseits betrachten wir die durch
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Definition 3.3 mit :é eingeflihrte Midpoint-Konvexitatsdefektfunktion %gof(c)
von f. Wegen ¢ < & istdann 2¢;(c) > 0, also F,(c) = 2f(c) < f(0) + f(2¢) =
F.(0) imFall ¢ < 1 bzw. F.(c) = 2f(c) < f(1) + f(2c — 1) = F.(2c — 1) im
Fall ¢ > 3. Mit diesem Widerspruch ist & < & gezeigt.

Die Ldsungsstruktur ergibt sich nun folgendermaRen. Fir ¢ < %1 folgt 2x* =

(c,c) = ?x° aus (4.5). Ist % < ¢ < &, so liegt wlegen %gof(c) > 0 ebenfalls
die symmetrische Struktur vor. Sei nun ¢ > &, also 2 (c) < 0. Dann ist 2x* =
(0,2¢) fiir ¢ < 5 und ?x* = (2¢ — 1, 1) fiir¢ > 1. |

Die symmetrische Losung 2x° nennen wir auch Zwillingslosung des Paar—Auftei-
lungsproblems (2Q). Am Verzweigungspunkt ¢ = &, ,,springt“ die Lésungsstruk-
tur von dieser Zwillingslosung zur nichtsymmetrischen Randlosung. Fur &5 < ¢ <
&, reprasentiert die symmetrische Losung 2x7 eine von der globalen Lésung ver-
schiedene lokale Minimalldsung.

4.3 Aufteilungsproblem fur m-Tupel

Die Losungsstruktur des Paar—Aufteilungsproblems erméglicht es, weitere not-
wendige Bedingungen fiir die Losung des allgemeinen Aufteilungsproblems an-
zugeben.

Lemma 4.3 Sei "x* Optimalldsung des Problems (™Q°). Dann gilt:

(1) Istay, o € (0,1) furd, j € {1,--- ,m} miti # j,soist v} = x5 € (0, &y).
(2%) Istz} =0fureini e {1,--- ,m},soistx; ¢ (0,2¢,) fur alle j # i.

(3*) Iste < L und ™x* # ™x7, dannist 2} = mcfirgenaueini € {1,--- ,m}.
(4%) Istc > L und ™x* # ™x7, dannist z; = 1fureini e {1,--- ,m}.
Beweis

Die partielle Losung ™x7;, mit I, = {7, j},i # j, muss nach Lemma 4.1 Optimal-
l6sung des Problems (*Q'2) mit ¢z, = 3 (2} + %) sein. Aus Satz 4.1 ergeben sich
damit die Aussagen (1*) und (2*).

Im Fall ™x* # ™x existiert eine Auswahl I, = {r, s} aus {1,--- ,m} mit 2} #
x¥. Aus (1%) folgt x,, = 0 oder x5 = 0. Wegen (1*) und (2*) gibt es also kein
Paar (z7,z}) mit 27,2} € (0,1). Istnun ¢ < -, dann gilt =7 < 1 fir alle 7, also
x; = mc fir genau ein i. Im Fall ¢ > L fiihrt die Annahme, dass 2} < 1 fir alle
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i gilt, auf einen Widerspruch zu (1*), (2*) und ™x* # ™x°. Damit sind auch die
Aussagen (3*) und (4*) gezeigt. |

Wegen der Symmetrie von ™ F' beschranken wir uns auf zuldssige Losungen ™x
des Problems (™Q¢) mit x; < --- < x,,. Die Eingrenzung der Kandidaten flr
eine Optimallésung dieses Aufteilungsproblems erfolgt induktiv und letztendlich
mit Hilfe der Konvexitatsdefektfunktionen.

Theorem 4.1 Sei f € €*[0,1] eine streng konvex-konkave Funktion mit Wen-
depunkt &, und f@, f® < 0 auf (0,1). Dann sind die globalen Minimalstellen
des Problems (™Q°) in Abh&ngigkeit vom Problemparameter ¢ folgendermafen
bestimmt:

1. ™x* ="x7 fir c € [0,&,]

2. "x* = (mc—j) - "em—; "’Z?im—jﬂmei
firce Z[(m—j)&m—j + 4, j +1]
und j € {0,--- ,m —1}

mex _ mc—(j+1) m—G+1) m m m
3. "x" = m_(j]_i,_l) >int” €+ it "

fﬂ?” ce %[Max{<m - j)fm*j +j7j + 1}7 (m - (.] + 1)£m—(j+1)) +j + 1]

und j € {0,---,m—2}.

Die Nullstellen &, k = 2, --- ,m, der Konvexitatsdefektfunktionen %cpf genigen
den rekursiven Bedingungen

S [kk;l &1, Ek—1)-

Beweis

Fur m = 2 folgt die Behauptung aus Satz 4.1. Sei nun m > 2 und die Behauptung
fir eine globale Minimalstelle “~'x* des Problems (1Q¢),2 <i < m—1, richtig.
Aulerdem gelte

g a<6<gGy fir =2 m—1 (4.6)

Zur Diskussion der Struktur von ™x* betrachten wir fir den Parameter ¢ die drei
disjunkten Intervalle [0, &,—1], (&m—1, =] und (Max{&u_1, =}, 1]. Dabei ist ins-
besondere auf dem ersten Intervall der \Verzweigungsparameter zwischen symme-
trischer und nichtsymmetrischer Losungsstruktur induktiv zu bestimmen.
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Fall 1: c € [0,&,-1].
Fur die Auswahl I, := {1,---,m — 1} muss wegen cp < cund Lemma

4.1 sowie nach Induktionsvoraussetzung die Struktur "x%, = ™'x” Optimal-

m—1

I6sung des Problems (mleCIrln—l) sein. Es gilt also

ri=--=a, <. 4.7)
Fall 1.1: ¢ € [0, 2=1¢,,, ).
Seinun [, 1 C{1,---,m} eine beliebige Auswahl der L&dnge m — 1. Dann folgt

mx* = Mx% aus

m
_ 1 E ) 1 E . __ _mc
CIm,1 T m—1 xl S m—1 'T”L  m—1 S é—m—l
=1

€L, —1

und der Induktionsvoraussetzung.
Fall 1.2: c € [™26, 1, &m 1],
Wir betrachten folgende Teilfélle.

Fall 1.2.1: ¢ < +.
Aus (4.7) und Lemma 4.3 (3*) folgt zunéchst

Tx* e {Mx7,"%} mit "X :=mc- Mey. (4.8)

Wir untersuchen zuerst die Losungsstrukturen in den Randpunkten des Parame-
terintervalls.

a) ¢ = mTflgm—l-

Angenommen, es ware "x* = ™X. Dann muss die partielle Losung "X
mit 72 |, := {2,---,m}, also ¢z = &1, Optimallésung des Teilproblems
(mleclﬁl—l) sein. Nach Induktionsvoraussetzung ist die symmetrische Ldsung
m-lxor = ¢ .y ™ le; ebenfalls Optimallésung dieses Problems. Fiir die im
Problem (™Q°) zul&ssige Ldsung

giltdann x> = ""'x"2, also "' F ("X ) =" 'F(™%; ) und folglich
mE(Mmx*) = "F(Mm%) = ™F(™X). Wegen (4.8) kann aber ™x nicht optimal sein.
Deshalb ist "x* = "x°.
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b) CcC = gm—l-
Angenommen, es ware "x* = "x?. Dann wére c;,,_, = &,,—; fur jede Auswahl
Im—1 € {1,---,m} der Ldnge m—1. Nach Induktionsvoraussetzung sind "x7

und ™71k i = (m—1)&,,_1- ™ te,,_1 Optimallosungen des Problems (™ ~1Q%m-1).
Die im Problem (™Q¢) zuldssige Lésung

i = gm—l : mel + (m - 1)€m—1 . mem

mit "%;2 = "™~'% muss dann wegen " F("x*) = ™F("x7) = ™F("X) auch
optimal sein. Wir betrachten nun zur Auswahl I, = {1, m} die partielle Lésung
™Xp, VON X Mit ¢, = 2,1 Wegen (4.6) und &,y < = istcy, € (&, 3). Nach
Satz 4.1 ist aber ?x* = 2c;, - 2e, eindeutige Optimallésung vom Problem (2Qt2).
Damit sind nach Lemma 4.1 weder ™x noch "x? Ldsungen von (™Q°). Es muss
also "x* = ™x gelten.

Fall 1.2.2:c > L.

Dieser Fall tritt nur fur &,,_; > % ein. Aus (4.7) und Lemma 4.3 (4*) folgt zu-
nachst

m—1
mxt e {Mx7, MK} mit Tk o= 2SLl) “Me 4 ey, (4.9)
1=1
Zur Auswahl 17, = {2,---,m} gehort die partielle Lsung ™%,>  bzgl. ™%

Die nlchtsymmetrlsche Losung ™x kann nach Lemma 4.1 hochstens dann optl-
mal sein, falls x> Optimallosung des Teilproblems (™= 1Q m-1) mit 2 =

n—1
(m—2)mc+1
17 2

{1 ist. Nach Induktionsvoraussetzung muss dann

crz | € ﬁ[(m — Dém-1, (M = 2)&pn—2 + 1]

gelten. Aus (4.6) und ¢ < &,,,_; folgt
(m—1)ecpz sz— —2)2el + 1 < (m—2)§n-a+ 1.

Es verbleibt die Relation c;> > £, also die Abschatzung

(m=1)2&n—1-1

flir den Parameter ¢ zu prifen. Diese Bedingung untersuchen wir nun fir die bei-
den Randpunkte des betrachteten Parameterintervalls.
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a)c= %gm_l.

Wir unterscheiden die folgenden beiden Félle:
al) c > % :

Hier ist wegen

(m = 1)(m = 2)&n1 < (m = 1)(m = 2y + (m — 1)y — 1

die Bedingung (4.10) nicht erfullt.

a2) c= %

Angenommen, "x = ™e,, wére Optimallosung des Problems (™Q°). Wir be-
trachten die Auswahl 72 | = {2,--- ,m}. Nach Induktionsvoraussetzung ist zum
Parameterwertcz = &no1 =

sung "%;2 auch die symmetrlsche Losung ™ 1x7 = &,y - Y. ™ le; Optimal-

I6sung des Tellproblems (m- 1Q m-1). Andererseits ist "X = &,,_1 - > ., "€; ZU-
lassige LOsung des Problems ("Q°) mit x> =""'x". Aus " F ("X ) =
"R (Mxpe ) folgt M F("x*) = " F (%) = "F("%). Dies ist aber wegen (4.9)
ausgeschlossen. Folglich gilt x* = ™x°.

b)c=¢&,1.

Fir diesen Parameterwert ist (4.10) erflllt. Um die Optimalitat von "x zu priifen,
unterscheiden wir noch folgende zwei Teilfélle.

bl) gm—l Z m—1
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt hier das Teilproblem (™~1Q¢) die beiden
globalen Minimallésungen ™~ 'x7 = ¢, 1 - > ™ 'e; und

(m=1)&mn_1-1 m—1q mfl
m—

€n—1.

Far die in (™Q°) zuldssige Losung

~ m 1 1
"X = )Em — E mez + gm 1° em—l + mem

gilt dann ™ F'(™x7) = "™F("™X). Wir betrachten nun die partielle Losung "%,
bez. ™x zur Auswahl I} | = {1,- —1}. Wegencpp = % < &ma

ist nach Induktionsvoraussetzung ™~ 1x mit ™" 1x7 = "Xp undnicht mXp
Optimallésung des Problems (m~1Q"=-1). Aus Lemma 4.3 folgt "x* = ™%
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b2) fm—l < ﬁ

Nach Induktionsvoraussetzung sind in diesem Fall ™~'x° = ¢, - >> ™ e; und
mlg = (m—1)&,_1-™ te,,_1 Optimallésungen des Teilproblems (™~1Q°¢). Fir
die im Problem (™Q°) zul&ssige Ldsung

X = gm—l eyt + (m - 1)€m—l ey,

gilt deshalb " F'("x) = ™ F("x7). Die zur Auswahl I, = {m — 1, m} gehorende
partielle Lésung ™x;, ist zulassige Losung des Teilproblems (2Q2) mit ¢;, =
5 &m—1. Wegen Satz 4.1 ist ™x;, keine Optimallésung dieses Teilproblems. Damit
kdnnen nach Lemma 4.1 weder ™x noch ™x“ Optimalldsungen des Problems
(™Q°) sein. Es gilt also "x* = ™x.

Wir untersuchen nun noch die Ldsungsstruktur fiir die verbleibenden Parameter-
werte ¢ € (mT—lgm_l,gm_l). Dazu betrachten wir die Konvexitatsdefektfunkti-

on %gpf von f mit der nach Lemma 3.7 eindeutig existierenden Nullstelle &, €
(0,1). Mit den eingefuhrten Bezeichnungen gilt

{ mE(MX) —"F(Mx%) fir c<

3= 3=

mp(mg) — mE(Mx0)  fir e >

Y

also "x* = ™x7 fur ¢ < &,,. Aus den Untersuchungen fir die Randpunkte ¢ =
mT*lgmfl und ¢ = &,,_1 des Parameterintervalls erhélt man schlie3lich

mop(mEle, ) >0, mop(€n) <0, (4.12)

und folglich

gm € (mT_lgm—lvgm—1>'
Damit sind die rekursiven Einschlieungsaussagen (4.6) auch fur i = m gezeigt.
Fall 2: ¢ € (&1, =)
Nach Induktionsvoraussetzung ist "~ 'x? = "x7  keine Optimalldsung des
Problems (™~1Q°), also ist "x* # ™x°. Aus Lemma 4.3 (3*) folgt unmittelbar
mx* ="%,
Fall 3: ¢ € (Max{&m_1, =}, 1].
Wie im Fall 2 gilt zundchst x* # ™x?. Nach Lemma 4.3 (4*) ist 27, = 1. Die

Struktur von "x* ergibt sicch damit aus der Induktionsvoraussetzung, angewandt
auf das Teilproblem ("~1Q '»-1) mit ¢y = me=l

m—1"
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Fur die Losungsstruktur erhédlt man zusammenfassend die Darstellung

[ mx7 fir c€10,&,)
me - ™e,, fir ce€ [&n, %]
mX* —
Tnc:ll ’ Z:Zl mei + mem fur cE [Max{gmv %}7 gmfl]
mx* fir ce[§no1,1].

\

Hierbei bezeichnet ™x* diejenige Struktur, fur die "z, = 1 gilt und die parti-
elle Lésung "xj  zur Auswahl I} _, = {1,---,m — 1} Optimalldsung des

Teilproblems (™~1Q»-1) mit Problemparameter

o= ’Zf—:ll € ﬁ Max{m¢&;,,—1 — 1,0}, m — 1],
ist. Die Struktur von ™x;  folgt aus der Induktionsvoraussetzung. Insbesondere
erhaltmanim Fall c;n < &,y fire < - ((m—1)&,-1+1) die Losungsstruktur
fiir j = 0 aus Punkt 3 der Behauptung. |

Dieser Satz beschreibt das Verzweigungsverhalten der Lésungsstruktur des Auf-
teilungsproblems (™Q°) in Abhangigkeit vom Kopplungsparameter ¢ € [0, 1]. Es
gibt drei verschiedene Grundstrukturen. Parameterintervalle zur zweiten Struktur
kénnen jedoch auch leer sein. Die Nullstellen der Konvexitatsdefektfunktionen er-
zeugen kritische Parameterwerte. An den entsprechenden Verzweigungspunkten
treten zwei verschiedene Losungsstrukturen gleichzeitig auf. Fir dieses Umsprin-
gen auf eine andere Losungsstruktur ist die Forderung f©), f(¥ < 0 verantwort-
lich. In [84] wurden solche Aufteilungsprobleme auch unter anderen Vorausset-
zungen an die streng konvex-konkave Funktion f untersucht. Das Verzweigungs-
verhalten dndert sich dort in dem Sinne, dass der Ubergang von der symmetrischen
zur nichtsymmetrischen Losungsstruktur ,,glatt” verlauft.
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Kapitel 5

Isoperimetrisch—Isodiametrisches
Problem

HEMMI und KuBOTA publizierten in ihren Arbeiten [53] bis [57] erstmalig ei-
ne LGsung des isoperimetrisch—isodiametrischen Problems (Py (, 1py) fur den Fall
L € (3D,nD). Sie wiesen dabei zunéachst nach, dass der Rand einer optima-
len Figur die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks der Seitenldngen D enthalten
muss [55]. Diese Figur l&sst sich deshalb in drei Sektorinpolyeder mit vorgegebe-
nem Gesamtumfang zerlegen. Mit Hilfe des Verallgemeinerten Favard—Problems
ersetzen wir die Aufgabe durch ein nichtlineares Umfangsaufteilungsproblem fur
fastreguldre Sektorinpolyeder (siehe auch [82, 83, 84]). Als partielles Bewertungs-
kriterium fungiert hier die *fonction penetrante’. Auf die Lésungsstruktur der Auf-
teilungsprobleme (™Q°) kann aber nicht unmittelbar zurtickgegriffen werden, da
die *fonction penetrante’ keine streng konvex—konkave Funktion auf dem gesam-
ten Intervall (3D, D) ist. Erst nach der Untersuchung von Eigenschaften des zu-
gehdrigen Paar—Problems (2P7/T‘/3) wird dieser Zugang moglich. Hierflr sind die
Ergebnisse von FOCKE aus [36, 38] wegweisend.

Die nach einer gemeinsamen Vorarbeit mit KuBoTA [53] lange unbemerkt
gebliebenen Ergebnisse von HEMMI [56, 57] in der Form von scharfen Unglei-
chungen zwischen den charakteristischen Parametern F, L und D konnen auf
diesem Wege bestatigt und numerisch ausgewertet werden. Optimalfiguren des
isoperimertrisch—isodiametrischen Problems bezeichnen wir als Hemmi—Polyeder.

83
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5.1 Satz von Hemmi-Kubota

Das Problem der Suche nach flachenkleinsten ebenen konvexen Figuren vorgege-
benen Umfangs und Durchmessers erwies sich als sehr widerspenstig. Der japa-
nische Geometer TADAHIKO KUBOTA verdffentlichte 1923 und 1924 in [87] und
[88] die Ungleichungen

F>>(L—-2D)\/L(4D — L) (5.1)

o |

und )
F> (L~ 2D)V/3D (5.2)

fur L € [2D, = D]. Die erste Ungleichung ist scharf fir L € [2D, 3D], die zweite
nur fir L = 3D. Flachenkleinste konvexe Figuren sind fur L € [2D, 3D] gleich-
schenklige Dreiecke mit zwei Seiten der Lange D bzw. das gleichseitige Dreieck
der Seitenlénge D. Fur L € (3D, wD) ist die zweite Ungleichung schérfer als
die erste. Im Fall des groitmoglichen Umfangs L = wD kommen nur Gleich-
dicke in Betracht. Nach dem Satz von Blaschke—Lebesgue ist das Reuleaux—
Dreieck die flachenkleinste unter diesen Figuren. Sowohl der geometrische Zu-
gang von BLASCHKE [11] und LEBESGUE [89] als auch der analytische Be-
weis von FUJIWARA [40] zur Minimaleigenschaft des Reuleaux—Dreiecks liel3en
sich nicht auf die Behandlung des isoperimetrisch-isodiametrischen Problems fur
L € (3D, nD) Ubertragen. Einerseits fehlte es an einer generellen geometrischen
Methode, den Fl&cheninhalt konvexer Figuren unter Beibehaltung der Breite zu
verkleinern (vgl. [53]), andererseits fuhrte der analytische Zugang auf Probleme,
die aus der klassischen Variationsrechnung herausfiihrten (vgl. [40]).

BEsicovITCH [8] behandelte 1952 einige Varianten isoperimetrischer Probleme,
bei denen die konvexe Figur in einer vorgegebenen konvexen kompakten Menge
enthalten sein muss. Hierdurch angeregt, untersuchte TAYLOR [120] die Struktur
flaichenminimaler, im Reuleaux—Dreieck enthaltener konvexer Figuren vorgegebe-
nen Umfangs. In den Jahren 1952/53 erschienen drei Arbeiten, die auf den Ideen
der Lebesgue’schen Beweismethode aufbauten und entsprechende Verfahren zur
Verkleinerung des Flacheninhalts bereitstellten. Von HEMMI und KuBOTA [53],
OHMANN [101], sowie von SHOLANDER [115] wurden Asymmetrisierungspro-
zesse konvexer Figuren eingefuhrt, die schliellich die Losung des bis dahin unge-
l6sten L—-A— und D-A-Problems ermdglichten. Die entsprechenden Ergebnisse
sind auch im Ubersichtsartikel von SANTALO [110] zitiert. Das L—D-Problem
wurde in diesem Beitrag und in spateren Verodffentlichungen zu geometrischen
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Ungleichungen wie z.B. in [22], [24] und [98] als ungelbstes Problem erwahnt.
WEIss diskutierte 1984 in [125] die Frage nach Figuren extremalen Durchmes-
sers bei vorgegebenem Flacheninhalt und Umfang. Erst in einem 1992 erschie-
nen Artikel von HANSEN [48] wird die Losung dieses Problems durch HEMMI
und KUBOTA zitiert. Die von HEMMI gefundenen optimalen Figuren bezeichnete
HANSEN in einer entsprechenden Abbildungsunterschrift als Hemmi—Polygone.
In einem Kommentar zu dieser Arbeit wies Killingbergtrg [65] auf die Struktur-
vielfalt dieser Figuren hin.

Um eine Methode zur Verkleinerung des Flacheninhalts konvexer Figuren unter
Beibehaltung der Breite zu entwickeln, wurde fast gleichzeitig in den Arbeiten
[53], [101] und [115] der Begriff des Reuleaux—Dreiecks verallgemeinert. Ein all-
gemeines Reuleaux—Dreieck R [101] (auch Triarc [115] bzw. asymmetrisches
Oval [53] genannt) entsteht aus einer zentralsymmetrischen konvexen Figur C
durch Aneinanderheften von drei Randstlicken dieser Figur. Es ist dadurch charak-
terisiert, dass sich ihm ein konvexes Sechseck mit paarweise parallelen Seiten so
umschreiben l&sst, dass drei paarweise nicht benachbarte Ecken dieses Sechsecks
mit drei Ecken von R zusammenfallen. Fir die Breitenfunktion des allgemeinen
Reuleaux—Dreicks gilt

ch(SD) = % wC(SD) v Y e [O’ﬂ-]

fur alle ¢ € [0, 7]. Beim Reuleaux—Dreieck ist die zentralsymmetrische Figur C
ein Kreis. Die drei oben hervorgehobenen Ecken von R bilden in diesem Fall
ein gleichseitiges Dreieck. Bezlglich des Eichbereichs C' lasst sich der Begriff
der Relativbreite einer konvexen Figur durch die Funktion

wp/c(p) =2

fur ¢ € [0, 7] einfuhren. Ein allgemeines Reuleaux—Dreieck ist also eine konve-
xe Figur konstanter Relativbreite. Diese Bezeichnung wird vor allem durch die
folgende Minimaleigenschaft gerechtfertigt.

Theorem 5.1 (Verallgemeinerter Satz von Blaschke-Lebesgue) Ein allgemei-
nes Reuleaux—Dreieck besitzt unter allen ebenen konvexen Figuren gegebener Re-
lativbreite den minimalen Flécheninhalt.

Von OHMANN [101], SHOLANDER [115] sowie HEMMI und KUBOTA [53] wurde
diese Aussage durch Orientierung an der Lebesgue’schen Idee zur Herleitung der



86 KAPITEL 5. ISOPERIMETRISCH—-ISODIAMETRISCHES PROBLEM

Minimaleigenschaft des Reuleaux—Dreiecks bewiesen. Sie fiihrten dazu geeignete
Basishexagone ein. HEMMI [54] dagegen lehnte sich an den analytischen Beweis
des Satzes von Blaschke-Lebesgue durch FuJIwARA [40] an, indem er konvexe
Figuren konstanter Relativbreite durch ihre Stitzfunktion beschrieb.

Waéhrend OHMANN das L—D-Problem nicht beriihrte, zeigte SHOLANDER be-
reits, dass die flachenkleinste konvexe Figur ein allgemeines Reuleaux—Dreieck
sein muss. Er formulierte als Vermutung, dass sie ein Inpolyeder des Reuleaux—
Dreiecks sein muss und mutmalite, dass es keine geschlossene Ungleichung zur
Beschreibung scharfer unterer Schranken fir den Flacheninhalt £ in Abhéngig-
keit von L und D geben kann.

HeEMMI und KuBOTA bemihten sich intensiv um die Lsung des L—D-Problems.
In [57] wies HEMMI auf Analogien ihrer Untersuchungen zu denen von OHMANN
und SHOLANDER, die kurz vor dem Druck ihrer eigenen Resultate erschienen
waren, hin. In dieser Zeit verstarb TADAHIKO KUBOTA, so dass sich HEMMI nun
allein weiter um die L6sung dieses Problems bemiihte.

Er konnte in seiner Arbeit [54] zunéchst die im Vergleich zu (5.2) scharfere Un-
gleichung

F > 2([Z] sina + sin [Z]a — V3)D? (5.3)
mit a = a(L) € [0, 5] gemal
L L« L
ﬁ = [a] sin 5 —+ cos [a] 5 (54)

herleiten, wobei [- | die Gaul’sche Notation fur den ganzen Anteil einer Zahl be-
zeichnet. Dabei stutzte er sich auf die Ergebnisse von FAVARD [28]. Die Unglei-
chung (5.3) ist genau dann scharf, wenn L = 6nD sin ¢-,n > 1, gilt. Fir jeweils

L € [6nDsin -, mD],n > 1, gab er mit der Ungleichung

L m 1
> | — = 2 .
F> <2 c08 2\/§)D (5.5)

noch eine weitere untere Schranke fiir F* an. Dazu benutzte er zu o € [3-, %]
die Abschétzung sin [T]a > 2cos § - cos [Z]5. Diese untere Schranke wird von
3n—seitigen reguldaren Hemmi-Polyedern mit Seiten der Lange 2D sin - ange-
nommen. Die Ungleichungen (5.5) sind fir n > 2 scharfer als die Ungleichung
(5.2). Letztere ergibt sich fur n = 1 aus der Abschétzung (5.5).

Aufbauend auf den gemeinsam mit KUBOTA in [53] erzielten Resultaten, gelang
es HEMMI 1953 in seiner Arbeit [55], Sholanders Vermutung mit geometrischen

Mitteln zu beweisen. Er beschrieb dort lokale Variationen konvexer Figuren, die
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unter Beibehaltung von Umfang und Durchmesser zur Verkleinerung des Flachen-
inhalts fuhrten. Figuren, fur die dies moglich war, nannte er L—D—-deformierbar.
Seine Untersuchungen ergaben folgende notwendige Eigenschaft einer Ldsung
des isoperimetrisch—isodiametrischen Problems.

Theorem 5.2 (Hemmi-Kubota) Fléchenkleinste konvexe Figuren gegebenen
Umfangs L und Durchmessers D mit L € (3D,wD) sind Inpolyeder eines
Reuleaux—Dreiecks der Breite D und Umpolyeder eines gleichseitigen Dreiecks
der Seitenlangen D.

Damit war gekléart, dass sich der Rand einer Optimalfigur aus drei Polygonziigen,
welche zwischen jeweils zwei Ecken des Reuleaux—Dreiecks verlaufen, zusam-
mensetzen muss. Nun war noch deren Struktur zu bestimmen. Zunéchst bezog
sich HEMMI auf die Ergebnisse von FAVARD [28] und beschrénkte sich deshalb
auf fastregulare Polygonzige. Er ldste das hieraus resultierende Optimierungs-
problem und publizierte noch im Jahre 1953 [56] scharfe untere Schranken fiir
den Flacheninhalt konvexer Figuren in Abh&ngigkeit vom Umfang L und vom
Durchmesser D. Zusammenfassend stellte er in [57] seinen Lésungsweg und die
Ergebnisse zum L—D-Problem dar.

Wir leiten im Folgenden den von HEMMI angegebenen Komplex von Ungleichun-
gen aus einem Umfangsaufteilungsproblem her. Dabei stlitzen wir uns auf den
Satz von Hemmi-Kubota.

5.2 Umfangsaufteilung

Nach Theorem 5.2 gehen wir davon aus, dass eine flachenkleinste Figur mit Durch-
messer D und Umfang L drei Ecken besitzt, die ein gleichseitiges Dreieck der Sei-
tenlangen D bilden. Damit ist diese Figur im entsprechenden Reuleaux—Dreieck
enthalten.

Wir setzen D = 1 (0.B.d.A.). Die Optimalfigur B* lasst sich dann in drei Sekto-
rinbereiche B!, 7 = 1,2, 3, von Einheitskreissektoren S,, mit Sektorwinkel w = %
und Teilumfangen L, (B!) = L; mit L; + Ly + Ly = L zerlegen. Da jeder
Sektorinbereich B!, flachenminimal bez. des entsprechenden Teilumfangs L; sein
muss, ergibt sich dessen Struktur aus der Lésung des verallgemeinerten Favard—
Problems in Kapitel 3. Jeder Teilbereich B! ist also nach Theorem 2.1 ein fast-
regulares Sektorinpolyeder P¢, welches wegen Satz 2.2 durch L; bis auf Permu-
tationen der Seiten des Randpolygonzuges p!, eindeutig bestimmt ist. Sein Fla-
cheninhalt ist durch den Wert f,,(L;) der "fonction penetrante’ gegeben. Fir den
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Gesamtflacheninhalt der Optimalfigur erhélt man somit die Darstellung

F(B) =) fa(L})—3V3. (5.6)

=1

Gesucht ist noch die optimale Aufteilung *L* = (L3, L}, L}) des Gesamtumfangs
L. Sie ergibt sich flir m = 3 und w = % aus der Losung des allgemeinen Um-
fangsaufteilungsproblems

(P3) : " f,("L) == Y fu(Li) — Minl, L€ R

it Li=m-A

LMSLiSWa izl)"'ama

mit L =m-Aund A € [L,,w). Die symmetrische Lésung L7 = A - >~ | ™e;
ist offensichtlich eine stationare Ldsung dieser Aufgabe.

Das globale Minimum Idsst sich zundchst nicht aus der Losung des im 4.Kapi-
tel behandelten allgemeinen Aufteilungsproblems (™Q°) ablesen. Dies liegt dar-
an, dass die Funktion f,, nur stlickweise streng konvex-konkav auf [L,w] ist. Sie
setzt sich nach (2.35) und Lemma 3.1 aus abzéhlbar vielen konvex—konkaven Teil-
stiicken auf den Intervallen I,, = [I¥_,,[¥],n > 2, zusammen. Wir untersuchen
deshalb das Paar—Aufteilungsproblem (2P2) etwas naher. Dazu orientieren wir
uns am Focke’schen Zugang [36] fiir w = 27 (vgl. auch [18]) und zeigen, dass es
eine natlrliche Zahl n > 2 gibt, so dass die optimalen Teilumfange L} alle zum

selben Interval I,, gehoren.

Paar-Aufteilungsproblem:

Sei m = 2. Zu vorgegebenem Parameter A € (L,,w) wahlen wir n. > 2 gemaR
A € (I¥_,,1¢]. Wir diskutieren zunachst stationare Losungen des Problems (2P4)

n—17"n
auf dem offenen Intervall 79 x I° mit 7° = (I*_,,1¢) und anschlieBend globale

n—1"n

Minimallésungen auf der Komplementédrmenge.

Fall 1: 2L € 10 x I?.

In diesem Fall entspricht die Zwillingslosung 2L° = (A, A) mit A € I° einem Paar
gleicher, fastregulérer n—seitiger Sektorinpolyeder mit charakteristischem Winkel
a,(A) > aff = < aus (2.28) und Defektwinkel §,,(A) = w — (n — 1), (A) > 0.
Wir untersuchen zunéchst die Rolle der Wendepunkte ')\ € 12 der *fonction
penetrante’.
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Lemmab5.1 Seim =2, w € [0,27], n > 2und A € (I¥_,,1%). Dann besitzt das

Problem (2P2) hochstens die Zwillingslésung 2L als lokale Minimallésung auf

I? x I?. Sie ist inshesondere
a) fur A € I9 oder A € (1

n—1

) n > 3, lokale Minimalstelle

b) fir A € [')\,1¥),n > 3, lokale Maximalstelle

n»’'n

der Funktion 2f, auf 10 x I?.

Beweis

Nach Lemma 3.1 ist die *fonction penetrante’ f, auf I, streng konvex und auf
jedem Intervall I,,,n > 3, streng konvex—konkav mit jeweiligem Wendepunkt
v e I?. Also ist fir n = 2 die Zwillingslosung einzige lokale Minimalstelle
des Problems (2P2) auf dem zulassigen Teilbereich 19 x I9. Fur n > 3 ist (?PA)
auf 1% x I? ein Paar-Aufteilungsproblem vom Typ (2Q¢) aus Kapitel 4. Wegen

ff”, <0 folgt die Behauptung aus Lemma 4.2 tber die Skalierung (3.33). B

Quantitativ lasst sich die lokale Minimaleigenschaft der Zwillingsldsung in Abhén-
gigkeit vom charakteristischen Winkel folgendermalien charakterisieren.

Folgerung 5.1 Die Zwillingslosung 2L ist fur n > 3 und A € I° lokale Mini-
mallésung von (2P2) auf 1% x I° genau dann, wenn

0w (A) a,(A)

2

< sin

(n —1)sin

mit dem zum Parameter A gehdrenden charakteristischen Winkel a,(A) und ent-
sprechendem Defektwinkel 6,,(A) gilt.

Beweis Nach Lemma 5.1 ist die Zwillingslésung 2L° = (A, A) genau dann lokale
Minimallésung von (2PA) auf 1° x 19, wenn A < ')“ bzw. f”(A) > 0 gilt. Dies
ist wegen (3.6) und (3.8) aquivalent zu (n — 1) sing —sin§ < 0mita = a,(A)
gemal L,(a) =Aundé = 0,(A) =w — (n — 1), (A). |
Damit dominieren fir wachsende n nichtsymmetrische Losungsstrukturen auf
%10,

Fall 2: 2L ¢ 1% x I° .

In diesem Fall ist die Zwillingslosung 2L nur fur A = ¢ zulassig. Sie gehort
dann zu einem Paar regulérer n—seitiger Sektorinpolyeder.
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Ein Paar (P!, P?) von Inpolyedern des Sektors S, setzen wir nun zu einem mehr-
fach umschlungenen Inpolyeder P, des Sektors S,,, zusammen. Das Paar—Auftei-
lungsproblem (2P2) lasst sich so in das verallgemeinerte Favard—Problem (P2%)
einbetten. Die im Fall 1 zul&ssigen Lésungen werden mit einer geeigneten Zu-
satzrestriktion ausgeblendet. Dieser Weg wird dann erfolgreich sein, wenn die
Optimallosung des Problems (P2) als zulassige Losung des Ausgangsproblems
(2P2) erkannt wird, d.h. wenn ein mehrfach umschlungenes flachenminimales
Inpolyeder des Sektors S, in ein Paar fastregulérer Inpolyeder des Sektors S,
zerfallt.

Unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften der Zielfunktion 2 f  des Problems
(2P2) genligt es, zulassige Losungen 2L mit L; < L zu betrachten. Wegen A €
(ln_1,1,] fuhrt das im betrachteten Fall 2 auf die Alternative ; < [ , oder
Ly, > 1¥. Aus Ly + Lo = 2A ergeben sich dann die Implikationen

ANe?IN L <Y, = Ly>1¥ (5.7)
Ne?l  Ly>1Y = L <Y, (5.8)

wobei 21 = (I¥_y,5(l%_, + 1)) und 2L} = (3(12_, + 1%),12] die in (3.36)
eingeflhrten Intervalle fir mm = 2 sind. Wir untersuchen nun die entsprechenden
Teilfélle.

Fall 2.1: A € 27 Ly > 1%
Das modifizierte Problem

(*P32) : Fou(p; k) = 130 sing; — Min!
Lou(p; k) = 22?11 sin 2 = 2A
k
O<p;<m Vj
p; <o fir j=1,--- ,n+1L (+)

entsteht durch Hinzufiigen einer Restriktion (+) zur Aufgabe (P324). Offensicht-
lich verletzt die Zwillingslésung aus Fall 1 die Zusatzrestriktion (+).

Lemma 5.2 Eine zulassige Losung des Problems (2P2) ist genau dann zulassige
Losung des Problems (*P24), wenn L, > [ gilt.
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Beweis

Sei 2L = (Ly, Ly) zulassig in (2P2). Zu jedem L;, i = 1,2, gibt es dann ein
eindeutig bestimmtes fastreguléres n,—seitiges Sektorinpolyeder von S,,. Das Tu-
pel (p; k) setze sich zusammen aus den zugehdrigen Zentriwinkeln ¢, = -+ =
Pni—1 = aw(L1)7(Pn1 = 6w<L1>7()0n1+1 == Pr-1 = aw(L2)7(pk = 6W(L2)
und ihrer Anzahl & = n; + no.

Fur Ly < [¥ muss L; > [¥ , wegen (5.7) gelten. Aus L, < L, folgt L; €
(I¥_,,1¢). Nach Lemma 2.1 ist also n; = n, a,(L;) € (a¥,a¥_;)und 0 <
0w (L;) < a,(L;) furi = 1,2. Daes jeweils n— 1 charakteristische Winkel o, (L;)
gibt und n > 2 gilt, ist die Zusatzrestriktion verletzt.

Fir L, = [« folgt L; > [¥ , aus A € 2[2 und L; + Ly = 2A. Wegen L; <
Lyist Ly € (I¥_,1¢]. Nach Lemma 2.1 gilt hier ny = ny = n,a,(Ly) €
[a¥ ¥ 1),0 < 0,(L1) < o und o, (Ly) = . Damit ist die Restriktion (+)
erfullt.

Fur L, > [ ist die Nebenbedingung (+) wegen n; = n+1, o, (L2) € (0%, a¥)
und 6, (La) < ay,(L2) erfullt. N
Damit ist auch die Existenz von Lésungen des Problems (TP24) gesichert. Sei
nun (¢; k) eine Optimallésung dieser Aufgabe. Dann gibt es bei geeigneter Nu-

merierung der ¢; eine natirliche Zahl ¢ € N,0 < ¢ < n + 1, mit

fir j=1,---,q
fir j=q+1,---,n+1 (5.9)
p; € (0,m) fir j=n+2--- k.

Das zugehdrige Sektorinpolyeder sei mit P,,, bezeichnet. Es l&sst sich fiir ¢ > 1
in die Sektorinpolyeder P, mit p = ¢-a% und P mit £ = 2w — p zerlegen. Flr das
reguldre Sektorinpolyeder P, ist £,(P,) = If = 2q - sin 5. Die Zentriwinkel von
P sind freie Variable bez. der Zusatzrestriktion (4) und deshalb Optimalldsung
des Verallgemeinerten Favard—Problems (Plgf) mit L = 2A — [7. Folglich ist P
ein wohlbestimmtes fastreguléares Sektorinpolyeder. Fur L, = lf ist es einseitig
und sonst (p + 1)-seitig, wobei sich dann die natiirliche Zahl p > 1 aus L, €
(I8, l§+1] ergibt. Zusammen erhalten wir aus (5.9) und Lemma 2.1 die Zerlegungen
2w = q-a)+d6+p-«a (5.10)

Low(Pay) = 15+ Le(a) (5.11)

fur gewisse p,g € Nmitp > 0,0 < ¢ < n+ 1. Dabeiist 6 = a = £ firp = 0.
Fir p > 1 erhélt man aus (2.28) den charakteristischen Winkel o = a¢(L¢) €
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[ozfoﬂ, a5) und den Defektwinkel 0 < 6 = £ — p- a < a < £. Die Zerlegung des

Winkels 2w aus (5.10) fuhrt fur das optimale Tupel (¢; k) auf die Darstellung
@:(azv'”7aza67av'”7a)ak:q+]—+p- (512)
—_—
q p

Wir diskutieren nun das Verhalten des Umfangs solcher zweifach umschlungenen
Sektorinpolyeder Py, d.h. die Abhéngigkeit der Funktion Lo, (i; k) mit (¢; k)
aus (5.12) vom Winkel a.

Lemma 5.3 Das Paar (y; k) sei durch (5.12) gegeben. Dann gilt:

<

af <= Lo, (p;k) 207,

NIV

>

Beweis
Firp=0ista =0 =& = (2n — ¢)a¥ > o wegen 2w = 2n - o, n > 2 und
q < n + 1. Die Behauptung folgt dann aus

(2n —q) -«

Le(a) =I5 = 2sin 5

< 2(2n —q) - sin %

und (5.11). Dabei gilt das strenge Ungleichheitszeichen fur 2n — ¢ > 2.
Seinunp > 1. Fir o = o¥ muss § = o wegen o < « und (5.10) gelten.
Dies zieht £ = 2n und Ly, (p; k) = 21 nach sich. Wegen (5.11) ist auRerdem
Low(w; k) = 18 + Le(ay). Da die Funktion L, streng monoton fallend in « ist
(siehe (3.6)), folgt hieraus die Behauptung. |

Aus der Diskussion der isoperimetrischen Nebenbedingung l&sst sich nun die Mi-
nimallosung des Problems (*P2%) bestimmen.

Satz5.1 Sei A € %I und L, > [¥. Dann besitzt eine Optimallésung (i; k)
des Problems (*P22) bei geeigneter Numerierung der ¢; die Struktur (5.12) mit
E=2n,g=n,p=n—1a € [a¥ a?_;)und Fo,(p; k) = f,(I£)+ f,(2A —1¥).
Beweis

Eine Optimallésung (p; k) von (*P24) muss bei geeigneter Numerierung der ¢;
eine Darstellung der Gestalt (5.12) mit Lo, (; k) = 2A besitzen. Wegen A € 2[.F
ist Loy (¢; k) < 21, Aus Lemma 5.3 folgt « > a¥. Ist A = ¥, so muss « =
¥, § = a¥ und k = 2n gelten. Fir A < ¥ ist o > o, also ¢ > n wegen (+).



5.2. UMFANGSAUFTEILUNG 93

Wir betrachten nun die Zerlegung ¢ = (¢!, %) mit

Wegenw =n - o = (¢ — n) - o) + § + p - o ergeben sich mit

Faou (@i k) = FW(¢1§ n) + Fw(¢2; k—mn)

Lou (5 k) = Lw(@bl? n) + Lw(¢2§ k—n)

entsprechende Zerlegungen fur die Ziel- bzw. Restriktionsfunktion des Problems
(+P2A), Offensichtlich ist F, (v n) = £,(I¢) = f* und L,(x';n) = 1. Mit
L :=2A — [« ist dann ()%; k — n) eine zulassige Losung des Grundproblems
(PL). Wegen A € 2T} gilt L € (12_,,1¢]. Nach Satz 2.2 ist (¢; n) mit

n—1"n

1;:(5,54,... @)
N—_——

n—1

und & = (L) € [a%,a% )0 < 6 = w — (n— 1)a < a¥ eine bis auf die
Numerierungsreihenfolge der ¢; eindeutige Optimallésung von (PL). Damit ist
das Tupel (¢; 2n) mit ¢ = (¢, 4) von der Struktur (5.12) und zulassig in (TP24)
mit der Eigenschaft Fo,(2;2n) < Fa,(p; k). ES muss also ¢ = ¢ bei geeigneter
Numerierung der o; gelten. Folglich ist k = 2n,q = n,p = n — 1,a = & sowie

Fou (@ k) = f + fu(L). n

Das zur Optimallsung (i; 2n) des modifizierten Problems (FP2%) korrespondie-
rende Sektorinpolyeder P, zerfallt also in ein reguldres n—seitiges und ein fast-
reguldres n—seitiges Inpolyeder des Sektors S,,. Mit L, =¥ und L; = 2A —1¥ €
(1¢_,,1¢]ist L = (L4, L) eine globale Minimalstelle der Funktion 2 f,, iiber dem

durch Fall 2.1 eingeschrankten Teilbereich des Problems (2P2).

Fall22: A e? [, <I¥ ;.
Dieser Fall wird ahnlich wie Fall 2.1 behandelt. Zunachst modifizieren wir das

Problem (P24) durch Hinzufiigen einer Restriktion (—). Wir betrachten hier das
Problem
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(P Fou(p; k) == %Z?Zl sin ¢; — Min!
Low(p; k) == 2 Z?Zl sin £ = 2A
25:1 ;= 2w
O<pj<m Vj
p;j<a, fir j=1,---,n (—)

Dabei ist a,, durch L, (a,) = 2A — [¢_, eindeutig bestimmt. Setzen wir [,, :=

2A —1¥_,,sogilt )
“ L <A<, <l (5.13)
wegen A € %I, also
ay > au(N) > a, > o (5.14)
und folglich B
o =w—(n—1)a, < a,. (5.15)

Die Wirkung der Zusatzrestriktion (—) beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 5.4 Eine zulassige Losung des Problems (2P2) ist genau dann zulassige
Losung des Problems (“P22), wenn L; < [, gilt.

Beweis

Sei 2L = (L, Ly) zuldssig in (?P2). ImFall Ly > (¥ jist L; < Ly <2A — L) <
l, <1 also n; = n,ay(L;) > a, und 6,(L;) = w — (n — Day,(L;) < 6, fur
i = 1, 2. Folglich ist die Restriktion (—) verletzt. Ist andererseits L, < ¥ ,, dann

gilt L, > 1, > 1¢_,. Hieraus folgt no, > n und §,,(Ls) < a,,(Ls) < @&,. Damit ist
die Bedingung (—) in diesem Fall erfullt. |

Sei nun (ip; k) eine Optimalldsung des Problems (~P2%) und ¢ > 0 die Anzahl
der Winkel ¢, mit ¢; = a,. Fur das zweifach umschlungene Sektorinpolyeder
Py, bestimmt durch die Zentriwinkel ¢, - - , @y, ISt Loy, (Pay) = Loy (p; k). ES
zerfallt fir ¢ > 1 in ein regulédres g—seitiges Sektorinpolyeder P, mit p = ¢ - &,
und ein (k — ¢)-seitiges Sektorinpolyeder P; mit £ = 2w — pund L, := 2A — 8.
Fur Le = l§ istk —q = 1,sonstist k —q = p+ 1, wobei sich p > 1 aus
L¢ € (15, 15,,] bestimmt. Es ergibt sich die Zerlegung

2w = ¢ +0+p-« (5.16)
Low(Pay) = 15+ Le(a) (5.17)
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mitp >0und0 < g<n.Flirp=0istd =a =¢&. Sonstist0) < 0 < a < &. Die
Optimallésung (¢; k) besitzt also die Darstellung
¢:<@n7"'7dn767a7”'7a)7kZQ+1+p' (518)
N e N e’
q p

Den Zusammenhang zwischen dem Winkel « und dem Umfang des Sektorinpo-
lyeders P, beschreibt folgendes Lemma.

Lemma 5.5 Das Paar (; k) sei durch (5.18) gegeben. Dann gilt:
<

o { - } By = Lou(p: k) { i } Low(@).

Beweis )
ImFallp =0isto = a = § = 2w—q-@,. Seir > 0so gewahlt, dass § = r-a, +0¢
mit 0 < 9¢ < @, Qilt. Aus 2w = (r + q) - &, + ¢ ergibt sich die Darstellung

% 5
Loy, (@) = 2(r 4 q) sin % + 2sin 55
Fur o > a,, istr > 1. Aus (5.17) und
T Qi+ O a, O¢

Le(a) = 15 = 2sin <2rsin7—|—2sin—

2

folgt dann Ly, (¢; k) < Lo, (an).

Fir o < a, istr =0, also Loy, (¢; k) = Loy ().

Seinunp > 1. Fir a = &, ergibt sich aus (5.17) und den Kompositionsregeln fir
die Langenfunktion L., (siehe Abschnitt 2.3) die Zerlegung

Loy () = Ly(n) + Le(an) = Law(p; F).

Dabei ist L,(a,) = 18, p = q - an, p + § = 2w. Die Behauptung folgt dann aus
dem Monotonieverhalten der Funktion L, (vgl. (2.33). |

Die Diskussion der isoperimetrischen Nebenbedingung des Problems (~P2%) er-
gibt ein zu Satz 5.1 analoges Resultat.

Satz5.2 Sei A € ?I, und L; < [“_,. Dann besitzt eine Optimallosung (i; k)
des Problems (~P2%) bei geeigneter Numerierung der ¢; die Struktur (5.18) mit
E=2n—1,g=n—-1=p,a=a ,und Fo,(p; k) = fu(l¥_ 1) + fu(ln).

n—1
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Beweis
Sei (ip; k) eine Optimallésung des Problems ("P22), o = (1, -+, px) Mitp;,j =
1,--+ ,k,und k aus (5.18). Nach (2.22), (5.15) und (5.16) gilt

2w = ¢ +o0+p-a
= (n—1ay + 6, +(n—1)a_,.

Da (p; k) zulassig ist, erhalten wir mit L(a,) = [, = 2A — 1,

n—1""n—1 —
L,(a%_,) aus den Kompositionsregeln fir die Langenfunktion von Sektorinpo-
lygonen die Zerlegungen

LQw((p; k) = 2A = Lw(o_‘n>+Lw(az—1>
= L(nfl)o?n (dn) + Lw—&-gn (aﬁq)-

Das Monotonieverhalten der Funktion L, 5 flhrt mit (5.14) auf die Relation
LQW(SO§ k) < L(nfl)-o?n (dn) + Lw+5n <@n> = LQw(@n)-

Nach Lemma 5.5 ist also « > &,,. In der Darstellung (5.18) fur (¢; k) gilt daher
wegen der Zusatznebenbedingung (—) die Ungleichung ¢ > n — 1.

Wir betrachten nun auBerdem das Paar (g; k) der Gestalt

@ = (Qn, 5 A, Ony g, Q) E=n—-1)+14+(n—1)

L

n—

—_
3

|
—_

mit 6, aus (5.15). Wegen >~ @; = 2w, Lyu(4;k) = Lo (@) + Lo(ag ) = 2A
und 6,, < @, ist (; k) eine zulassige Losung des Problems (~P324).

Um die Zielfunktionswerte von (¢; k) und (@; k) zu vergleichen, fuhren wir die
Zerlegung o = (', ?) mit

V= (A, @) 5 V2= (A, 5 A, 6,0, Q)
S——— —_——— ~——

n—1 q—n+1 P

ein. Zielfunktion und isoperimetrische Nebenbedingung lassen sich den Kompo-
sitionsregeln entsprechend zerlegen in

Fou(p k) = Fa(z/Jl;n—l)—l—FC(w;k—n—i-l)
Law(pik) = Lo('in—1)4 Le(v;k —n+1)
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mit o := (n — 1)a, und ¢ := 2w — o. Wegen (5.15) ist { = w + §,. Aus der
Struktur von ¢! ergibt sich

La(w1§ n—1) = Ly(a,) =17,
Fa(¢1;n -1) = fo(l5-1) = fa-s
Seinun L :=2A —17 ,.Wegen0 < §, <a¥ ,,w=(n—1)a®_, gilt

n—1)a¥_ —l—gn On
n n n—1 n—1

und folglich L = L¢(a ) € (I5_,,1$). Somit ist (1% k — n + 1) eine zuléssige
Losung des Verallgemeinerten Favard—Problems (PE). Nach Satz 2.2 ist (¢;n)
mit

Y= (57 PR 70“;:711)

TV
n—1

eine bis auf Permutationen der Winkel 1, - - - , v, eindeutige Optimalldsung die-
ses Problems. Wegen ¢ = (w1, ) ist damit Fy,,(@;2n — 1) < Fy,(; k). Fur die
Optimallésung (¢, k) von (“P32) giltalso ¢ = @, k = 2n — 1 bei geeigneter Nu-
merierung der ¢;,j = 1,--- ,2n — 1. Aus den Kompositionsregeln fiir £, ergibt
sich schlieBlich Fy,(@;2n — 1) = f | + f.(l,). |

Das zur Optimallésung (p;2n — 1) des Problems (~P2X) gehorende optimale
Sektorinpolyeder P, zerféllt also in ein reguléres n—seitiges und ein fastregula-
res (n — 1)-seitiges Sektorinpolyeder von S, mit Ly = 1¥_,, Lo =2A —[1¥ | €
(I_,,1¢]. Damit ist das Paar (I*_,,2A — [¥_,) eine globale Minimallésung der
Funktion 2f,, Gber dem durch Fall 2.2 eingeschrankten Teilbereich des Paar—

Aufteilungsproblems (2P2).

Die Ergebnisse aus Lemma 5.1, Satz 5.1 und Satz 5.2 lassen sich folgendermalien
zusammenfassen.

Satz 5.3 Seim = 2, A € (I¥_,,1¥] fur einn > 2 und >L* = (L%, L3) eine Opti-

n—1"n

mallosung des Paar-Aufteilungsproblems (2P2). Dann gilt L}, L3 € [I¥_,1“].

n—1"n

Die Optimallésung des Paar—Aufteilungsproblems ist also auf einem Teilintervall,
auf welchem die Funktion f,, streng konvex—konkav ist, zu suchen.
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Allgemeines Umfangsaufteilungsproblem:

Wir wenden uns nun dem Problem (™P2) zu. Fir w = 27 und m > 2 wurde
die Struktur flachenminimaler m~—Tupel von Kreisinpolyedern in [92] untersucht.
Grundlegend hierfur waren die Ergebnisse flr m = 2 aus [36].

Sei nun allgemein w € (0,27],m > 2und A € [L,,w). Eine optimale Lésung
des Umfangsaufteilungsproblems (™P2) besitzt nach Lemma 4.1 die gleiche hie-
rarchische Struktur wie eine Losung des allgemeinen Aufteilungsproblems (™Q°).
Die fir Paare von Sektorinpolyedern bewiesenen Sétze ermdglichen die Formulie-
rung folgender notwendigen Optimalitatsbedingung fur Lésungen des Umfangs-
aufteilungsproblems (P2).

Satz5.4 Sei A € (I¥_,,1¥]. Fiur jede Optimallésung "L = (Li,---, L,,) des

n—17"n

Problems (™P2) giltdann L; € [I¥_,, 1] furallei=1,--- ,m.

n—1"n

Beweis
Sei ™L Optimalldsung von (™P2%). Dann ist die partielle Lésung ™Ly; ;3 = (L;, L;)
miti,j € {1,---,m}, i # j, Optimallésung des Problems (2P£“) mit

Aij = 5(Li+ Ly) € (I 1,15 ]
fir ein n;; > 2. Die partielle Lésung ™Ly; xy = (Lj, Li), k € {1,--- ,m}\ {4, 5},
ist Optimallésung des Problems (2P*) mit Parameter

Ajk = %(L] + Lk) S (lw “ ]

njk—h Njk
fur ein nj, > 2. Aus Satz 5.3 folgt dann speziell

Lyelle 12 1n[e 0 ).

nij717 n; njk717 Nk
Die paarweise verschiedenen Indizes i,j,k € {1,---,m} waren beliebig ge-
wahlt. Wegen A € (I¥_,,(¥] muss also n;; = nj, = n, und folglich L; € [l¥_,,1¥]
furallei =1,--- ,m gelten. |

Mit diesem Resultat l&sst sich nun die Losung des Umfangsaufteilungsproblems
(mPA) aus der Losung des allgemeinen Aufteilungsproblems (™Q¢) gemaR Theo-
rem 4.1 herleiten.

Theorem 5.3 Sei w € (0,27] und A € (L,,,w). Dann ist die Struktur einer Op-
timallésung ™L* = (L%,---,L*) des Umfangsaufteilungsproblems (™PA) mit
Ly < ... < L7 folgendermalien in Abhangigkeit des Parameters A gegeben:
Firn =2, also A € (I{, 5], gilt



5.2. UMFANGSAUFTEILUNG 99

(S0): ™L* =™L7
fur A e (I4,14] .

Firn > 3und A € (I“_,,1¥] existiert eine Folge {*\~}™ , von Verzweigungspa-
rametern mit
RSN GG CE VR R

so dass gilt:

(S1): ™L* =L = (A,--- ,A)

—_——
f’l.j./?” A < (l:fl ’m)\%]
(82) LY = (l:}—h' o 7lg—1 ) mA -7 lﬁ - (m - (] + 1))l7u1)—1 ) l;l;v ’ al:)
— ——
m—(j+1) J

fir A€ Li(tm — )X 4512 (m— (G + 1)), + (G + 1))
und j € {0,--- ,m — 1}

omy x . mA—(G+1)I¥ mA—(j+1)1% w w
(83): "L = (S Ty bl

J/

-~

m—(j+1) 7

fur A € %[Max{(m — )N 4Gl (m— (G D))+ (G + DI}
(m = (G + D" X+ (G + D]

und j € {0,---,m—2}.

Beweis
Nach Satz 5.4 gilt "L* € [l¥_,,{¥]™. Die Funktion f, ist nach Lemma 3.1 auf

n—1"n

I, streng konvex und auf 7,,,n > 3, streng konvex-konkav mit Wendepunkt '\

sowie ¥, £ < 0. Mit der Skalierung (3.33) geht das Problem (™P2) in das
Aufteilungsproblem (™Q°) Uber.

Fur n = 2 folgt die Behauptung unmittelbar aus der Konvexitat von f,, auf I.
Fur n > 3 sind die Voraussetzungen von Theorem 4.1 mit &, = L(*\¥)) erfllt.
Die Nullstellen *\ der Konvexitatsdefektfunktionen D%, k = 2,---  m, von
fo auf I, (vgl. (3.37) und (3.34)) genuigen dann den rekursiven Bedingungen aus
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der Behauptung. In Abhéngigkeit vom Parameter A € I,,,n > 3, ergibt sich die
Losungsstruktur von ™1L* aus Theorem 4.1 mittels (3.33). |

Die symmetrische Losung ist fur A € (™A~ *\“] lokale, aber nicht globale Mi-
nimallésung. Fur A € (*A¥, 1] ist sie lokale Maximallésung. Fallt A auf einen
Randpunkt der in Theorem 5.3 aufgezeigten Parameterintervalle, so gibt es je-
weils zwei unterschiedliche Ldsungsstrukturen. Ausgenommen hiervon sind der
reguldre Fall A = [¥, in dem es genau eine optimale Losung gibt, und die dritte

Struktur mit j = m— 2, die mit der zweiten Struktur fiir j = m — 1 Ubereinstimmt.
Parameterintervalle der Struktur (S1) und (S3) sind stets nichtleer, ebenso dieje-
nigen der Struktur (S2) fiur j = m — 1 wegen '\¥ < [“. Furj € {0,--- ,m — 2}
kénnen aber die Parameterintervalle der Struktur (S2) fiir gewisse n > 3 leer sein.
Die folgende asymptotische Aussage untersucht diese Mdglichkeit und stiitzt sich
dabei auf Eigenschaften der *fonction penetrante’ f,,.

Lemma 5.6 Seiw € (0,27] und m > 2. Dann gilt fur allen > 7

m—j . )\w __lw< J+1) lw _f_mlw

m

fur jedes j € {0,--- ,m — 2}.

Beweis
Die behauptete Ungleichung ist &quivalent zu

NS < (=)l G (5.19)

fur j € {0,---,m — 2} und n > 7. Hierbei bezeichnet ™7\~ die eindeutig
bestimmte Nullstelle der Defektfunktion ™~/ D¥ aus (3.35). Unter Beachtung der
Beziehungen (3.34), (3.33) und (3. 37) lasst sich die Gultigkeit der Ungleichung
(5.19) mittels Lemma 3.7 fur p = ey folgendermalien nachweisen. Aus Lemma
3.4 ergibt sich zunéchst mit der Skallerung L =L(p) =11+ p(le =12, fur
jedes n > 7 die Ungleichung

FolL() > 2= fu(L() + (1 — =) L(L(0)). (5.20)
Hieraus folgt ™~/ D“(L(p)) < 0. Nach Lemma 3.7 gilt also die Relation ™7 \* <
L(). Damit ist (5.19) gezeigt. |

Nach den Bemerkungen zu Lemma 3.4 bleibt die Aussage von Lemma 5.6 auch
fur n = 6 richtig. Der Beweis ist aber nur fir w € [0,w] Mitw ~ 6.128 < 27
erbracht.
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H m—j \w 1 w 1 jw
n J jAn (1 - m__j)ln—l + m—_Jln
3 0 1.04019 1.03748

1 1.04045 1.03858
4 0 1.04291 1.04266

1 1.04311 1.04305
5 0 1.04454 1.04457

1 1.04466 1.04475

Tabelle 5.1: Ungleichung (5.19) fir w = Z und m = 3

Fur uns ist der Fall w = % von besonderem Interesse. Mit Hilfe der Ungleichung
(5.19) 4Rt sich priifen, wann die zweite Losungsstruktur fir n € {3, 4, 5} auftritt.
Die relevanten Grof3en dieser Ungleichung sind in Tab. 5.1 zusammengestellt. Ein
Vergleich der Werte in der 3. und 4. Spalte dieser Tabelle zeigt, dass die Struktur
(S2) fur n = 3,4 und 5 € {0, 1} nicht, fur n > 5 aber stets auftritt. Die Aussage
von Lemma 5.6 ist damit fir w = % bereits ab n = 5 erfullt.

5.3 Numerik und Beispiele

Um die Verzweigungspunkte fir die Losungsstruktur von Hemmi—Polyedern zu
bestimmen, sind die Nullstellen *\“ der zur *fonction penetrante’ f., gehdrenden

Konvexitatsdefektfunktionen * D« auf jedem Intervall 1¥ = [I¥_,,1¥],n > 3, fir
k = 2,---,m zu berechnen. Im Fall w = 27 und m = 2 (Paar—Problem fir

zwei Kreise) hat FOCKE in [38] eine Newton-Iteration fur die charakteristischen
Winkel der entsprechenden fastreguléren Kreisinpolyeder vorgeschlagen. Hierauf
aufbauend wurden in zwei Diplomarbeiten Computerprogramme zur Berechnung
obiger Nullstellen bereitgestellt. Mit dem in [18] implementierten Losungsalgo-
rithmus konnen im Fall m = 2, w € (0, 2] (Paar-Problem fiir zwei Sektorinpoly-
eder), die Parameterwerte >\*, n = 2, - - - , 20, berechnet werden. Das Programm
aus [19] gestattet dartber hinaus die Berechnung der Verzweigungsparameter fur
m=2,---.,5 we (0,2r]undn =2,--- 30 (siehe Tab. 5.2).

Der zugehdrige Algorithmus basiert auf folgenden Uberlegungen. Zunéachst wer-
den die Wendepunkte '\* € I,,n > 3, der *fonction penetrante’ f,, mit Hilfe
eines a—Newton-\Verfahrens bestimmt. Die Iteration Uber die Zentriwinkel « lie-
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fert die Nullstelle 3¢ € (£, =) der Funktion f”(L,(«)), also nach (3.11) den

gesuchten Wert 1 \*

Nach Lemma 3.7 konnen fir die Nullstelle *\» der Konvexitatsdefektfunktion

4.841229182759
5.443310539518
5.749730218646
5.919419588012
6.021097449620
6.086130367576
6.129975380286
6.160823528643

6.254829229337
6.270946658417

1.040688511114
1.043274926103
1.044695461180
1.045493875409
1.045972672932
1.046278280656
1.046483837905
1.046628166088

1.047066104194
1.047140858911

4.781149802531
5.418303371589
5.744385342917
5.917855737553
6.020537706569
6.085898726378
6.129868389892
6.160769675756

6.254828582375
6.270946606643

1.040450413358
1.043114785701
1.044661940328
1.045485013601
1.045969679516
1.046277086069
1.046483299367
1.046627899580

1.047066101194
1.047140858072

4.705506391993
5.364902005334
5.720909572668
5.907410698360
6.015247749897
6.082953567423
6.128105892739
6.159653317247

6.254769871863
6.270935708359

1.040192062429
1.042914996012
1.044538632024
1.045432384556
1.045943653450
1.046262813669
1.046474844637
1.046622582538

1.047065827582
1.047108079060

Tabelle 5.2: Verzweigungsparameter

n’n—1

= L (67)-

* D aus (3.35) die folgenden beiden Falle auftreten:

(1) FDRE L) S0 = kXS e (B o+ E B+ L)
(@) DR+ L) > 0= FAg € (SR, iy B 4 L)

Aus dem Beweis dieses Lemmas geht hervor, dass die Funktion * D™ stets streng
konkav und streng monoton fallend auf dem fiir ¥\ jeweils in Betracht kommen-
den Intervall aus Fall (1) bzw. (2) ist. Bei geeigneter Wahl des Startpunktes ist die
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Konvergenz des A—Newton-Verfahrens zur Lésung von *D(A) = 0 also gesi-
chert. Da die in dieser Gleichung auftretende *fonction penetrante’ f,, nur implizit
durch (2.37) und (2.38) gegeben ist, wird stattdessen im Fall (1) ein Algorithmus
zur Losung des Systems

(k = 1) Fy(ap_q) + Fu(B) — kF,(a) =
(k - 1)l:—1 + Lw(ﬁ) - kLw(a) =
bzw. im Fall (2) zur Lésung des Systems
Fo(aiy) + (k= 1) Fu(8) — kFu(o) = 0
by + (k= 1)L,(B) = kLu(a) = 0
bez. der beiden Zentriwinkel o, 3 € (-*5, %) implementiert. Die Funktionen F,,
und L,, sind durch (2.26) und (2.35) gegeben. Bei der Wahl des Startpunktes wer-
den die rekursiven Relationen zwischen den Verzweigungsparametern aus Theo-

rem 5.3 bertcksichtigt. Nach der asymptotischen Aussage von Lemma 5.6 und
den anschlieBenden Bemerkungen tritt ab » > 6 nur noch Fall (1) auf.

Die folgenden Beispiele veranschaulichen fir m = 3 die im Theorem 5.3 darge-
stellte Losungsverzweigung.

Verzweigungspunkt A-Intervall Struktur

3\3™ ~ 5.36490 | (5.19615, 5.36490] | (S1)
22\ 4 3137 ~ 5.49782 | [5.36490, 5.49782] | (S3), j =0
157+ 213" ~ 5.50329 | [5.49782, 5.50329] | (S2),j =1
$'ATT 4 213" ~ 5.58567 | [5.50329, 5.58567] | (S3), j =1
I2™ ~ 5.65685 | [5.58567, 5.65685] | (S2), j = 2

Tabelle 5.3: Losungsstrukturen im Fall w = 27, n = 4

Zunachst betrachten wir den Fall w = 2, also drei Kreise S,,,. Der Gesamtum-
fang der drei zugehdrigen Kreisinpolyeder sei durch L = 3A mit A € (127, 37]
vorgegeben, wobei 2™ ~ 5.19615 und 2™ ~ 5.65685 ist. Es ist also n = 4. Die
maoglichen optimalen Strukturen 3L* sind entsprechend Theorem 5.3 in Tab. 5.3
zusammengestellt. Die numerisch bestimmten Werte fur die Verzweigungspara-
meter kdnnen Tab. 5.2 entnommen werden.
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Abbildung 5.1: Tripel von Kreisinpolyedern

Das Parameterintervall der zweiten Losungsstruktur ist im betrachteten Fall flr
j =0 leer, da

203" + 113 &~ 5.34972 < 5.36490 ~ 3A3"

gilt. In den Fallen (S3) mit j = 1 und (S2) mit j = 2 stimmen die Strukturen
uberein. Die flachenminimalen Tripel fastreguléarer Kreisinpolyeder sind in Abb.
5.1 dargestellt.

Fur unser Anliegen ist der Fall w = % von besonderem Interesse. Aus den Be-
merkungen zu Lemma 5.6 ergibt sich, dass ab n > 5 alle Losungsstrukturen
(S1) bis (S3) aus Theorem 5.3 auftreten. Fir n = 3,4, 5, also Parameterwerte
A € (4sin %, 10sin 5], sind die Strukturen einer optimalen Aufteilung *L* =

(L7, L3, L%) des Umfangs L = 3A in Tab. 5.4 zusammengestellt. Entsprechende
flachenminimale Tripel von Sektorinpolyedern zeigt Abb. 5.2 fir Parameterwerte

A€ (l§,l§] = (1.03528,1.04189], also n = 3. Zu einem Tripel gehdren dabei
jeweils drei untereinander stehend abgebildete Sektorinpolyeder .

Wir betrachten nun konvexe Figuren mit Durchmesser D = 1 und Umfang L €
(3, 7), die sich aus flachenminimalen Tripeln von Inpolyedern des Einheitskreis-
sektors Sz zusammensetzen lassen.
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Abbildung 5.2: Tripel von Sektorinpolyedern

Definition 5.1 Ein ebenes konvexes Polyeder P heist Hemmi—Polyeder, falls gilt:

1. Das Polyeder P ist Inpolyeder eines Reuleaux—Dreiecks und Umpolyeder
eines gleichseitigen Dreiecks vom selben Durchmesser.

2. Die Randpolygonziige von P, die zwischen jeweils zwei Ecken des einbe-
schriebenen gleichseitigen Dreiecks verlaufen, unterscheiden sich in ihrer
Seitenanzahl um hdchstens 1.

3. Die Seiten eines solchen Randpolygonzuges aus 2. sind alle gleich lang bis
auf eine hochstens kirzere Seite.

Ein solches Hemmi—Polyeder mit Umfang L = 3.12058 und Flacheninhalt /' =
0.663024 ist in Abb. 5.3 dargestellt. Es resultiert aus der Losungsstruktur vom
zweiten Typ mit j = 0. Zu diesem Umfang existiert noch ein weiteres, struktu-
rell von diesem verschiedenes Hemmi-Polyeder gleichen Flacheninhalts, welches
sich entsprechend der symmetrischen Umfangsaufteilung aus drei gleichen Sek-
torinpolyedern zusammensetzt. Ebenfallls zur zweiten Lésungsstruktur, nun aber
mit 7 = 1, gehort ein Hemmi-Polyeder vom Umfang L = 3.12387 und Fla-
cheninhalt £ = 0.665962. Alle mdglichen Anordnungen derjenigen Seiten dieser
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n Verzweigungspunkt A-Intervall Struktur
3 5\5 ~ 1.04019 | (1.03528, 1.04019] | (S1)
2208 4+ 115 ~ 1.04093 | [1.04019, 1.04093] | (S3), j = 0
L1NS 4 215 ~ 1.04189 | [1.04093, 1.04149] | (S3), j = 1
I3 ~ 1.04189 | [1.04149, 1.04189] | (S2), j = 2
4 5\; ~ 1.04201 | (1.04189, 1.04291] | (S1)
2205 4+ 115 ~ 1.04348 | [1.04291, 1.04348] | (S3), j = 0
LINF 4+ 215 ~ 1.04189 | [1.04348, 1.04390] | (S3),j = 1
I}~ 1.04421 | [1.04390, 1.04421] | (S2), j = 2
5 5\F A2 1.04454 | (1.04421, 1.04454] | (S1)
215 + 115 ~ 1.04457 | [1.04454, 1.04457] | (S2),j =0
2205 + 115 ~ 1.04487 | [L.04457, 1.04487] | (S3), j = 0
115 4215 ~ 1.04493 | [1.04487, 1.04493] | (S2),j = 1
LINS 4215 ~1.04509 | [1.04493, 1.04509] | (S3),j = 1
17 ~ 1.04528 | [1.04509, 1.04528] | (S2), j = 2
Tabelle 5.4: Losungsstrukturen im Fall w = Z,n = 3,4,5

Figuren, die zu einem Polygonzug zwischen zwei Ecken des einbeschriebenen
gleichseitigen Dreiecks gehdren, ergeben weitere Hemmi—Polyeder gleichen Um-
fangs und Flacheninhalts. Das regulare 9—seitige Hemmi—Polyeder ist die einzige
flachenminimale konvexe Figur unter denjenigen vom Umfang L = 3.12567 und
Durchmesser D = 1. Es besitzt den Flacheninhalt /' = 3 fx (1.04189) — §v/3 =~
0.673065 und setzt sich aus drei reguldren 3—seitigen Sektorinpolyedern zusam-
men (vgl. Abb. 5.4 am Ende dieses Kapitels).

Fur ungerades m > 3 lassen sich die durch Theorem 5.3 bestimmten m-Tupel
fastregularer Sektorinpolyeder zu flachenkleinsten konvexen Inpolyedern regula-
rer m-seitiger Reuleaux—Polygone zusammensetzen.
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/\

Abbildung 5.3: Hemmi-Polyeder mit L=3.12058

5.4 Isoperimetrisch—Isodiametrische Ungleichungen

Wir betrachten nun das Problem (P, (1, 1,,) mit D > 0und L € [2D, 7 D]. Allge-
mein bekannt sind folgende Lésungen:

Flachenkleinste ebene konvexe Figuren vom Durchmesser D und Umfang
L € [2D,3D] bzw. L = =D sind gleichschenklige Dreiecke bzw. das
Reuleaux—Dreieck.

Zusammen mit dem Satz von Hemmi-Kubota erhalten wir nun aus Theorem 5.3
eine Bestatigung der von HEMMI in [56, 57] aufgezeigten Losung dieses Problems
fiir die verbleibenden Umfangsparameter:

Flachenkleinste ebene konvexe Figuren vom Durchmesser D und Umfang
L € (3D, nD) sind Hemmi—Polyeder.

Dabei setzt sich ein k—seitiges Hemmi-Polyeder mit k = 3(n— 1)+ Zle di,n >
2,d; € {0,1},3°7_, d; > 1, aus drei fastregularen, jeweils (n — 1 + d;)-seitigen
Inpolyedern eines Kreissektors mit Radius D und Sektorwinkel 3 zusammen. Die
Strukturen dieser Tripel von Sektorinpolyedern ergeben sich in Abhéngigkeit vom
Verhaltnis % aus Theorem 5.3, wobei sich die Verzweigungsparameter numerisch
aus den Nullstellen der Konvexitatsdefektfunktionen berechnen lassen. Damit ist
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das isoperimetrisch—isodiametrische Problem qualitativ und quantitativ vollstan-
dig gelost.

Die Losung dieser geometrischen Extremalaufgabe ermoglicht die Angabe schar-
fer unterer Schranken fir den Flacheninhalt F' einer ebenen konvexen Figur in
Abhangigkeit von D > 0 und L € [2D, 7 D). Die sich verzweigende Sruktur von
Hemmi-Polyedern fiihrt auf einen ganzen Komplex von Ungleichungen, den wir
nun zusammenstellen. Dazu zerlegen wir das Parameterintervall [2D, 7 D] fur den
Umfang L in die entsprechenden Teilintervalle.

Fur 2D < L < 3D gilt die von KuBOTA [87] hergeleitete Ungleichung (5.1),
also
F > 3(L—2D)\/L(4D — L).

Fur 3D < L < 7D kann der von HEMMI in [56, 57] angegebene Komplex von
Ungleichungen bestatigt werden. Aus (5.6) ergibt sich zunéchst formal mit der
"fonction penetrante’ f= eine scharfe untere Schranke fiir /. Und zwar gilt fur
beliebiges D > 0

3

Pﬁz§:f§<%>-p2—§vﬁpz (5.21)
=1
LQ 3

Dabei bezeichnet das Tripel ( o T 5) eine optimale Lésung des Umfangsauf-
teilungsproblems (3 PA) mit Ly + L3 + Ly = Lund A = L . Aus Theorem

5.3, Lemma 5.6 ergeben sich mit £, aus (2.37) und (2.38) 30W|e n aus der Be-

dingung A € (2(n 1)smﬁ 2n sin -] die nachfolgenden Ungleichungen.

Die unteren Schranken fiir F' werden von Hemm| —Polyedern angenommen. Diese
beschreiben wir durch die Angabe ihrer Seitenzahl und Seitenlangen.

Fall: 3D < L < 3D -4sin %, alson = 2.

12!

Es gilt:
F> (3sina+ 3sin(Z —a) — 1v3) D?

mit o € [, ) gemal
3 (sing +sin(E — %)) = 5.

Das 6-seitige Hemmi-Polyeder mit 3 Seiten der Lange 2D sin § und 3 Seiten
der Lange 2Dsin(g — ) setzt sich aus drei gleichen fastreguldren 2-seitigen
Sektorinpolyedern zusammen.
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In die weiteren Fallunterscheidungen gehen die Nullstellen A\ bzw. 2\ der De-
fektfunktionen 3D’; bzw. QD’; aus (3.35) ein (vgl. Tab. 5.2).

Fall: 3D - 4sin {5 <L < 3D - 8sin g, alson = 3, 4.

24’

Hier treten folgende drei Teilfélle auf:

(i) Fir2(n — 1) sin o=~ < L < 3\: gilt:

6(n 1) = 3D =

F>(3(n—1)sina+ 2sin(Z — (n—1)a) — 1v/3) D?

mita € [= 17) gemaR

373(

3 ((n —1)sin § +sin(g — (”_21)0‘)> - %.

Das (3n)-seitige Hemmi—Polyeder mit 3(n — 1) Seiten der Lange 2D sin § und
3 Seiten der Lange 2D sin(§ — M) setzt sich aus drei gleichen fastregularen
n—seitigen Sektorinpolyedern zusammen.

(ii) Fur 3\ < < <2220\ 4 1 2nsin Zgilt:
F>((n—1)sina+sin(3 — (n—1)a) + 2sin &~ — 1v/3) D?

mit o € [, 5775) gemal

2 ((n —1)sin § +sin(g — (”_21)O‘)> + nsin & = %.
Das 3n—seitige Hemmi-Polyeder mit 2(n— 1) Seiten der Lange 2D sin <, 2 Seiten

der Lange 2D sin( — (-la 1 <) und n Seiten der Ldnge 2D sin - setzt sich aus
einem regularen n—seltlgen und zwei fastreguldren n—seitigen Sektorlnpolyedern
zusammen.

(iii) Far % T % 2nsin £ < 3% < 2nsin g- gilt:

6n
F > (%tsina+ §sin(3 — (n — 1)) + nsin & — 1v/3) D?
mit o € [3- ) 3Ty )gemaB
(n—1)sin§ +sin(§ — (";1)0) + 2nsin & = 55
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Das 3n-seitige Hemmi—Polyeder mit (n — 1) Seiten der Lange 2D sin £, 1 Seite

der Léange 2D sin(§ — M) und 2n Seiten der Lange 2D sin - setzt sich aus
einem fastreguldren n—seitigen und zwei reguléren n—seitigen Sektorlnpolyedern
zusammen.

Fall: 3D - 8sin gy <L < 7D, alson > 5.

Hier treten folgende flnf Teilfalle auf:

(i) Fir 2(n — 1) sin 57 < = <A gilt:

F> (g(n — 1)sina+ 3sin(f — (n — 1)a) — 1/3) D?

3 <(n — 1) sin § + sin(§ — (”*21)“)> = L.

Das (3n)-seitige Hemmi-Polyeder mit 3(n — 1) Seiten der Lange 2D sin § und

3 Seiten der Lange 2D sin(§ — M) setzt sich aus drei gleichen fastregularen
n—seitigen Sektorinpolyedern zusammen.

(it) Far ¥ <& <2.2(n- 1)smm + 3 - 2nsin & gilt:
F> (( 1)51nm+”7_lsinoz+%sin(%—(n—l)a)—%\/5) D2

mit o € [, =) gemalR

3n’3n 1)

2(n—1) Sin gty + (n—1)sin§ +sin(g — (n—Day _ L.

Das (3n—2)-seitige Hemmi—Polyeder mit 2(n—1) Seiten der L&nge 2D sin D)
n — 1 Seiten der Lange 2D sin ¢ und 1 Seite der Lange 2D sin(T — “-1%) setzt
sich aus einem fastreguldren n—seitigen und zwei reguléren (n — 1)—se|t|gen Sek-

torinpolyedern zusammen.

(iii) Fir 2 -2(n — 1) sin

Swn

22\

IN
wlnN

s 1 : s L
0 +3 2n sin o <

G(n—— > 3p —‘—%QHSIH% gllt

sin 31 — %\/g) D?

n

F>((n—1)sina+sin(f — (n—1)a) +

0|3

mita € [ = 17) gemaR

373(

2 ((n— 1)sin § + sin(§ — w» +nsin & = 55
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Das 3n—seitige Hemmi—Polyeder mit 2(n— 1) Seiten der L&nge 2D sin &, 2 Seiten

der Lange 2D sin(% — (n=De 1 <) und n Seiten der Lange 2D sin Z- setzt sich aus
einem reguldren n—seltlgen und zwei fastreguldren n—seitigen Sektorlnpolyedern
zusammen.

(iV) FUr £ - “Aq + 3 - 2nsing- < 55 <

) 2(n — 1)smm+§ - 2nsin g~ gilt:

1.

3

F > ( sin 3555 + 2 sina + 3sin(f — (n — 1)a)
+2sin £ — 1v/3) D?

mit o € [- ) gemén

3n? 3(n 1
(n— 1)sinﬁ + (n —1)sin § + sin(§ — @)—i—nsmG—n =L

Das (3n — 1)-seitige Hemm| Polyeder mit . — 1 Seiten der Lange 2D sin ",

n Seiten der Lange 2D sin -, (n — 1) Seiten der Lange 2D sin § und 1 Seite der

Lange 2D sin(g — “‘—”‘”‘) setzt sich aus jeweils einem reguldren (n — 1)-seitigen
und einem reguldren n—seitigen sowie einem fastreguléren n—seitigen Sektorin-
polyeder zusammen.

(v) Far % -2(n —1)sin ﬁ —I— 2nsin g~ < 5% L 5 < 2nsin g- gilt:

F > (%tsina+ §sin(3 — (n — 1)) + nsin &~ — 1v/3) D?
mit o € [, 3775) geman
(n —1)sin § +sin(g — u)_}—QnSlnG_n:%'

Das 3n—seitige Hemmi—Polyeder mit n — 1 Seiten der Lange 2D sin 5, 1 Seite

der Léange 2D sin(§ — w) und 2n Seiten der Lange 2D sin - setzt 5|ch aus
einem fastreguldren n—seitigen und zwei reguléren n—seitigen Sektorinpolyedern

Zusammen.

Fir L = 7D gilt

F > —/3)D2

N[

Ersetzt man in (5.21) die ’fonction penetrante’ f,, durch ihre konvexe untere
Einhiillende f.,, so geht der Komplex von Ungleichungen aus dem Hauptfall
3D - 4sin{5 < L < wD in eine einzige, mit einer implizit gegebenen GroRke
behafteteten Ungleichung Uber. Diese ist dann fir nichtreguldre Parameterwerte

von L, d.h. fUralle L # 2nsin g-,n > 3, allerdings nicht mehr scharf.
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Theorem 5.4 Sei B eine konvexe Figur vom Durchmesser D > 0 und Umfang
L € (3D, nD). Dann gelten fiir den Flacheninhalt £ die folgenden Ungleichun-
gen:

(i) Fur L € [3D,3D - 4sin 5] ist

24372 3+V3 2
FZEL—*ZD.

Die untere Schranke wird angenommen fur 6-seitige Hemmi—Polyeder mit
3 Seiten der Lange

(2—V3) L+1/9(1+(2—V/3)?) D>~ L2

_ 2
Ly=3 1+(2—/3)2

und 3 Seiten der Lange L, = £ — L,.
(ii) Fir L € (3D - 4sin {5, 7D) ist

L 2\ 1 2
e (G 1)

mit (%) > 2 aus
L _ ta T
D 6x - sin 6z

Die untere Schranke ist scharf fir z = n,n > 3, also fur 3n—seitige regulare
Hemmi—Polyeder mit Seitenlangen 2D sin ¢~ und Umfang L = 6n.D sin &-.

Beweis
Fur L ¢ (3D 3D - 4sin 5], also n = 2, gilt (5.21) mit L} = L} = L = £ und
fw( ) = —cotﬂ — sin g nach (3.3). Mit cot {5 = = 4cos® 55 und cos® & = %+

if folgt hleraus die behauptete Unglelchung. Das 6—se|t|ge Hemmi- Polyeder,
fur welches die untere Schranke angenommen wird, setzt sich aus drei gleichen
2—seitigen fastreguldren Sektorinpolyedern zusammen. Die L&nge L, = 2D sinx
der jeweils groReren Seite l&sst sich mit « aus

5= 2sinx+231n(% — )

explizit in Abhangigkeit von L und D angeben. Und zwar ergibt sich mity = sinx
und A = 2 hieraus die Bestimmungsgleichung

A=2-V3ly+V1-¢?
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bzw.
(1+(2-V3)2)y? =202 —V3)y+A>—1=0.
Unter Beachtung des Grenzfalles 2 = 7 flr A = 1 erhalt man

VBIA+ /14 (2 VB2 - A2
v= 1+ (2 —+/3)?
und folglich
2 (2- V)L +\/oD2(1+ (2 - VB)) - I?
LQI—' .
3 1+ (2 —/3)2

Damit ist die Behauptung (¢) gezeigt.
Fur L € (3D - 4sin 5, 7D), also n > 3, ersetzen wir im Problem (3PA) die

Funktion f= durch fw aus (3.26) und (3.27). Wegen der Konvexitat von fw ist
Ly = L = — A die Minimallésung des so modifizierten Problems. Wir
erhalten damit d|e Ungleichung

(G " é\/§D2 (5.22)

mit z(%) > 2 aus

Ersetzt man noch
sn ™ L L2
3r  3Dx 36 D212
auf der rechten Seite von (5.22), so ist auch die Ungleichung (i7) bewiesen. |

Ein Vergleich mit der Ungleichung (5.2) von KuBOTA ergibt sich im Fall (z) un-

mittelbar aus

2 2

V342, 25 V3.5 girssD
12 3 4
und im Fall (4¢) aus
L

z(%) > 3D fir (%) > 2.

Der Grenzfall L = =D tritt fir + — “+oc ein. Dabei strebt die untere Schranke

von F'in (5.22) gegen den Flacheninhalt des Reuleaux—Dreiecks.
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/\

Abbildung 5.4: Hemmi-Polyeder mit L=3.11359, L=3.12387, L=3.12567



Anhang

A.l Sobolev—Raume und Distributionen

Zur analytischen Behandlung geometrischer Extremalprobleme bettet man den
Raum X" der konvexen Korper unter Verwendung der Stitzfunktion isomorph
und isometrisch in einen geeigneten Funktionenraum ein. Dort lasst sich die Auf-
gabe als Problem der Optimalen Steuerung formulieren. Verallgemeinerungen
solcher Einbettungen wurden u.a. von RADSTROM und HORMANDER (siehe et-
wa [113]) untersucht. Wesentlich hierfir ist die Gultigkeit der Kirzungsregel im
Raum ™.

Die Stutzfunktion eines konvexen Korpers ist durch ihre Werte auf der Oberflache
Sn=1 der Einheitskugel vollstandig bestimmt. Sie ist dort stetig und stiickwei-
se differenzierbar mit summierbarer erster Ableitung. Um die Existenz von Lo6-
sungen flr das dem geometrischen Extremalproblem entsprechende Variations-
bzw. Steuerproblem zu sichern, ist die Vollstandigkeit des betrachteten Raumes
unabdingbar. Beschreibt man nun Extremalprobleme fir konvexe Korper in ei-
nem Klassischen Funktionenraum, so wird dabei von vorneherein die Menge der
nichtrunden konvexen Korper ausgeblendet. Falls — wie beim isoperimetrisch—
isodiametrischen Problem — mit nichtrunden Optimalbereichen zu rechnen ist, so
erweist es sich als notwendig, dass Extremum in einer groReren Grundgesamt-
heit zu suchen. Fasst man dagegen den Krimmungsradius als verallgemeinerte
Funktion auf, so kann diese Liicke geschlossen werden.

Eine verallgemeinerte Funktion oder auch Distribution ist ein lineares stetiges
Funktional y Uber einem geeigneten Grundraum K, dessen Elemente ,hinrei-
chend gute* Funktionen sind (vgl. [41, 121]). Geeignete Grundrdume fiir Dis-
tributionen sind etwa der Raum C§° aller beliebig oft differenzierbaren finiten

Funktionen oder ein Sobolev—Raum I/f/’;”(Q) finiter Funktionen, die aul3erhalb von
2 verschwinden und verallgemeinerte Ableitungen der Ordnung m, welche L,—-
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summierbar sind, besitzen. Sobolev—Raume erhélt man durch Vervollstandigung
klassischer Funktionenrdume bez. Integralnormen. Hier wird nicht der Begriff der
Funktion, sondern der Begriff der Ableitung einer Funktion verallgemeinert (vgl.
[2,9,121]).

Seienm > 0und 1 < p < oo naturliche Zahlen sowie 2 C R eine offene
Menge. Die verallgemeinerte Ableitung der Ordnung £,0 < k < m, einer reellen
Funktion f : Q — R ist mittels partieller Integrationsregel durch

[ 196 pla)do = (<1" [ 1la) o (a) da )
Q Q
erklart. Es bezeichnet dann der mit der Norm
1wy @ =D 1L,
s=0

versehene Banachraum
W) = {f € L,(Q) /Vk <m 3fP € L, : fO = fmit (x)}

den Sobolev—Raum aller Funktionen mit L,—summierbaren verallgemeinerten Ab-
leitungen bis zur Ordnung m.

Verallgemeinerte Funktionen sind fur unsere Zwecke reellwertige Distributionen.
Wir wahlen als Grundraum den Sobolev—Raum WL (Q) der finiten Funktionen
mit L..—summierbaren verallgemeinerten ersten Ableitungen. Die Elemente 1
des Grundraumes heien Grundfunktionen. Distributionen besitzen keine Werte

in einzelnen Punkten sondern sind durch lokale Eigenschaften, also durch ihre
Wirkung auf eine Grundfunktion in der Umgebung eines Punktes, charakterisiert.

Eine Distribution y, die mittels einer lokal integrierbaren Funktion f durch
(v) = [ f@)ie do
Q

erzeugt werden kann, heif3t regular. Sie wird dann mit der Funktion f identifiziert.
Alle anderen Distributionen heien singular. So ist z.B. die —Distribution d,,,, die
durch

<5x07 1/)> = 1/)(1’0)
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definiert ist und auch Dirac’sche §—Funktion genannt wird, eine singuldre Distri-
bution. Den Raum aller Distributionen Giber dem Grundraum K bezeichnen wir mit
D(K). Die von SoBOLEV [116] eingefiihrten Raume W"(€2) sind Banachraume
reguldrer Distributionen.

Eine Distribution y ist gleich Null auf einer Umgebung U(x,) des Punktes z,
falls

<X7¢> =0 vw € K mut wlU(mo) =0

gilt. So ist z.B. 6,,, # 0 auf jeder Umgebung U (x) eines Punktes = # z. Falls es
fur ein Gebiet G C 2 zu jedem = € G eine Umgebung U (z) mit (x, ) = 0 auf
U(x) gibt, so sagt man, die Distribution y ist gleich Null im Gebiet G. Ist x # 0
fiir jede Umgebung eines Punktes g, so heilst =y wesentlicher Punkt von . Die
Menge aller wesentlichen Punkte heil3t Trager der Distribution y und wird mit
suppy bezeichnet. Im Fall suppy C G sagt man, y ist auf G konzentriert.

Die Nichtnegativitat einer Distribution ist durch

Gv) =20 VP ek,

mit K; := {¢ € K /¢ > 0} sowie die Gleichheit zweier Distributionen x; und
X2 durch

(x1,9) = (x2,¥) VY €K
erklart. In ublicher Weise werden durch
(X1 +x2,%) = (x1,¥) + (X2, ¥) VY €K
die Summe von Distributionen, durch
(ax,¥) = alx,¥) = (x,ah) VY €K, a €R,
die Vielfachbildung einer Distribution mit einer reellen Zahl o und durch
(ax,¥) = (x. @) VY €K a €K

die Multiplikation einer Distribution mit einer Grundfunktion a eingefiihrt. Eine
Folge {xx} von Distributionen heif3t konvergent gegen die Distribution y, falls

,}LIEO<Xka¢> =(x,¢¥) Y¢YeK

gilt. Schlielich benétigen wir noch die Ableitung einer Distribution . Diese wird
durch das Funktional

<X,7 ¢> = _<X7 77D/> v¢ e K
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also durch ,,partielle Integration* eingefiihrt. Die Ableitung einer reguléren Distri-
bution lasst sich mit der verallgemeinerten Ableitung der zugeordneten summier-
baren Funktion identifizieren. Es gelten die tblichen Differentiationsregeln. Als
Beispiel betrachten wir die Ableitung der Heavyside—Funktion

0 fir z<0
O(z) =
1 fur =>0.

Fur sie gilt die Beziehung
.00 = (0.6) =~ [ () do = 0(0) = o) W e
0

also 8’ = §,. Dabei bezeichnet §, die im Punkt 2 = 0 konzentrierte 6—Distribution.
Solche Distributionen treten bei der Beschreibung nichtrunder konvexer Figuren
auf.
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A.2 Pontrjagin’sches Maximumprinzip

Als notwendige Optimalitatsbedingung fiir Probleme der Optimalen Steuerung
bildet das Pontrjagin’sche Maximumprinzip eine wesentliche Grundlage der Steue-
rungstheorie. Parallel und unabhdngig voneinander wurde es von PONTRJAGIN
und seinen Mitarbeitern BOLTIANSKI, GAMKRELIDSE, MICENKO [106] sowie
von HESTENES [58] zunéchst fur Probleme mit stlickweise stetigen Steuerun-
gen entwickelt. JOFFE und TICHOMIROV [61] lieRRen spéter bereits summierba-
re beschrankte Steuerungen neben sehr allgemeinen Zustandsbeschrankungen zu.
Zahlreiche Anwendungen etwa aus den Ingenieurwissenschaften und der Geome-
trie [31, 71] machten es jedoch erforderlich, noch allgemeinere Steuerungen, die
einen ,,kurzzeitigen kraftigen Impuls® modellieren, zuzulassen. Steuerungspro-
bleme, in denen die /—Distribution oder die Heaviside—Funktion als Koeffizienten
auftreten, wurden von SAVALISCIN und SESEKIN [111] studiert. KLOTZLER be-
handelte dagegen solche Probleme, in denen der Charakter der distributionellen
SteuergrofRe nicht von vornherein fesgelegt ist. Er bewies eine Version des Pon-
trjagin’schen Maximumprinzips, welche auch optimale Prozesse mit distributio-
nellen Steuerungen erfasst.

Wir betrachten die folgende Klasse distributioneller Steuerprobleme in Standard-
form:

(DSP) : “I(a,u) = [ [fo(t,2(t)) + fi(t)u(t)] dt “ — Min!
mit den in « linearen und distributionellen Zustandsgleichungen
14 = A(t,z) + B(t)u, (ZG)
den in u linearen und distributionellen Steuerbeschrankungen
1Cu < b1, (SB)
den reguldren Zustandsbeschréankungen
gi (t,z(t)) <0 f.i. auf [0, 7] (ZB)
furi =1,---, k und den linearen Randbedingungen
¢ (2(0) =0, ¢ (2(T)=0. (RB)

Es liegt in der Natur der Sache, dieses Problem bez. der distributionellen Steue-
rung « linear zu formulieren. Ein Paar (x,u), welches alle Nebenbedingungen
erflllt, heiBt zulassiger Prozess des Problems (DSP).

An die in der Aufgabe vorkommenden GroRen stellt man zunéchst die folgenden
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Grundvoraussetzungen (GV):

o fo:[0,T] xE" - E' A:[0,T] x E" — E" ,g; : [0,T] x E" — E! seien
stetig und bezliglich des zweiten Arguments stetig differenzierbar.

e B:[0,7] — E™"und f; : [0,T] — E" seien stetig differenzierbar.
e rang(B) =r,C € R™*" b € R™
e ¢, :E" — E¥, v = 0,1, seien affin—lineare Abbildungen.

AuRerhalb des Intervalls [0, 7] denkt man sich fy, g;, A, C, b durch die entspre-
chende Nullabbildung fortgesetzt.
Des Weiteren bendtigt man im entsprechenden Funktionenraum folgende

Zusatzvoraussetzungen (ZV):
Fur jede Folge zulassiger Prozesse (z7,u?) des Problems (DSP) mit der Eigen-
schaft 27 — x im Raum L% (0, 7)) gelte:

o fo(,27(-)) — fo(-,z(-)) im Raum Ly (0,7),
A(,27(+)) — A(-,z(-)) im Raum L3(0,7),
(fO)ac (71.]()) - (fO)m (,[E()) im Raum Lg(O,T),
Ay (1 29(4)) — A (+, () im Raum L3*"(0,T)

e 7/ — x, im Raum W3 (0,T) fur jene Komponenten x € {1,--- ,n}, fir
die eine Zustandsrestriktion i € {1,--- , k} existiert mit (g;)., # 0.

Mit H bezeichnen wir die Pontrjaginfunktion

H(t,&,0,m,20) := Ao (fo(t,€) + fi(t)v) + (n, (A(t, €) + B(t)v))zn

des Problems (DSP) und mit ¢/,* die zur Jacobi’schen Funktionalmatrix ¢/, von
¢, transponierte Matrix. Unter einem reguléren zuléssigen Prozess verstehen wir
einen zuldssigen Prozess (x, u), fir den die Steuerung u eine regulére Distribution
ist.

Sind alle obigen Voraussetzungen erfullt, dann gilt nach KLOTZLER [70, 71] die
folgende notwendige Bedingung fir einen optimalen Prozess (z*, «*) des distri-
butionellen Steuerproblems (DSP).
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Theorem (Distributionelles Pontrjagin’sches Maximumprinzip)
Zusammen mit (GV) und (ZV) seien die folgenden Voraussetzungen an das Pro-
blem (DSP) erfiillt:

1. Zu jedem optimalen Prozess (z*, u*) existiere eine Folge regulérer zulassi-
ger Prozesse (27, 4/) mit

3 e Wy™ und 37— 2% im Raum L3,
@ eLy,  und @/— u*imRaum D(K") .

loc

2. Das Zielfunktional I sei schwach unterhalbstetig auf L% x L7 fir alle zul&s-
sigen Prozesse (x, u) mit ||u|| < M bei beliebig groem A/ > 0. Die Menge
solcher Prozesse sei nicht leer.

Dann existieren eine Zahl \y > 0, Vektoren [, € E**,v = 0,1, eine linksseitig
stetige vektorwertige Funktion y : [0,7] — E” von beschrénkter Variation und
nichtnegative regulare Malle p;,i = 1,--- , k, die jeweils auf der Menge N; =
{t € [0,T] / gi(t,x*(t)) = 0} konzentriert sind, so dass nicht alle diese GréRen
gleichzeitig verschwinden sowie

die Maximumbedingung

max <H(7 $*(), U()v y()7 AO)? ¢> = <H(7 LE*(), u*<>7 y()? )‘0)7 2/J>

Cv<b,
veL? (0,w)NDo(K")

fir alle Y € K4 (M)

die kanonischen Gleichungen in integrierter Form
T
y(t) = =" (2" (1)) +/ H,(r,2*(1),u"(7),y(7), Xo) dT
b
_ Z/t Giow (T, 2%(7)) dpi (T) (K)
=1

sowie die Transversalitatsbedingungen

y(0) = c§" (2" (0)lo (T)

in T = 0 erfillt sind.
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